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Allgetneine  Betrachtungen. 
Ist  ein  System  von  n  -^  l  linearen  Glciclmngen  (n  eine  reelle  ganze 
positive  endliche  Zahl)  mit  ti  -^  1  Unbekannten  zur  Auflösung  vorgelegt  in 
der  Form : 

U«l>  '^'o  +  o"i  -^'i  +  ü"^  ^2  + +  ü««  ^«  =  «u 

l«o  -^0  +  1«!  ^1  +  t'h  ^2  + +  !«•»  ^^  =  "i 

I)  2«0  ^9  +  2«!   «"l   +  2«2  ^"2  4- +  2««   ^"  =  «2 


««0  Xq  -f-  ,a,  X|  -)-  ,rtj  Xa  + -f-  «««  ^^  =  "«1 

Je  mit  M  und  a  bezeichneten  Grössen  keine  der  mit  :c  bezeichneten  | 
Tnbekannten  enthalten,  so  ist  bekanntlich  der  WertU  irgend  einer  der  Un- 
bekannten, K.  6.  der  Werth  von  Xk  dargestellt  durch 

H 
wenn 


<l"0    li"l 


»"ü  ""r   *  •  •  •   »«« 

die  Determinante  des  vorgelegten  Systeraes  I)  linearer  Gleichungen  be- 
deatet  und  ,«*  den  Coefficienten  von  ,«4  in  der  Entwickelung  von  R  be- 
seklmet. 

f«ltaelirin  f.  M»ibm»aijJ[(  t/    PhyMik  XV,  I.  \ 


2     lieber  Auflös.  eines  Systemes  von  anendl.  vielen  linearen  Gleichungen. 

Die  eben  angegebene  Art  der  Auflösung  des  vorgelegten  Systemes  I) 
bleibt  bestehen,  wenn  man  zu  den  liAlsen  Seiten  der  einzelnen  Gleichungen 
der  Reihe  nach  noch  die  Gliedei:'*addirt :  o®»+i  ^»+1»  i'''»+i  ^«-hn  2^«4-i 
a:»^.l  j  .  .  .  .  nOn+\  ic»-hi ;  und  weq^.man  zugleich  die  Anzahl  n-\-l  der  Glei- 
chungen des  Systemes  I)  vermehrt* um  die  folgende: 

Es  ändert  sich  also  nia&Van  der  angegebenen  Methode  der  Auflösung  des 
Systemes  I)  wenn  Mt'.Anzahl  der  Unbekannten  ebenso  wie  die  der  ge- 
gebenen Gleichüii^en'um  eine  Einheit  zunimmt;  da  man  nun  das  eben  er- 
haltene ResnUa^  wiederum  auf  das  erweiterte  System  linearer  Gleichungen 
anwenden  ktoh  ü.  a.  f.  so  kommt  man  zu  dem  allgemeinen  Resultate: 

Ist  däa'^stem  linearer  Gleichungen  I)  so  beschaffen,  dass  in  ihm  die 
Anzahl  h'*^  1  der  Gleichungen  in  ganz  derselben  Weise  wie  die  Anzahl 
n  -j-.l  "^or  darin  vorkommenden  Unbekannten  ar  ins  Unendliche  wächst,  so 
ist  äläf  Werth  irgend  einer  Unbekannten ,  etwa  der  Xk 

wenn  R  die  Determinante  von  -^  (n  -\-  1)*  Elementen  des   vorgelegton 

Systemes  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  bedeutet  und  ««a-  den  Coeffi- 
cienten  von  t-a/c  in  R  bezeichnet. 

Die  Existenz  eines  Systemes  linearer  Gleichungen,  deren  Anzalil  un- 
endlich gross  ist,  ist  aber  nur  möglich,  wenn  das  allgemeine  Gesetz  gegeben 
ist,  nach  welchem  die  Coeffidenten  a  und  die  Werthe  u  gebildet  werden 
müssen,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  das  System  unendlich  vieler 
linearer  Gleichungen  gar  kein  Gegenstand  mathematischer  Behandlung  sein 
kann.   Um  diess  anzudeuten,  setzen  wir 

mOn  =  /ü  (»»  >  «) ;  w«  «=  9)«  , 

so  dass  wir  ein  beliebiges  System  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen, 
mit  ebensoviel  Unbekannten  x  als  Gleichungen  ezistiren,  kurz  andeuten 
können  durch  die  Form : 


0 
II)  m 

00 


Da  auch  jetzt  noch  die  Gleichung  2)  die  Auflösung  des  Systemes  II) 
bildet,  so  können  wir  aus  ihr  leicht  folgende  Sätze  ableiten: 

Sind  sämmtliche  q>m  der  Null  gleich,  während  sämmtliche  Functionen 
/o  (»» >  P)  endlich  sind  und  die  Determinante  R  des  Systemes  II)  einen  von 
Null  verschiedenen  endlichen  Werth  hat,  so  ist  auch  der  Werth  einer  jeden 
Unbekannten  der  Null  gleich. 


Von  Dr.  Th.  Kötteuitzsch. 


8 


I 


VerBcLwindet  die  DctcrminaDte  i?  des  SystemesII),  so  kommen  säintnt- 
lieben  Unbekannten  x  unendlich  grosse  Wertlie  zu,  die  aber,  wie  eine  ge- 
nauere Betrachtung  der  PartiaUletcrmlnanten  ,«a  flir  den  Fall  R  =  0  lehrt, 
m  einander  bestimmte  Verhältnisse  haben.  Das  letztere  findet  auch  statt^^ 
wenn  sämmtliche  Functionen  (p,,,  verschwinden. 

Diese  beiden  Sätze  können  leicht  durch  eine  Betrachtung,  die  der 
Eingangs  dieses  Paragraphen  geführten  analogisch  ist,  streng  nachgewicsonj 
werden,  indem  raan  zeigt,  dass,  weil  dieselben  gelten  für  ein  Systeii 
linearer  Gleichungen  von  endlicher  Anzahl,  und  unveränd  ert  Geltung 
behalten ,  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  um  ©ine  endliche  Zahl  wächst, 
«ie  Änch  gelten  müssen,  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  Unbekannten 
ins  Unbegrenzte  wächst. 

Wird  irgend  eine  der  Functionen  /*„  (w,  /p),  etwa  f^^  (r,  s)  unendlich, 
während  q)r  endlich  ist,  so  kann  .-r,  den  Werth  Nnll  haben;  findet  dies 
sUU  und  lässt  man  in  dem  System  II)  alle  die  Glieder  hinweg,  welche  in 
X,  mnltlplicirt  sind  und  vernachlässigt  man  die  Gleichung,  welche  f^^  (r,  s) 
eathJilt,  so  kann  man  aus  dem  übrig  bleibenden  Systeme  Hnearer  Glei- 
drangen  sämmtliche  Unbekannten  x  mit  einziger  Ausnahme  von  .t,  bestim- 
men: setzt  man  dann  die  erhaltenen  Werthe  der  x  in  die  vernachlÄssigte 
Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  das  Gesetz,  nach  welchem  sich 
X,  der  Null  nähert. 

Wird  eine  der  Functionen  g>M^  etwa  (pr  unendlich,  so  kann  entweder 
aoch  eine  oder  mehrere  der  Functionen  /],  (r,  s)  (constantes  r)  unendlich 
wotrden ,  oder  es  kann  auch  eine  oder  mehrere  der  Unbchannten  .r  unend- 
liche Werthe  erlangen.  Der  erstere  Fall  kann  durch  Division  der  «**" 
Gleichung  mit  einem  der  unendlich  gross  werdenden  Werthe  entweder  auf 
den  zweiten  Fall  zurückgeführt  werden,  oder  man  erlangt  statt  der  s'"'* 
Gleichung  eine  neue  richtige  Gleichung  mit  laufer  endlichen  bekannton 
Wcrlhcn.  (Der  erstgenannte  Uuietand  kann  offenbar  dann  eintreten,  wenn 
9r  in  höherer  Ordnung  unendlich  wird,  als  irgend  eins  der  ebenfalls  nnend- 
Ikh  werdenden  /"„  (r,  «)).  Im  zweiten  Falle  vernachlässige  mjin  vor  der  Hand 
ÜB  ***  Gleichung  und  bestimme  aus  den  übrigen  Gleichungen  die  Ver- 
blUtaitse  aller  Unbekannten  x  zn  irgend  einer  bestimmten  Unbekannten, 
tlttm  Sf  als  Functionen  von  a'y.  Durch  Einsetzen  der  so  erhaltenen  Werthe 
Ib  äit  yorher  vernachlässigte  Gleichung  ergeben  sich  aus  derselben  summt- 
liehe  Werthe  der  Unbekannten  x. 

Die  praktische  Verwendung  dieser  Sätze  aber  scheitert,  eben  so  wie 
te  BAeh  Gleichung  2)  zu  erlangenden  Werthe  der  Unbekannten  x  an  der 
Schwierigkeit,  mit  der  die  Werthe  der  Determinante  Ä  und  ihrer  Partial- 
4«trrniin Anten  «  beschafft  werden  können.  In  den  folgenden  Para- 
»bon  Süll  ein  Mittel  angegeben  werden ,  tun  diese  Schwierigkeiten  zu 
liegen. 
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§2. 
Auflösung  eines  besonderen  Systemes  linearer  Gleichungen. 
Gesetzt  in  dem  Systeme  II)  §  1  wären  sämmtliche  Functionen  f^  (m,  p), 
deren  p  kleiner  als  m  ist,  der  Null  gleich,  alsdann  hat  die  Determinante  R 
dieses  vereinfachten  Systemes  die  Form : 


1)R. 


/"o  (0,  0)  f,  (0,  1)  /o  (0,  2)  ...  .  ^  (0,  n) 
0  f,  (1,  1)  /•„  (1,  2)  ...  .  f,  (1,  n) 
0  0        /-o  (2,  2)  ....  /"o  (2,  n) 


0 


0 


0 


U  («»  «) 


=  A(0,0)/-o(l,  l)/-o(2,  2) 


/"o  («1  «) 


*  Diese  Form  der  Determinante  R  lässt  leicht  erkennen,  ob  ihr  ein 
verschwindender  Werth  zukomme,  indem  in  diesem  Falle  eine  oder  mehrere 
der  Functionen  /*o  mit  zwei  gleichen  Argumenten  verschwinden  müssen. 
Findet  diess  aber  statt,  so  haben  die  Unbekannten  x  zu  einander  ein  be- 
stimmtes Verhältniss  oder  mit  andern  Worten,  die  einzelnen  Gleichungen 
des  zur  Auflösung  vorgelegten  Systemes  sind  nicht  unabhängig  von . 
einander. 

Es  kann  nun  auch  leicht  der  Werth  irgend  einer  der  Unbekannten  o:, 
z.  B.  der  von  Xp  dargestellt  werden  durch  die  Functionen  /*q.  Die  Gleichung 
2)  §  1  liefert  nämlich  fiir  den  jetzigen  Fall: 


2)xp 


+  ^P+'i 


1  U  «,        /oJ^__L_P±i) 


foiP 

■f.  (p  + 1 


d 


«    r^o  (p + 2 


P  +  2)   fAP>    P+1)      A(P>  p  +  2)-| 
(p  +  2  ,  p  +  2)    f,  (p+l ,  p+1)       /"o  (p-t-2 ,  p+2)J 

(p+l,p  +  2)   /"oCp,    P+1) 


P  +  3) 


^7 


(p  +  3,p  +  3)    V/oCp4-2,P  +  2)  /•oCH-l.P+l) 
A  (P.   P  +  2)\  _/Up-HiP±3)  /-gCp.      P+1)    ,  A  (P  ,    P  +  3)  ] 
/•o'Cp-F2,p+2);       /«^(p+S.p+S)  /"o  (p+1  ,  p+1)  "^/"o  (p+3  ,  p+3)  J 

A>(P+3,P+4)  r/-o(p+2,p+3)  //•o(p+l,p+2)  A(p,p+1) 

/;>(p+4,P+4)  U(p+3,p+3)  V/o(P+2,  P+2)  /•o(p+l,p+l) 

/;,(P  ,  P  +  2)\      /o(p+l,P+3)  /o(p  ,  P  +  1)    ,  A(P>    P  +  3)-| 


+  9'f»+4 


Ao(P+2,P+2);     7o(P+3,P+3)  /■o(p+l,P+l) 
/o(p+2,p+4)  //'o(p+l,p+2)       ACp^P-J-  1) 


/•o(P+4,P+4)  l/'o(p+2,/,-f  2) 
A(P+1,P+4)A(P  ,  P+1) 


/•o(P+4,P+4)A(p+l,p+l) 


/•o(P+l,P+l) 
ACp    .    p  +  4)j-- 
7o(P+4.P+4)l"^* 


/■o  (p+3, P+3) J 

/-qCp,  P  +  2)\ 
/•o(p+2,P+2); 


Von  Dr.  Th.  Kötteäitzscu. 


Schreibt  man  für  den  angeführten  Werth  von  Xp  kura 

so  erkennt  man  aus  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  2) und  3)  dass  die 
W«?rtbt*  der  Coefftcientcn  D  der  Reihe  nach  leicht  gebildet  werden  können 
mit  Hülfe  der  folgnndou  Gleichungen: 

1 


p^H-i 


,Ji„ 


/;,(/>-{- i,p+i) 


*)  ^/^H-.  -  .^^,  /-„(;, -^2, pH- 2)  -  ''^''  /;(^4:27M=2J 
''''^'^^  A.CP+«! />+•")  [^^^+-«  ^"  ^^'+"-  *  •  '^  +  "'^ 

Vermittels  der  Gleichungen  3)  und    \)   ist  es  nun  ein  Leichter,    das 
tcm  II)  §,  1  aufzulösen,  wenn  die  einzelnen  Fnnctioneu  /",»  desselheii 
von  der  Art  sind ,  dass  f\^  (r  ,  *)  =  0  ,  öo  lange  x  <  r. 

§.3. 

Rodaction    eines    beliebigen    System  es    uneniUich    vieler 

linearer   Gleichungen   auf  die   Form  des   in   §  2 

Behandelten. 

£s  möge  zan<1chst  die  Reihenfolge  der  einzelnen  Gleichungen  de« 
^Systeme*  U  §  1|  wie  eö  immer  möglich  sein  wird,  so  geordnet  werden^  daüh 
in  der  y'^"  Gleichung  das  Glied  <jcr  linken  Seite  /'„  (y  ,  </)  o:,^  nicht  ver- 
sebwtctdet;  ansscrdem  ordnen  wir  die  Glieder  der  einzelnen  linken  Seiten 
Ko,  dass  <liejeulgen  der  Unbekfinnten  ,r,  welche  voraussichtlich  am  hefrächt- 
lichsten  von  Null  verschiedene  Wertho  erlangen,  die  niedrigsten  Indexe 
irrhsUrn,  nnd  das«  analog  diejenigen  Gleichungen,  welche  voraussichtlich 
den  meisten  Eiufluas  auf  tlio  Woithc  der  UDbekanutcu  x  Uabcix,  d\ft  <i\%\.<i,\\ 
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in  der  Reihenfolge  der  einzelnen  Gleichungen  sind.  Die  eben  genannte  An- 
ordnung der  Gleichungen  wird  meist  von  selbst  gegeben  sein  in  den  Fällen, 
wo  die  Rechnung  auf  ein  Gleichungensystem  führt,  wie  das  vorgelegte  ist. 
Diese  eben  angegebene  Eigenschaft  habe  nun  das  System  Gleichungen 

0       •   I  OD 

m       ^  fo  (m  ,p)a:j,  =  g>„ 

oo    I  'V  I 

Wir  lassen  zunächst  die  Ote  Gleichung  unverändert,  schreiben  aber 
statt  /j)  (0  ,  p)  einfacher  f^  (p)  und  statt  tpQ  (9>o),  so  dass  also 

fa  (P)  =  /■»  {Oyp)i  (<)0o)  ==  <Po 

Wir  multipliciren  ferner  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes 
mit  Aj,  addiren  sie  alsdann  zur  Isten  Gleichung,  und  bestimmen  nun  den 
Factor  Ji\  so,  dass  in  der  neuen  Gleichung  der  Coefficient  von  Xq  verschwin- 
det.  Diess  geschieht,  wenn 

M/'o(0)+/-o(1.0)  =  0=r,(0) 

Den  Cogfficienten  von  Xpy  nämlich  k\  /"„  (p)  +  /"q  (1  ,  p)  setzen  wir  zur 
Abkürzung  gleich  /*,  (p)  und  schreiben  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung, 
nämlich  X\  (<Po)  +  9\  »  (.Vi)- 

Wir  multipliciren  ferner  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes 
mit  k\  und  die  nach  der  eben  angeführten  Methode  transformirte  zweite  mit 
kl  und  addiren  die  so  entstandenen  Produkte  zur  2ten  Gleichung;  die 
Werthe  von  k]  und  k\  bestimmen  wir  nun  durch  die  Bedingung,  dass  in  der 
neu  entstandenen  Gleichung  der  Coefficient  von  ar„  und  Xi  verschwindet, 
diess  erfolgt,  wenn: 

M/"o(0)  +  ro(2.0):=Ound     . 

^Ifi  (1)  +  ^\fo  (1)  +/*o  (2  ,  1)  =  0  =  /2  (1) 

während  in  der  neu  entstandenen  Gleichung  allgemein  der  Coefficient  von 
Xpy  nämlich  kl  /\  (p)  -|-  k^  f^  (p)  -|-  /"(,  (2 ,  p)  mit  ^  (p)  und  die  rechte  Seite 
der  Gleichung,  nämlich  (p2  +  Aj  (g),)  -|-  k\  {tp^  mit  (qpj)  bezeichnet  werden 
möge. 

Es  möge  weiter  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes  mit  k\y  die 
erste  transformirte  Gleichung  mit  k\  und  die  zweite  transformirte  Gleichung 
mit  A^  multipltcirt  werden,  die  so  entstandenen  Gleichungen  addiren  wir 
zur  dritten  des  gegebenen  Systemes  und  bestimmen  nun  k\y  k\  und  AJ,  so, 
diuss  in  der  neu  entstandenen  Gleichung  die  Coefficienten  von x^y  x^  und  Jfi^.  teLKb 
verschwinden;  diess  geschieht,  wenn 

^;  Ao  (0)  +  /"o  (3  ,  0)  =  0 

^\  fx  (1)  -f  M  f,  (1)  +  A.  (3  ,  1)  =  0 

K  fi  m  +  ^\  h  (2)  +  K  k  (2)  +  /i  (3  ,  2^ 


Von  Dr.  Tu.  Köttbritescil 


Der  Coofficient  voo  Xp  in  der  neu  entfitADdencn  Gleichung  sei  kurz  bezeicli* 
net  mit  f^  (p\  wo 

A  c/a)  =  x\  r,  ip-)  -\-  X]  f,  (p)  +  ij  r,  ip)  +  r„  o , ;.) , 

und  die  recbte  Seite  derselben  sei  (1^3)  vfo 

M  =  T',  +  A]  (92)  +  A;  (g,,)  +  k\  (.pj 
F»hren  wir  in  analoger  Weiae  weiter  fort  die  einzelnen  Gleichungen  des 
ebenen  Systemes  zu  transformiren,  so  erscheint  als  neues  System 


I)  W    ^    fm  {p)  Xp  =  {<P» 


fm  (p)  =  0  ßo  lange  p  <  m. 
Das  System  I)  kann  nun  ganz  nach  Analogie  des  in  §  2  aufgelösten 
Systemes  behandelt  werden  und  man  erhält  : 

^)  *r  =  J^~U)  \  *^'^^  ^^^^  ~  '"^'^i  (^H-i)  4-  i'^H-2  (9>i»4-2)  -i-  ' 
-h  (-1)*  pA,^  (9^)    + } 


wenn 


r'l-f-J 


pAp^m  = 


ihf  2)  [  "'^'^^  ^'^^  ^''  "^  ^^ "" '"'"  ^''  ^  "^  ^^  ] 


^^  |^,>.4,-+«.-|  /h-««-!  O'-f«')— |.  W'"-2//H-M^>t7^-i-  ' 


/)hh-  (/»  +  m) 
± -f  (-1)— %^h-i/h..  (/'+"0  +  (-ir-%^;'/"/^(P+'«)]    f 

Um  nun  die  Werthe  der  Functionen  f  und  (tp)  zu  ermitteln,  bedarf  es 
'der  Werthe  der  eingeführten  Hülfsgrösscn  A.  Um  irgend  eines  der  A,  z.Ii. 
Jl^  zu  bestimmen,  haben  wir  das  System  Gleichungen  aufzulösen : 

i:/'<_,(n-l)  +  A:-,A._,(;i-l)-hA^,A-3  («-!)+ +  A,V,  («-1) 

-hA?/'«(n-l)-f-/;,(«,«-l)=0 

Ar,_,  f..,  (u^-J)  +  A:_^  /".-s  («-2)  -f 

-f  A:/-,  («^2)  +  AV/i,  («-2)  4- /•„  (n,  «-2)  =1 

a:-,  /-  ,  (/'-3)  -f  . . . .  +  a;  A,  ("-3)  4-  A7  /;,  («-3) 

•  -f  A,  («  ,  «-3)  =  0 


A;/^(l)  +  A;•/„(l)+^(",  1)=0 
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oder  wie  wir  hierfür  kürzer  schreiben : 
-1 


1 
m 

H-l 


^A-,^-l(n— 1— m)A^_p=— ^(n,  «— 1— m) 


fn-p—i  {n — 1 — in)=0  80  lange  n — 1 — m  <  n—p — 1. 
Auch  dieses  System  Gleichungen  kann  aufgelöst  werden  nach  Ana- 
logie des  in  §  2  behandelten  Systemes  von  Gleichungen  und  man  erhält: 

**-p  ^7 f»    n    n  { — i'^'-p-i/b('»»«-P-l)— «-p^"-;'-2/o(«.«-/>-2) 

fn—p—i  \n — p — i;  i 

+  ,_^(;«_^3/-o(«,«-p-3)  + ■}-{-'ir-^'n-pCofo{n,0)  } 

wenn 

n-pCm-p^l  =  1 

f^p-2  jn—p—l) 
fn.p-^  (n-p-2)  • 


„_|,C«_p-_2==  n—pCn-p—i 


3)  n-pC.-p-,  ~  ..^pC^-p-,  ^_^3(„_p_3)-'.-.C-.-.  ^-^3  (n_p-3) 
n-pCn-p-,  =^-_^  (n-p-g)  i  -''^'-'-*+^  ^-'-^  («-i'-ir+l) 

Aus   der  ersten  der  Gleichungen,  die  die  Werthe  der  X  bestimmen, 
folgt  ferner  der  Werth  von  f^  (?)  fi'  ^  «  in  der  Form : 

/•«W=/"ü(«,y)  +  ^7/'o(!?)  +  A;A(7)  +  ^5/2W  + +  ^:/'-i(?) 

und  zugleich  ist 

(<P.)  -9n  +  K  (9^,)  +  K-i  (9»-^)  + +  ^  M  +  A?  (9*0) 

Setzt  man  die  für  die  l  gefundenen  Werthe  ein,  so  entsteht: 

-««.0)  [.c,4M  _,.„M|.)+,c,^+....+(_,,-.  c„A.^(iL] 

-(-i)Y(«,-i)[  +(-')"- -^--/^r'cÄ)] 


Von  Dr.  Tu.  Kötteritrsch. 


d 


«od 


C-i)V(«.«-i)[ 


Aus  den  Gleicliungcn  3)    1)  und  5)  lassen  sich  nun  die  Werthe  von 

fu  (g)  und  {q>J  mit  Lj>ichtigkeit  nach  und  nach  berechnen  als  Functionen 

roo   den   /*o  und   <;p,.      Älit  Hülfe    der    so   erlangten  Werthe  der  /),  {q) 

Ffnlgen   dann  leicht  aus  der  Gleichung  2)   die  Werthe  der  ^,^^,4^,  und  als- 

rdauu   aus  den  gefundenen  Wcrthen   der  ((p„)  und  ,.A;.^.„  nach  Gleichung 

I)  die  Unbekannten  Xp  selbst. 

8ind,  wie  in  §  1  bemerkt  wurde,  die  Functionen  /„  ebenso  wie  die 
fanctlonen  9)  nach   einem  bestimmten  Gesetze  gebildet,  so  ist  dasselbe 
I,    wie    man    aus   den   Gleichungen   3)   4)   und   5)  erkennt,  mit  den 
f*nnctionen  /*»  (y)  und  (g>„)  der  Fall,   also  dann  auch,  wie  man  ans  den 
ICvIeiclinngen   2)  und   1)  erkennt,    mit    den  Werthen,    welche   die    Unbe- 
kannten Xf  erhalten.     Hat  man  daher  den  Werth  der  Unbekannten  mit 
'^dem    allgemeinen  Index  p  erhalten,   so  kann  man   daraus  ohne  weitere 
iRechnong  die  W^ertho  aller  anderen  Unbekannten  x  ableiten.     Das  spe- 
IciüUc  Gesetz,    nach  welchem  diess   za  geschehen  hat,    hängt   freilich  ab 
von  dem  specieUen  Biblungsgesetz    der  Functionen  /J,   und  tp   und   lässt 
.«ich   daher  specieller  als  geschehen  ist,  nicht  angeben. 

Die  somit  durchgeführte  Lösung  des  Systemes  linearer  Gleichungen 


if /o  (»»»  P)  ^P  =  «P»' 


ganz  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Anwendung  der  Methode 
stimmten  Coefficienteu.  So  weiss  man  z.  B,  dass,  innerhalb  ge- 
wtaser  Grenxen  de»  Argumentes,  jede  Function  sich  nach  Kugelfunctio- 
odcr  nach  Fourierschen  Reihen  entwickeln  lässt  j  man  kann  also  auch 
einer  gesuchten  Function  eine  derartige  Entwickelung  im  Voraus 
•onehtneu  und  die  Coefficienten  der  Entwickelung  nach  der  Methode 
der  (iunlon    Coefficienten    zu   bestimmen    suchen.      Sind  nun  die 

Be«!  ,.    II,    denen    die    gesuchte  Function  zu   genügen  hat,    derartig, 

dat«  e«  nnr  eine  einzige  solche  Function  geben  kann ,    so  müssen  auch 
•tte  onbekannten  Coefficienten  o;   der  Entwickelung  citietft  Ä-jaVsmft  now 
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Bedingungsgleichungen  genügen,  wie  das  eben  hingeschriebene  ist. 
Kennt  man  nun  aber  durch  Auflösung  des  Systemes  linearer  Gleichungen 
den  allgemeinen  Werth  von  Xp^  so  kann  man  auch  mit  leichter  Mühe 
die  Functionen  selbst  finden,  bei  deren  Entwickelung  nach  Kugel- 
functionen  oder  Fourierschen  Reihen  die  x  die  Cuefficienten  bilden.  Es 
kann  nämlich  in  diesem  Falle  Xp  =  f  {p)  &\a  Function  des  Stellcu- 
indexes  p  betrachtet  werden,  so  dass  die  Ent Wickelungen  lauten: 


5,  =/(0)  i>o  +  /•(!)  pt  +  /•(2)  i^  + +  r{n)  />.  +  .... 

^2  =  ifiO)  +  /•(!)  cos  6  +  /•(2)  cos  2  $  + +  f{n)  cos  n  $  + 

S^=  fWsin  0  +/-(2)«n2  0  -f -|- /"  (n)  «n  n  Ö  + 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  z  eine  complexe  Variable  bedeutet 


I 


z — a 


wenn  f  («)  innerhalb  der  geschlossenen  Integrationscurve  synectisch 
bleibt.  Hat  nun  etwa  f  (z)  die  ebengenannte  Eigenschaft  für  alle 
Punkte  der  positiven  Seite  der  Zahlenebene,  Null  und  die  imaginäre 
Axe  eingeschlossen,  so  kann  man  als  Integrationscurve  wählen  die 
imaginäre  Axe  und  einen  auf  der  positiven  Seite  der  Zahlen  ebene  ge- 
legenen Halbkreis  mit  unendlich  grossem  Radius.  Das  Integral,  aus- 
gedehnt über  diesen  Halbkreis,  verschwindet  und  es  bleibt  allein  übrig, 
wenn  allgemein  *s=a:-|-iy 


0 


VO'y)  j     I      /*  /"(«y)    .    __i  — 2«/*(a)  I  wenn  der  reelle  Theil  von  o  positiv   j  . 
tu — ö  '  .         .,  ~-    .,  ..      1    • 


d  -4-    /*  A'y)  j    ( — ^Ä/(a)  1  wenn  der  reelle  Theil  von  o  positiv   j 

j   iy — a  \         0         J  wenn  der  reelle  Theil  von  a  negativ  ) 


Es  bedeute  nun  a  irgend  eine  Zahl  p  der  reellen  Zahlenreihe  von 
1  bis  cx>,  dann  folgt  aus  der  eben  erlangten  Relation,  wenn  in  ihr  noch 
die  Integrationsgrenzen  sämmtlich  auf  0  bis  oo  zurückgeführt  werden : 


J 


'(iy-p)niy)-{fy+p)n-iy)  ^^ _  ^ 


Verbindet  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  Addition  und  Sub- 
traction,  so  erhält  man 


I  _y      /-(-»y)- 
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In  dem  besonderen  Falle  p  =  0  tmhViessen  wir  dcu  AasuAhmc- 
ptuikt  Nall  durch  einen  nach  der  positiven  Seite  der  Zablenebene  »ich 
pr«treckenden  Halbkreis  von  der  Flüche  aus,  die  die  Integrationscurve 
Bmkrcist.  Dns  Über  die  jetzige  Intogrationscurvo  erstreckte  Integral  muss 
Kull  sein.  Lassen  wir  nun  den  Radius  dos  den  Nullpunkt  ansschliesjsen- 
Aen  Halbkreises  bis  zur  Grenze  Null  abnehmen,  so  ergiebt  sich: 


A>») 


riß) 


S«tÄt  man  nun  die  Werthe  von  /"(O)  und  f  (p)  aus  den  Gleichungen 
«  und  c  ein  in  die  obige  Summe  8.^,  »o  erhält  man 


f  2i 


dy 


L>der   v»eil 


^    _!, //  '^li  1   y^o»^^  .y cos 3  0  yeosnji   , 


eny  —  Q~tty 


G)  S, 


e-(ir-0)y/X-^y)-/l[-f,y) 


«T-** 


2i 


flfy.     Jt^ö^O 


Setzt  man  ferner  den  Werth  von  f  [p)  aus  der  Gleichung  b  ein  in 
die  Summe  S^,  so  entsteht: 


(Af-'y)-fA(-f'i^) 


n^^y^ 


dy 


Nun  ist 


2wm2{?       3gr>i3g 
P-fy^-^2H^y''t'3='4-/'^ 


^«y— tf~»y 


■'^  "-'  +  //•-' "^ 

7t>Ö>0 


Inlghch   ist  auch 


12  Ueber  Auflös.  eines  Systemes  von  unendl.  yielen  linearen  Gleichungen. 


0 

Durch  die  Formeln  6)  und  7)  sind  die  Functionen  selbst  gefunden, 
die,  nach  Fourier  entwickelt,  die  Unbekannten  Xp  des  Systemes  linearer 
Gleichungen 

'  \   <^       , 

m     ZI  /o  (»» »  P>  ^P  =  9« 

»  I      0 

zu  Entwidelungscoefficienten  haben. 

Es  hat  bekanntlich  keine  Schwierigkeit,  das  Gältigkeitsintei*vall  der 
Formeln  6)  und  7)  noch  weiter  auszudehnen,  als  die  beigefugten  Gren- 
zen angeben. 

Sollte  die  Bedingung,  dass  Xp  =  f  (/>)  synectisch  bleibt  auf  der 
ganzen  positiven  Seite  der  Zahlencbene,  wenn  man  für  p  die  complexe 
Zahl  X  -f-  iy  setzt,  nicht  erfüllt  sein,  so  hat  diess  für  die  Herleitung 
der  Formeln,  die  anstatt  der  6)  und  7)  auftreten,  weiter  keine  Wirkung, 


) 


als  dass  andere  Integrationswege  der  Formel    /        ^      dz  =  2  n  i  f  (a 

gewählt  werden  müssen.  Darauf  hier  weiter  einzugehen  ist  nicht  der  Ort. 
Um  femer  die  Function  S^  von  0  zu  erhalten,  die  bei  Entwiakelung 
nach  Kugelfun ctionen  die  Unbekannte  Xp  =  f  (p)  zum  Coefficienten 
von  PP  besitzt,  braucht  man  nur  die  Dirichlet^sche  Formel**)  zu  be- 
nutzen : 

$  it 

2    r  C08  X  a>  cos  ntp  9    f*  sin  ^  a>  cos  n  a> 

i>»  {cos  $) l  y^T  =%  dtp+-  1    ..^Jl\..=^^  dtp 

nJy2{cosg)  —  cos9)    ^       njy2{cos^—cos(p) 

0  9 

in  der  man,  im  Falle  n  =»  0,  die  Hälfte  der  rechten  Seite  zu  nehmen  hat. 
Substituirt  man  den  Werth  von  /**  {cos  9)  in  die  Entwickelung  von  S, ,  so 
erhält  man : 

d 

S,  =  ^  f-T~^^ -.  j  y{0)-\rfO)cos^+m cos2^  +  -  •  •  • 

««/    y2{cos<p'-cos^)^ 

-^f{n)cosnq>-{""'   j  d(p 
n 

+  V  /Wr^^ j  i/-(0)-f  Al)co.g,+A2)co529+  ••.. 

^•^  y2  {co$0  —  cos(p)^ 

-{-  f{n)cosn<p-\ .  i  d<p 

*)  Man  vergl.  hierüber:  Schlümilcb,  De'veloppcment  do  detix  formules  siuninntoires. 
Journal  von  Crelle  Bd.  42,  pag.  125  seqq. 

'V  Crelle,  Journal  f.  Mathem.  Bd.  XVIL  p.  41. 
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M^> 


if5»c  Gleichung  vereinfacht  sich  aber  bei  Anwendung  der  Formel  6)  in : 


g/qf  —  c-«y 


2i 


(/y 


4- 


sin  ^  (p  d(p 


^«g(if-y>y-j-g-(;r-y)v   /-(;_,;y)_^(^;y) 


^-<'»} 


Die  Formel  8)  gilt  natürlich  unter  denselben  Voraussetzungen,  über 
Ijc^  =  Xj^,y  =/'(z),  unter  denen  auch  die  Formel  6)  galt,  während  die  nach 
6)  über  9  aufzustellende  Bedingung,  nämlich  n;  ^  g?  ^  0,  durch  die  Gren- 
zcfx  der  zweiten  Integration  von  selbst  erfüllt  ist. 

D»  nach  der  Gleichung  1)  der  Werth  irgend  einer  Unbekannten  ccp  zu- 
nilchst  immer  in  Form  einer  unendlichen  Keihe  erscheint,  so  versteht  es 
sich  von  selbst,  dass  nur  solche  Werthe  von  a,,  wirklich  brauchbar  sind, 
f&r  welche 


n  = 


fpip) 


(~1)'*P^H-«  (9'/-M.)  —   {—  1)'*/.^/Hh«4-i  (9'h-«H-.)  + 


bei  hinreichend  grossem  m  kleiner  wird  als  jede  noch  so  kleine  Grösse  i. 
Dieser  Umstand  bildet  auch  das  allgemeine  Kriterium  darüber,  oh  das  vor- 
ge1(>gte  System  Gleichungen  überhaupt  zulässige  Lösungen  besitze.  Die 
speciellen  Regeln  darüber  können  ohne  Weiteres  aus  der  Theorie  über 
f  die  CoDvergenz  unendlicher  Reihen  übertragen  werden. 

§4. 
Beispiel. 
Gesetxt  es  sei  zur  Auflösung  vorgelegt  das  System  Gleichungen 


ist,  verglichen  mit  der  zu  Grunde  gelegten  allgemeinen  Form  eines  .sol- 
eben  Systemes  Gleichungen : 

Man  erhält  dann  zur  Bestimmung  der  Functionen  /",  (y)  und  (9>„)  aus  den 
Gleichungen  3)  4)  und  5)  von  §  3: 

f\   ('/)  =  «V  —  «0 

f'i  (v)  =  K~«o)  K— «i) 


/*3  (y)  =  K  —  «ü)  K  —  «i)  «ff  —  «2) 


1*  -C.  — 

«2   —  ''O 

*I  3^1 

f/,  —  tr„ 

«,  —  «„ 

14   Ueber  AnflSs.  eines  Systemes  von  onendl.  vielen  linearen  Gleicbnngen. 
r  _  1 .   r-  _  («a  —  «o)  («n  —  «i) 

^'^.  =  (?^^)  -  S  ^'  f *)=('"-«o)  («'-•") «"-«»)  («'-') 

C    ^  ("3  ~  "o)  fa  —  ^l)  «3  —  «0  («3  —  «o)    («3  —  «l)     .      j. 

*    «  («2  —  «l)   («1  —  «o)  «1  —  «0  («2  —  «l)  («2  —  «o)  ' 


(9'o)  =  1 

(Vl)  =  '  —  «0 

(9'2)  =  ('  -  «o)  ('  -  «l) 

W  =  ('  —  «o)  ('  -  «i)  ('  -  «2) 

(94)  =  ('  -  «0)  (i  -  «1)  ('  -  «2)  (<  -  «3) 

Man  erkennt. bierans  bereits,  dass  fn  (g)  und  (qp,,)  die  Form  baben 
müflsen: 

fn  {9)  =  («q  —  «o)  («?  —  «1)  K  —  «2) K  —  ««-1) 

(9>n)     =     ('  -  «0)     {t  —  «1)     (<  —  «2)      ('  -  ««-1) 

Resultate  f  deren  Ricbtigkeit  man  nocb  dnrcb  die  nicbt  scbwierige  aber 
umständlicbe  Rechnung  des  Scblnsses  vom  nten  Gliede  aof  das  (n-(-l)te 
Glied  nachweisen  kann. 

Die  Determinante  des  gegebenen  Systemes  Gleichungen  ist  nnn 

n^oo  ^"^"^'^  («»  —  «0)  (««  —  «1)  K  —  «j) (««  —  «»-1) 

Soll  daher  das  gegebene  System  Gleichungen  wirklich  so  bestehen 
können,  dass  seine  einzelnen  Gleichungen  unabhängig  von  einander  sind, 
so  darf  die  Determinante  nicht  verschwinden  oder  es  müssen  die  einzelnen 
a  durchgängig  von  einander  verschiedene  Werthe  besitzen. 

Setzt  man  die  für  fn  iv)  erlangten  Werthe  ein  in  die  Gleichungen  2)  §  3, 
so  entsteht: 


J 1 


p^p+m- 


(«H-1  —  «1»)  («H-2  —  «p)  («14^  — «I») («f^H-  — «f») 


Dr.  Tu.  Köttkritz 


und  die  Gleichung  1)  §  3  ergiebt  jetzt: 


(«^  —  «o)  («^  —  «i)  ('»'i'  —  «2)  K  —  «3) 


(,  ^  tt^)  (I  _  t,^^) 


Oder,  wie  man  leicht  findet : 

'       (•r-'«o)  K-«»)  («p— «v) («;*— «p-i)  K-=«H-i)  K— «Hr?) ' 

Durch  diesen  Werth  von  Xp  ist  das  gegebene  System  Gleichnnge.n  voll- 
Üg  anfgclöst,  da  man  für  p  jede  der  ganzen  Zahlen  von  0  bis  00  setzen 
•). 

Ob  der  gefundene  Werth  von  Xp  überhaupt  brauchbar  sei,  hängt  davon 
>,  ob  das  unendliche  Prodnct,  das  den  Werth  von  Xp  stellt,  einen  end- 
Werth   besitzt    oder   nicht,    gleichgültig,    welche   positive    ganze 
sei. 


LT3. 


•)  Vcrgh  Lo^ange,  M<«m.  de  BeTlin  1776  p.  185.  Caucby,  J.  de  V4c.  polyt.  Cnli.  17 


n. 

üeber  die  elektrodynamische  Wechselwirkung  der  Theile 
eines  elektrischen  Stromes  von  veränderlicher  Gestalt. 

Von 

Dr.  Ludwig  Boltzmann. 


(Mit  1  TafeL) 


Ampere  gründete  sein  Gesetz  für  die  Wechselwirkung  zweier  Ele- 
mente eines  elektrischen  Stromes  auf  qualitative  Versuche.  Seitdem  fand 
dieses  Gesetz  durch  die  schönen  quantitativen  Versuche  Weheres  eine 
ausgedehnte  Bestätigung. 

Allein  Weber  operirte  blos  mit  sogenannten  Solenoiden,  prüfte  also 
blos  die  Wirkung  fester  geschlossener  Ströme  auf  andere  feste  geschlossene 
Ströme  (wenigstens  solcher,  welche  für '  das  Experiment  als  in  sich  ge- 
schlossen angesehen  werden  konnten).  Es  erschien  mir  daher  nicht  ohne 
Interesse  zu  sein,  die  Wechselwirkung  der  Theile  eines  Stromes  auch  in 
Fällen  quantitativ  zu  bestimmen ,  wo  nicht  jeder  der  festen  Theile  für  sich 
bereits  als  ein  geschlossener  Strom  angesehen  werden  kann.  In  diesen  Fäl- 
len ist  der  quantitativen  Bestimmung  namentlich  die  grosse  Zähigkeit  des 
Quecksilbers  hinderlich,  das  man  als  Verbindungsmittel  der  beweglichen 
Stromtheile  nicht  entbehren  kann.  Ich  untersuchte,  um  diesen  Uebelstand 
möglichst  zu  vermeiden,  einen  Strom  von  unveränderlicher  Länge,  aber 
veränderlicher  Gestalt,  so  dass  also  Gleitstellen  gänzlich  vermieden  wurden 
und  sich  die  beweglichen  Stücke  an  den  Verbindungsstellen  blos  im  Queck- 
silber zu  drehen  brauchten.  Die  Reibung  in  demselben  war  auf  diese 
Art  freilich  nicht  ganz  vermieden,  aber  sie  erschien  doch  auf  ein  Minimum 
reducirt. 

1.  Besohreibong  des  Apparates. 

Der  Apparat,  den  ich  zu  diesem  Zwecke  anwandte,  ist  in  Fig.  1  sche- 
matisch dargestellt.  Die  beiden  Linien  GEA  und  BFD  sind  Knpferdrähte, 
die  auf  einer  passenden  hölzernen  Unterlage  festgemacht  sind.   Die  Enden 
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■  niid  H  dersclbon  werden  mit  den  Polon  einer  Batterie  verbumlen.  Dio. 
Itllcke  GE  nnd  HF  laufen  parallel  und  befinden  sich  In  möglichst  geringer 
ag.  Die  Stücke  EA  nnd  FD  dagegen  sind  so  gebogen,  dass  sie  in 
,  dieselbe  hoiiscontalc  Linie  AD  fallen. 

Dieselben  sind  an  den  Enden  A  nnd  D  etwas  nach  abwärts  gebogen 
jj  tragen  daselbst  je  ein  kleines  Knpferscliillehen.   AB  nnd  CD  sind  ebcn- 
Iklla  xwei  an  den  Enden  etwas  nach  abwärts  gebogene  Rnpferdrähte.   Die 
adon  />  nnd  C  derselben  tragen  zwei  Kupferschärlchen  von  derselben  Be- 
ITenheit,  wie  die  der  früher  betrachteten  DrJilite.    Die  Enden  A  nnd  D 
feg«n  sind  mit  einer  feinen  Stahlspitze  versehen,  welche  in  den  Schäl- 
lien  A  nnd  />  aufruht. 

Um  die  lieibung  der  Stahlspitze  zu  vermindern  ist  jede^  der  Knpfer* 
chälchen  in  der  Mitte  durchbohrt  und  in  dasselbe  ein  Granathütchen,  wie 
Ban  diej^elhen  bei  Bussolen  verwendet,  eingelegt.  Fig^2  giebt  einen  Qner- 
bnill  des  Schälchens  bei  D  sammt  der  darin  ruhenden  Spitze,  Dio  Kupfer- 
bte  AB  und  CD  sind  an  zwei  hölzernen  Stäben  Ih'  und  LM  befestigt, 
Reiche  bei  A'  und  M  mit  passenden  Gegengewichten  versehen  sind,  so  dass 
bei  horizontaler  Lage  von  AB  und  CD  auf  den  Spitzen  A  und  D  balan 
8n.  BC  ist  ebenfalls  ein  an  seinen  Enden  mit  Stahlspitzen  versehener 
[npferdraJit,  welcher  genau  in  derselben  Ilöhe  in  den  SchHlchen  B  nnd  C 
ftUncirt;  er  lingt  bei  N  etwas  tiefer  ein  Gegengewicht. 

Um  die  Reibung  zu  vermindern,  sind  an  den  Ilolzstäben  /A'und  LM 

H  A  and  D  CoconfJiden  befestigt ,  welche  über  eine  Rolle  laufen  und  an 

icm  andern  Ende  so  gewühlte  Gewichte  tragen,  dass  auf  dio  Spitzen  A  nnd 

lO  nnr  ein  ganz  kleiner  Druck  nach  abwürts  übrig  bleibt.    Die  Länge  der 

Linien  AB^  BC,  CD  nnd  DA  beträgt  33B'>i  Mra.,  die  Dicke  der  Drahte  etwa 

'  Mm.    Die  Schälchcn  wurden  nun  so  weit  mit  Quecksilber  gefüllt,  dnss  der 

Strum  diroet  vom  Sdiälchen  in  die  Kupferdrahte  übergehen  konnte  und  dio 

Itablspitzon  nicht  zu  durchlaufen  brauchte,  weil  dieselben  sonst  durcli  dio 

rkrn  angewandton  Ströme  gelitten  hjltten.    Werden  nun  die  Drahtenden 

und  //  mit   den  Polen   einer  Batterie  in  Vorbindung  gesetzt,  so  durch- 

8&t   der  Strom  die  Kupferdrähte  in  der  durch  die  Pfeile  angegebenen 

Man  sieht,  dass  die  vom  Strome  durchliossene  Figur  ein  Uhom* 

I  welchem  bloss  die  Winkel  der  Seiten  variabel  sind.    Umfliesat  der 

Khombos   von  We§t  über  Nord  nach  Ost,  so  sucht  sowohl  die 

des  Erdmagnetismus  als  auch  die  Wirkung  des  Stromes  den 

ein  Quadrat  zu  verwandeln.    Hat  dagegen  der  Strom  die  enl- 

Kichtnng,  so  kehrt  sich  die  Einwirkung  des  Erdmagnetismus 

die  des  Stromes  auf  sich  selbst  unverändert  bleibt.    In  diesem 

•s  Quadrat  eine  labile  Gleichgewichtslage  und  die  stabile  tritt 

einem  andern  Winkel  ein.     Derselbe  wächst  mit  zunehmender 

||e,  bis  er  endlich  bei  sehr  grosser  Stromstärke  glckU  e\wcu\  \ec\\- 

l  I.  Mathrmnttk  u    Vhyik.  W.  t.  <i 


1"*  l'eber  die  elektrodynamische  Wechselwirkung  etc. 

:en  wird,   wo  dann  die  labile  Gleichgewichtislage  anfhürt,   was  dnrch  die 
spärereu  Kechnongren  begründet  werden  soll. 

Alle  diese  Erscheinungen  zeigen  sich  hei  der  grossen  Beweglichkeit 
des  Apparates  schon  recht  auffällig  bei  Anwendung  von  6  Smce'scben  Ele- 
uieutenf  und  dürfte  sich  daher  der  Apparat  bei  seiner  leichten  Herstellbar- 
keit auch  als  elektrodynamischer  Vorlesnngsapparat  gut  eignen,  wobei  viel- 
leicht noch  die  Granathütchen  und  Aequilibrirung  durch  die  Rollen  weg- 
gelassen werden  könnta.  Zum  Zwecke  der  Messung  war  natürlich  eine 
Kraft  ni'ithig,  welche  den  Rhombus  in  eine  bestimmte  Lage  zu  bringen 
suchte.  Es  wnrde  zu  diesem  Zwecke  an  den  Uolzstab  LM  auch  im  Punkte 
S  In  der  Entfernung  von  i>{i'''j  Mm.  von  D  ein  Coconfaden  und  vertical 
unter  demselben  ein  Gewicht  von  10  Grammen  befestigt. 

Das  andere  Ende  des  Coconfadens  wurde  an  einem  horizontalen  Stabe 
festgemacht,  der  um  eine  verticale  Axe  drehbar  war.  Die  Axe  wnrde 
ausserdem  noch  mittelst  eines  Senkels  vertical  über  die  tiefste  Stelle  des 
SchälchiMis  7>  gestellt.  Das  Gewicht  sucht  dann  immer  vertical  unter  dem 
obenan  Hefestigungspunkt  des  Coconfadens  zu  stehen  und  hält  daher  den 
Rhombus  in  einer  bestimmten  Lage  mit  einer  bestimmten  Kraft  fest,  welche 
Lage  Jedoch  durch  Drehung  des  Stabes,  an  dem  der  Coconfaden  festge- 
macht war,  beliebig  variirt  werden  konnte. 

Ks  ist  natürlich,  dass  dann  der  Winkel  des  Rhombus  durch  die  elektro- 
dynamischen Kräfte  nur  unbedeutend  verändert  wurde.  Um  diese  Winkel- 
veründorungcn  mit  frenauigkeit  messen  zu  können,  war  am  Holzstabe  LM 
im  l'unkte  />  ein  kleiner  Spiegel  angebracht,  auf  den  mittelst  eines  Fem- 
rohrea  visiit  wurde.  Der  Spiegel  war  ausserdem  noch  um  eine  verticale 
Axo  gt'^en  den  Holzstah  drehbar.  Der  ganze  Apparat  befand  sich,  um 
go);rn  drn  Luftzug  möglichst  geschützt  zu  sein,  in  einem  allseitig  verschloe- 
HoiuMi  Kanten,  der  nur  für  den  Spiegel  ein  mit  einer  plan  parallelen  Glas- 
plntto  verHclitoMNonoH  I^och  h.itte.  Ich  bemerke  noch,  dass  der  Draht  .^12) 
ilirrrt  inittrlnt  einer  liihelle,  die  übrigen  Drähte  aber  durch  Verschiebung 
der  (i'r^enp'wicbte  auf  den  llolzstähen  unter  Vergleichung  mit  nahe  an- 
lii'^riidcn,  iniltrl.st  Lih<dle  horizontal  gestellten  Stäben  horizontal  gemacht 
wiu'drn. 

8.  Theorie  der  auf  den  Hhomlnis  wirkenden  Kräfte. 

leb  will  nun  zur  nererhnung  der  an  diesem  Apparate  zu  beobachten- 
ilrn  l''rsriiriiuiii};rn  (li»ergelicn. 

Iili  will  XU  dir^eni  /wecke  die  Mnge  einer  Seite  des  Rhombus  AB=^i 

(»f*on  ivor^l  Tis;.  :i);  irb  nehme  an,  dass  auf  ein  Längen differentia  1  <fa,  der 

Moifo    Ui ,  dai  mIcIi  in  iler  Kutfernung  *,   vom  Tunkte  A  befindet,  in  Folge 

d«»r  oloktrodyunmidchen  Kräfte  die  (Jesanimtkraft  Ä,  <to„  auf  ein  Läugvn- 

rufMitlal  il*f  dftr  Seite  UV  die  («eN«mml kraft  i?..f/x^  und  auf  ein  Längen- 

miiil  tlf^  iIm  Helm  VI»  in  «»f  r  Knlfernung  *,  von  D  die  Gesammtkraft 
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R^ds^  aasgeübt  werde.  Ausserdem  wirkt  noch  auf  den  Punkt  S  die  hori- 
zontale Componente  Q  des  Zuges  des  daselbst  angehängten  Gewichtes  in 
einer  Richtung  senkrecht  auf  CD.  Der  Winkel  der  beiden  Geraden  AB 
und  AD  soll  er  heissen.  Vergrössern  wir  denselben  um  da,  so  soll  das  Ele- 
ment rf«,  die  virtuelle  Verschiebung  dp, ,  das  Element  rf^j  ^^^  Verschiebung 
dp^,  das  Element  ds^  die  Verschiebung  dpg,  endlich  der  Punkt  S  die  Ver- 
schiebung dq  erleiden.  War  der  Winkel  a  eine  Gleichgewichtslage,  so  muss 
die  Gleichung  bestehen: 

fP.dsM  +/^2rf*2<^/'2  -^fPz^sM  -f-  Qdq  :=  0, 

0  0  0 

worin  mit  P„  jPj  "^^  ^3  ^i®  Oomponenten  der  Kräfte  i?|,  ^2  ^"^  ^3  i°  ^®' 
Sichtung  der  virtuellen  Verschiebungen  d/>,,  d/>2  und  dp3,  also  in  einer  Rich- 
tung senkrecht  auf  ^B  oder  CD  bezeichnet  wurden.  Dieselben,  sowie  die 
Kraft  jß  sollen  positiv  gezählt  werden,  wenn  sie  die  durch  den  Pfeil  YZ 
Fig.  3  dargestellte  Richtung,  negativ,  wenn  sie  die  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe : 

dp,  =  *,  da,  dpj  =  'da,  dpg  =  Ä;)dc,  dq  «=  mda 
ein,  wobei  m  die  Länge  des  Stückes  DS  ist  und  dividirt  durch  da  weg,  so 

ergiebt  sich : 

/  /  / 

1)  J  P^s^ds^  +  /  /  P^ds^  +  f  P^s.,ds^  ^Qm  =  0. 

0  0  0 

Die  Kräfte  /*i</*.i,  P^ds^  und  ^^3^*3  bestehen  aus  2  Theilen :  der  Compo- 
nente der  Einwirkung  des  Erdmagnetismus  A^dSl  >  ^i^s.*  und  A.^ds^  in  der 
Richtung  FZ,  und  der  Componente  der  Wirkung  des  Stromes  auf  das  be- 
treffende Stromelement  in  derselben  Richtung. 

Vom  Erdmagnetismus  wirkt  auf  ein  horizontales  Stromelcment  ds  in 

horizontaler  Richtung  bloss  die  Verticalcomponcnte,  und  zwar  mit  der  In- 

Vids 
tensität  -y—  gegen  die  Xinke  einer  mit  dem  Gesichte   nach  abwärts  im 

Strom  schwimmenden  Figur.  -In  dieser  Formel  bedeutet  V  die  In- 
tensität der  Verticalcompononte,  t  die  Stromintensität,  gemessen  in 
elektrodynamischem  Maasse.  Diese  Wirkung  fällt,  wenn  der  Strom  von 
der  Intensität  1  den  Rhombus  in  der  Richtung  von  West  über  Nord  nach 
Ost  durchfliesst,  für  die  Seite  AB  mit  der  Richtung  YZ  zusammen.    Man 

hat  daher : 

Vi 

Für  die  Seite  CD  ist  sie  der  Richtung  YZ  entgegengesetzt,  daher 

Vi 


Ands^  =  —     y  —  ds^ 

.13  j/    2         ^ 


V' 
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Für  die  Seite  BC  schliesst  sie  mit  TZ  den  Winkel  a  ein ;  es  wird  also : 

Vi 
J./IS2  =    y —  COS  a  ds^. 

Die  Glieder,  welche  der  Erdmagnetismus  in  die  Gleichung  1)  liefert, 
sind  daher: 

..X       ^»       r  y*^  cos  a      r  Vi       r  Vil^  cos  a 

000 

Um  die  Wirkung  des  Stromes  auf  sich  selbst  zu  rechnen ,  will  ich  ^en 
Draht  AB  mit  /,  den  Draht  BC  mit  //,  den  Draht  CD  mit  III  und  den  Draht 
AD  mit  IV  bezeichnen  und  die  Glieder  gesondert  betrachten,  welche  die 
Wirkung  eines  jeden  dieser  Drähte  auf  jeden  anderen  liefert.  Es  seien  sn- 
nächst  in  Fig.  4  LN  und  MN  zwei  im  Punkte  M  zusammenstossende  Drähte, 
welche  von  einem  Strome  in  der  durch  die  Pfeile  angezeigten  Richtung 
durchflössen  werden  und  mit  einander  den  Winkel  ß  bilden.  Die  Ab- 
stossung  der  Elemente  ds  und  ds'  in  den  Entfernungen  s  und  /  von  M  ist 
nach  dem  Ampere* sehen  Gesetze 

i^dsds  /         _    ,    -         -         .,  \ 

p  =  2 (    C^^  ß  -f:  ^  cos  Q  COS  Q      j  J 

darin  ist: 

r2  =  *2  _^  P  —  2ss  cosß       ^ 

-        s'  cos  ß  —  s        .,       s  cos  ß  —:  s' 

cos  9  = cos  9  = ; 

r  r 

es  ist  daher: 

p  =   —  ^  —  (  —  »^  cos  ß  —  s"^  cos  ß  -\-  ^ss'  —  SS  cos^  ß  )  . 


Für  die  Wirkung  des  Drahtes  IV  auf  /  ist  |S  =  a  zu  setzen;  die  Com- 
ponentc  dieser  Wirkung  in  der  Richtung  YZ  wird  durch  Mnltiplication  mit 

gefunden  und  geht  in  die  Formel  l)"tait  s'  multiplicirt  ein.  Die  Wir- 
kung des  Drahtes  I V  auf  I  liefert  daher  in  die  genannte  Formel : 

'          '         /        • 
{^  sin  a    I*  ^     /•     ,  ss'  (—  s"^  cos  a  —  s"^  cos  a  +  3ss'  —  ss'  cos^  a) 
^4i  =  — S—    I   ds   I  ds  — ^ J- / 

'^        %  is^  -f  s  2  —  2  SS  cos  «)* 

Für  die  Wirkung  des  Drahtes  //  auf  /  ist  /5  =  180  —  a  zu  setzen,  s 
und  s'  sind  jetzt  die  Distanzen  der  Stromelemente  vom  Punkt  B.  Dieselbe 
wird  daher  gleich: 

i'^  ds  ds'  {s^  cos  a  -\-  s'^  cos  a  -\-  3  ss'  —  ss  cos"^  a) 
(s'^  -\-  s"^  -j-  2  SS  cos  a)'^ 


Von  Dr.  L.  BotTRMANN. 


Ilirc  Componente  in  clor  Kichtung  TZ  wird  wieder  durch  Mü]tiplicHtI«>xi 

liBtt  gei^den.    Multiplicirt  man  zudem  noch  mit  dem  AbaUud  des 

Elementes  ds  von  J  also  mit  /  —  s  und  iutegrirt,  ao  erbült  ra*n  für  den 
Aa»dmck,  wclclien  die  Wirkung  des  Diahtes  //  auf  1  in  die  Gleichung  1) 

feit 

■  ff 

Die  Wirkung  des  Drahtes  //  auf///  ist  gerade  so  gross,  wie  die  von  /  F 
\mnf  if  aber  sio  ist  eutgegengesetKt  gerichtet  und  mit  t  —  5'  statt  s'  zu  mul- 
ftlplicircn;  sie  liefert  daher: 

L              »''  sin  «  /'       /'.'('  —  * )  *  («'  cos ((  4-  *■  *  cos «  —  .'ks  +  ss  cos^  a) 
|Ä^3  =  -  — —  f  ä.t   I  (h — i— — r-' 

\  o         u  ('''  +  ^"'  -  '^  •'*'  *•»«  «)^ 

Die  Wirkung  des  Drabtrs  /K  auf  111  ist  gleich   und  entgegengesetzt 

gftrichtct  der  Wirkung  von  //  auf  /  und  mit  /  statt  l  —  s'  zu  mulliplicircn; 

\titifeTi  daher  ^ 

'  '  ' 

i  „  »*  *'"  ^     /  '  .      i*  ,  f  99    {S'  COS  ti  -|-  »2  cos  ö  -|-  3  $$    —   8«'  C08'  «) 

Dit»  Coropouonton  der  auf  dio  Bogen -Differentiale  des  Drahtes  11  wirk- 

i  AaiaeD  Kräfte  geben  in  die  Formel  1)  mit  /  multiplicirt  ein.    »Sic  sind  gleich 

[und  entgegengesetzt  be«eichuet  mit  den  Componenten  der  Wirkung  des 

'  Lhralitrs    //   auf  die  (ihrigen   Drähte,      Hs   liefert   daher  die  Wirkung  des 

Draht»-*  /  anf  11-. 

I        t 

I    I  yi/i  "     i\     i' .     s  (s-  i'os  tt  4-  s'^  COS  «  +  3  SS   —  SS  cot^  a) 
^, ,  =  —    — -; \  ds    I  ds  — ^^ —    * ' . -'- 

2        J      -l  {s>  +  s-'  +  2sirosa)i 

die  Wirk  Ulli;  von  ///  auf  //: 

■  *     .    ...;;   ;•    i  *  .       /*  .  ,  s'  ( —  S-  COS  «    —    X*  COS  ff  +  ^  Ss'  —  $s'  Ci^'^  a) 

'     «« —  I  du   I  ds  — ' 

^        «^         ^  {S'^  +  S^  ^2S8    COStt)^ 

Die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  ist: 


"f"] 


*      ss'  ( —  s'  cos  «  —  s'^  cos  0  4-  'A  ss'  —  as'  cosr  «) 
ds 


{S^  4-  /2  _  2  SSt    cos  tt)S 

/*,/'..  8s'  (s^  cos  a  -|-  s'  cos  tt  4~  a  SS   —  SS  cos'  a^ 
e  sin  u    I  d$  I  ds  —  ^  -  ' ■ ^ . i 
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Es  sind  noch  die  Glieder  zu  bestimmen,  welche  die  Wirkung  je  zweier 
unter  einander  paralleler  Drähte  liefert.  Seien  in  Fig.  5  ds  und  ds'  zwei 
Elemente  der  Drähte  I  and  ///  in  der  Entfernung  s  und  /  von  dem  Punkt 
J  und  2),  so  ist  nach  dem  Ampere 'sehen  Gesetze  ihre  Abstossung: 

I*  ds  ds 
7=  - 


-  fl  +  }  CO«  e  cos  e' j  , 


wobei 


^,        l  cos  a  -{-  s  —  s 
cosQ  =  —  cosd  =  --   ■  -  

r 

r^  =  /«  -f  {s  —sy  -{-2  1  cos  a  {s  —  s). 
Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  erhält  man : 

Die  Componenten  der  Wirkung  des  Elementes  ds'  auf  ds  in  der 
Richtung    TZ  ergiebt   sich    durch   Multiplication    dieses  Ausdruckes   mit 

sin  6  ==5r ,  die  der  Wirkung  des  Elementes  ds  au£  ds'  durch  Multipli- 
cation mit  —  ;  erstere  geht  mit  *,  letztere  mit  s'  mnitiplicirt  in  die 

Gleichung  1)  ein ;  es  liefert  daher  die  Wirkung  des  Drahtes  III  auf  den 
Draht  /  in  die  genannte  Formel: 

<?  ,    .         r   ^      K  ,  r2  —  J  (/  CO«  «  +  /  —  «)2 
^3,  =  1*  /  51«  a    I  s  ds    I  ds ^-^ ^— ' ^— 

0  0 

und  die  Wirkung  des  Drahtes  /  auf  ///  liefert: 

0  0  ** 

Die  Abstossung  eines  Elementes  ds  des  Drahtes  IV  auf  ein  Element 
ds'  des  Drahtes  II  ist  durch  dieselbe  Formel 

q  =       ^2   -[^^  —  ^(icosa  +  s—  syj 

gegeben,  in  der  jetzt  s  den  Abstand  des  Elementes  ds  von  Aj  s'  den  des 
Elementes  ds'  von  B  bedeutet.    (Fig.  6.) 

Von  dieser  Kraft  ist  die  Componente  in  der  Richtung  YZ^  also  senk- 
recht auf  AB  zu  nehmen.  Bezeichnet  8  den  Winkel  der  Verbindungslinie  r 
der  Elemente  ds  und  ds'  mit  AD^  so  ist  diese  Componente 

q  sin  u  (s  —  s)                           -          l  cosa  4-  s  —  s 
—  q  stn  (cf — 6)  = ,    wegen  cos  9  = 


r  ^  r 
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ism  e  =— 


Dieselbe  ist  noch  mit  /  zu  muUiplicircn  und  zu  integrlren 


l«ild  liefert  daher  in  die  Gleichung  1 ) : 


n,,  =  i^ts,n  ufdsj\u'{s  -  s)    ^  ^^  ^'"^"  +  \ 


—  sY  —  /- 


Die  Summe  aller  Glieder,  welche  die  Wirkung  zweiei-  paralleler  Drfthto 
|ln  die  Gleichung  1)  liefert,  ist  daher: 

=  r  /  sin  (t    I  ds   1  da  («  —  *)  — ^— '    j^ 

.,,    .         i\    r,^  (*   -  g)  [(/  cos  er  +  /  ^  jt)=^  -  2  ^^  sin^  a] 
-  r  l  stntt   I  ds  I  ds —^ ' -^ '- 

i      -;  [[l  cos  ti -^  s  -  sY -^  lUifC- a)^         I 

Die  Integration  liefert : 

*   /*         .  **'  (" —  *^  cos  tt  —  .s"^  cos  «  -f-  '^  **■  —  **  cos"^  (t) 

I  ds  ds — — ^ r- 

«t/  («^  +  s  '  —  2  ss'  cos  «)* 

—  s^  cos  et  —  s-  cos  a  -|-  ss'  (1  -|-  cos^  et) 

siw-  a  y  s^  -\'  «'^  —  2  m'  cos  a 

f  daLer,  indem  man  daa  Zeichen  von  cos  a  verwechselt : 

/•   /•          SS  [s^  cos  tt  -f-  A'  cos  a  -\-  3  ss'  —  ss  cos'^  a) 
I     I  ds  dx    *—^ ^ . 

*•  cos  tt  -f-  s"^  cos  tt  -j-  ss  (1  -f-  ''OÄ-  «) 
«/m*^  «  /  s^  4"  *'*  4*  2  «  ro*  tt 
Die  Einsetzung  der  Grenzen  Null  und  /,  sowie MuUIplicatiou  mit  ihmu 


ifeil: 


/  4  CO«  tt    ,        sin  5-  <ro*  J      \ 

\  sin^  «  2  <'()«♦  5  2  «Vr*  J  / 

roruer  findet  mau : 


// 


ds  ds 


,    [(/  tos  a  -j-  5'  —  s)'^  —  2  l'  sitr  tt\  («'  —  s) 
[(/  cos  a  +  «'  —  5)*^  +  /2  y,-„2  „1^ 


=  /oy  (/  00*  o  -f  /  —  Ä  4-   yr^  +  {s  —  sy  +  2  l  cos  a  {9  —  s) 

[^os  a  -f-  *  —  *  _     /  1     f    ^'  *^^'  "^  ~l"  *'  —  s)  cos  a\ 

f^r*  -\-  [s  —  *f  -\-2l  cos  tt  {s  —'s)  \  '  •*'■"'  «  / 

8nbKtituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Grenzen  Null  und  /  und  mul- 
lijilidrt  bchlicBBÜch  uiit  r  sin  «,  bo  erhalt  mau: 


+  {)  m  =  0. 
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^.    .        r.        cos%  {\  -\- sin  %)        2cosa    .     cos  §  sin  ^        1 

=  ,-  /  s,n  u  ^ioo   --^--_^—-^.  ---^  -  +  ^,^^  -  — ---^  J 

Fasst  man  nun  die  unter  2)  gegebenen  vom  Erdmagnetismus  stammen- 
den, ferner  die  unter  3)  gegebenen  von  der  Einwirkung  der  gegeneinander 
geneigten  Drähte  herrührenden,  und  endlich  die  unter  4)  angeführten  von 
der  Wirkung  der  parallelen  Drähte  herstammenden  Glieder  zusammen ,  so 
verwandelt  die  Gleichung  2)  in  folgende : 

Fi/^rosa  r  ros  ^  (1  +  «Vi  ^) 

--7^=-   +  •''  n    2  CO/  a  +  sm  «  log  ^-^± h 

y  2  [^  sm  I  (1  -f-  cos  y) 

Da  die  Veränderungen  der  Gestalt  des  Rhombus  durch  den  Strom  nur 
geriuge,  die  Länge  der  Coconfäden  aber  eine  ziemlich  bedeutende  war,  so 
kann  das  von  der  Schwere  herrührende  Moment  Q  m  proportional  der  durch 
den  Strom  hervorgerufenen  Veränderung  des  Winkels  «  gesetzt  werden. 
Nehmen  wir  daher  an,  dieser  Winkel  habe,  bevor  der  Strom  durchging, 
den  Werth  Uq  gehabt '  und  sei  durch  die  Einwiiicung  des  Stroms  um 
^  tt  =  a  ~  Oq  gewachsen,  so  kann  Qm  =  —  n  A  «  gesetzt  werden. 

Das  negative  Zeichen  ist  zu  wählen,  weil  durch  ein  Wachsen  des  Win- 
kels a  eine  Kraft  erweckt  wird,  welche  denselben  zu  verkleinem  strebt, 
also  der  Richtung  YZ  entgegenwirkt.   Setzt  man  noch: 
m  2/       ^ 

y  2   n  % 

was  für  alle  Versuche  constante  Zahlen  sind,  so  ergiebt  sich  die  Formel: 


5)       A  a  =  ««"  cos  a  -\-  hf 


sin  a  cos%  (l  -\-  sin  ^)    1 

col  a  -J — -   log    ^^  _i ■*'     . 

^      2         ^    sin  I  (1  +  cos  q)J 


3.  Vergleichnng  der  gefundenen  Fonnel  mit  der  Erfahrung. 

Um  die  gefundene  Formel  experimentell  zu  prüfen,  wurden  dem 
Winkel  a«  des  Rhombus,  wenn  kein  Strom  durch  denselben  ging,  4  ver- 
schiedene Werthe  erthcilt.  Für  jeden  dieser  Werthc  wurde  bei  3,  für  einen 
bei  4  verschiedenen  Stromstärken  die  Veränderung  des  Winkels  A«  mittelst 
der  Spiegelablesung  bestimmt,  sowohl  wenn  der  Strom  von  West  über  Nord 
nach  Ost,  als  auch  wenn  er  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ging.  Als 
Stromquelle  dienten  1  bis  8  passend  verbundene  Grove'sche  Elemente. 

Es  zeigte  sich  bald ,  dass  der  Strom  innerhalb  der  Dauer  eines  Versu- 
ches keineswegs  als  constant  betrachtet  werden  konnte.  Ich  schaltete  des- 
halb ausser  dem  Rhombus  noch  ein  in  ziemlicher  Entfernung  befindliches 
Weber'sches  Galvanometer  in  den  Stromkreis  ein,  dessen  Magnet  jedoch 
nicht  durch  die  dazu  gehörigen  Drahtrollen,  die  einen  zu  grossen  Wider- 
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slaorl  gchubt  liKtlen,  sondi'rn  durch  einen  dicken,  vom  Strum  ilurcbflossenen 
>l«s«tögriug  abgelcukt  wurde. 

An  «Icniselbcu  wurde  jedesmal  gloiclizoitig  miiulst  t'incs  andern  Forn- 
lirec  die  HtromslJirk«  abgelesen.  Die  Genauigkeit,  mit  der  die  clektro- 
^jruAmli^cbeu  Krüfto  am  RUombnö  gemessen  werden  konnten,  steht  freilich 
roit  Lioter  der  Genauigkeit  zurück,  welche  bl^sg  an  Cocoufäden  «ufgo- 
bSn^e  Magnete  gewnhien  (woiil  liauptsachlich  wegen  der  Zähigkeit  drs 
ingewendeten  Quecksilber«).  Namentlich  war  zu  beachten ,  dass  man  die 
'^u  des  Rhombus  nicht  durch  passendes  Oeffnen  und  Schlicssen 
rasch  zur  Ruhe  bringen  durfte.  In  diesem  Falle  zeigte  sieh  die 
RuheUgc  immer  um  einige  Theilstriche  im  Sinne  des  früheren  Ausschlages 
i  nn.  Es  blieb  wahrscheinlich  im  Quecksilber  noch  eine  kleine  Dc- 
n  im  Sinne  des  früheren  Ausschlages  zurück.  Denn  von  einem 
^teckeobleibeu  kann  um  so  weniger  die  Rede  sein,  da  die  Beweglichkeit 
tJRlioinbus  so  gross  war,  dass  die  wirkliche  Ruhe  des  iSpiegcls  0f  nicht 
rartct  werden  konnte,  sondern  sein  Stand  aus  mehreren  Ausschlägen 
b«Tecliui*t  werden  musste.  Wenn  man  dagegen  die  Schwingungen,  statt  sie 
;»f«Mi,  jedesmal  noch  etwaig  verstärkte,  so  zeigte  sich  in  den  Aus- 
-^  u  sowie  in  der  Ruhehigo  eine  vollkommen  befriedigende  Constanz. 
Letztere  wurde  zur  Vorsicht  nach  jeder  Ablenkung  separat  abgelesen 
,%nvn  Hchluss  das  Mittel  als  wahre  Ruhelage  angenommen. 
Folgendes  waren  z.  B.  die  successivcn  Ablesungen  im  Fernrohre, 
reiui  kein  Strom  dnrcb  den  Rhombus  ging  bei  der  ersten  Beobachtungs- 
Mbc:  111'^  llOV^,  111,  113,  112,  111,  lllVi»  112V^,  113,  111,  112.  112, 
111,  111.  111'^. 

Die  Bestimmung  des  Winkels  «„  des  Rhombus  in  seiner  Ruhelage  ge- 
hnh  durch  Messung  der  Distanz  zweier  Funkte  mittelst  des  Stangenzirkels, 
rrlche  auf  den  Drähten  JD  und  AJ)   In  einer  Distanz  von  'MH)  Mm.  vom 
^uokt«  J  markirt  waren. 

J^amit  hierbei  die  Schwingungon  des  Rhombus  nicht  hinderlich  wären, 
rurdr  derselbe  während  dieser  Messung  jedesmal  mittelst  einer  in  den  Weg 
^eateUteo  gabelartigen  Vorrichtung  arretirt;  dabei  erlitt  allerdings  der 
p'inkrl  «^  eine  kleine  Veränderung,  allein  aus  der  Zahl,  welche  jetzt  im 
IVrnrukre  mit  dem  Fadenkreuze  zusammenfiel  und  derjenigen,  welche  die 
v«]u«  Ruhelage  bildete,  konnte  unmittelljar  auch  der  Winkel  für  die 
ibro  Ruhelage  berechnet  werden,  in  der  folgmiden  Tabelle  sind  die  Ab- 
ngen  na  dem  mit  dem  Rhombus  verbundcnou  Spiegel,  sowie  die  jedea- 
jeti  ätromstärkeu  in  Scalentheilen  für  die  1  der  Beobachtung  unter- 
M>§«aen  Winkel  xusammeugestellt : 
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Uebor  die  elcktroilynamische  Wcchselwirkniig  etc. 


«„  =  26  "2' 

«0  = 

39  "59' 

<y„  =  54«34' 

ao=69«15' 

Vbleiiknn^    Slruinst-irkc 

AMciikun;; 

SlrdiiiHliii  kl- 

Ableiiknne   Siroiiiütarku 

Ablciikung^  ^SiruMt 

42    j      134 

—51 

-124-5 

— 47»/^:- 120-2 

107 

19 

ll>9    !      1341 

141 

129 

104         1294 

—34 

—2« 

-42V6 

—133-8 

^53 

—130-5 

—48     —132-8 

110'/^ 

S 

199 

133-7 

144 

130-7 

109          133-4 

— 33i4 

— : 

— O'/l' 

—191-5 

—49 

—1774 

—48     —133-7 

150 

325^, 

104 

220 

178-7 

109         133-7 

-27V4 

— 

-A% 

—  194-8 

—50 

—1802 

—511^—191-9 

146 

329 

195-4 

—481/, 

- 180-8 

niVi-     192-7 

-29     - 

—5 

—  193 

221V^ 

180 

—49 

—192-7 

234^' 

315 

189-5 

220 

1775 

171 

191 

-1V6 

10 

—215-9 

—16 

—255-5 

—36 

—254-5 

—2 

'      369 

212-9 

350 

252.3 

248 

254 

231 

6    '—210-4 

-19 

—251 

-36 

—2528 

231 

356',i.'      206 

344 

249-5 

247 

250-5 

—4 

1 

384 

355 

1 

10 

-356-7 

;                   ! 

384 

355-8 

10 

-352-9 

Die  Ablciikiiugcn  in  der  Columne  links  sind  posiÜT  ■ 
»icb  der  AVinkol  a^  vorgrössorte ,  die  Stromstärke  ist  positiv 
der  Strom  den  Kbombus  von  West  über  Nord  nach  Ost  du 
scheint  zunächst  wünschenswerth  jode  Gruppe  von  Bcobac' 
nahezu  bei  gleicher  Stromstärke  gemacht  wurden,  auf  genr 
stärke  zu  rcduciren.    Für  jede  Beobachtungsroihc  ist  dah 
auftretende  a  nur  wenig  von  dem  jedesmaligen  Og  yersch! 
daher  letzteres  für  das  crstere,  so  erhält  mau  für  den  Au: 
druck  von  der  Form : 

A  «  =  Ai  +  Bt\ 
wobei 


ß) 


yi  =  a  cos  er,, 
sin  a„ 


r,        ,       ,         ,     ,  am  «„    ,        cos  ^  (1  -I 
A  =  h  rui  «„  +  b    -         log      .    ^>-    . 
2  stn  §  (1  - 


ist.  Wechselt  der  Strom  seine  Richtung,  so  ändert 
/eichen,  fir  dagegen  bleibt  positiv;  es  wird  also  dci 
man  bhts  die  Cr rüsde,  nicht  das  Zeichen  von  i  beittcV 

A'«=  — ^i  +  ." 
Wenn  die  Stromiutensität  um  eiuo  klei 
der  Ausschlag  um: 

7)  Adi-i 
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irobei  jedocU  wieder  das  Zeichen  vou  /  berticksiclitigt  worden  muss.  Indem 
Diin  JicÄC  (IrosBO  von  dem  bei  der  StromintensitHt  i -f-  dt  abgelesenen 
losschlage  nb^iobt,  erhüU  man  den  Ausscblag,  der  durch  die  Strouüulcn- 
aÜU  I  liervorgerufeu  worden  wäre.    Dabei  ist : 


J  = 


27         ' 


y?  = 


A  a —  A'« 


3  j- 


WabU 


für  A< 


id  A' 


(i 


iilt  man  tür  £^ti  und  A  cf  aus  jeder  Urnpj»«?  vou  Beobachtungen,  die 
bei  uaiiezu  gleicher  Stromintensität  gemacht  wurden,  diejenigen  muö,  bei 
denen  der  Strom  möglichst  coustant  blieb,  so  erhHlt  mau  für  die  3  Gruppen 
der  ersten  Beobacbtnngsreihe,  also  für  or,,  =  26**  2'. 

A  =  0'8<>Vt,       0-850,      O.H52 

A  =  0-00437,  0-00426,  0-00412; 
femer  Hlr  die  zweite  BoobachtungsreihG,  also  für  «„  =  39*59'. 

A  =  0-754,      0-754,      0-732 

ß  =  0-002(50,  0'00264,  0-00260 
fnr  «^  =  54"  34' 

,i  =  0-586,      0-572,      0559,      0-527 

B  =  0-001 70,  0.(X»165,  0-00164,  0-00156 
^naiicb  rtir«„  =  69"  15' 

A  =  0-354,        0-310,        0-321 

B  =  0-000929,  0000883,  0-0<X)860. 

OiesQ  Werthe  können  in  die  Fonnel  7)  eingesetzt  und  mo  die  verschie- 
leuen  Ablenkungen  auf  gleiche  Strom8täi"ko  reducirt  werden.    Die  folgende 
"     jiirbt  die  reducirten  Ablenkungen  an;   die  Zahlen  rechts  sind  die 

.rkcn,  auf  welche  die  beobachteten  Ablenkungen  reducirt  wurden. 
Bin  Blick   auf  die  Werthe    der  Constanten  J  und  B  zeigt,    dass  die* 
Bclb<*n  mit  wachsender  Stromstärke  abnehmen.    Die  Ursache  hiervon  liegt 
Idarin,  lUuis  wir  in  der  Formel  5)  et  mit  a^  verwechselt  haben,  oder  dass  die 
Blektrod^-namischo  Kraft  so  berechnet  wurde,  als  ob  der  Winkel  des  Rhora> 
Etitia  nach  der  Deformation  derjenige  gewesen  wäre,  den  derselbe  annimmt, 
{'«renn   kein  Strom  hindurchgeht,   während   er   doch  in  der  That  um  A  « 
I  grÖAser  war.   Es  muss  daher  deswegen  noch  eine  Correction  an  unsere  Zah- 
len angebracht  werden. 

Wir  können  den  Betrag  dieser  Correction  berechnen ^  indem  wir  uns 

atta  den  gegenwärtigen  Daten  vorläufig  angenährte  Werthe  der  Constanten 

Lo  und  h  in  Formel  5)   verscliaffou  und   diese  AVerthe  benutzen,  um  aus  der 

lAblcnknug  tiir  den  Winkel  «  =  «,>  -j-  Aa  diejenige  au  berechnen,  welche 

Idarcli  dieselbe  Stromstärke  hervorgerufen   worden  wäre,    wenn  der   ur- 

#prQogliche  Winkel   des  Rhombus  so  gewählt  worden  wäre,   dass  ersieh 

erst  durch  den  Strom  in  «„  vorwaudilt  hätte, 
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Ueber  die  elektrodynamische  Wechselwirkung  etc. 


Schreiben  wir  statt  cot  a  -\- 


sm  tt 


,      cos  I  (1  +  «m|)     ,  .,  . 

log — ^   : ^     kurz  /(«), 


80  erhalten  wir  für  den  Ausschlag 

/^^  a  =  a  i  cos  tt  -\-  b  i'  f  («). 
Diese  Grösse  wächst ,  wenn  der  Winkel  a  um  A  ^  zunimmt ,  um 

.djsosa)     ,    ^^^df{a) 


8) 


L  da         •     .  da    J 


Um  daher  die  Ablenkung  zu  finden,  die  von  demselben  Strome  her- 
vorgebracht worden  wäre,  wenn  der  Winkel  erst  nach  der  Deformation  o^^ 
gewesen  wäre,  haben  wir  diese  Grösse  von  der  Ablenkung,  bei  der  der 
Winkel  nach  der  De'formation  a  =  a^  -\-  /\,  a  war,  abzuziehen. 

Wenn  A  «  in  Scalenthcilen  ausgedrückt  ist,  so  bedeuten  — und 


rf/>) 
da 


die  Zuwächse  von  cos  a  und  f  (er)  für  einen  Ausschlag  von  einem 


Scalentheile.   Nun  wächst  aber,  wenn  a  um  einen  Grad  zunimmt: 


für  a  =  26»  2' 
cos  tt  um:  — 0-00780, 
/•(a)um:  —0-08684, 

für  a  =  540  34' 
cos  a  um:  --001431, 
/•(«)um:  —0-02967, 


für  a  =  39"  59' 
—0-01133, 
—0-04317, 

für  a  ==  69«  15' 
—001637 
— 0-02433. 


Von  Dr.  L.  Boltzmann. 
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Iji  bt  noch  zu  berechnen ,  um  wie  viel  Grade  sich  der  Winkel  a  bei  einer 

Lbtenlcang  von  einem  Tlipilstriche  vorändertP.    Die  Distanz  des  Spiegels 

"▼on  der  Scala  betrug  2318  Mm. 

495 
Die  Scalenthcile  hatten  eine  Distanz  von  —--  Mm.,  es  war  daher  die 

500 

i^inkelvorÄnderung  des  Khombns  bei  einer  Ablenkung  von  einem  Scalen- 


Mulliplicirt  man  mit  dieser  Zahl  die  Zuwächse  von  cos  a  und  f  («)  für 
nen  Grad,  so  erhiilt  man  als  Zuwächse  dieser  Grössen  für  eine  Ablenkung 
fto  einom  Scalent heile: 

für  «  =  26"  2'     für  «  =  39»  59' 

ä^8_a  ^  _  O.000O9541,    —  0-0001386 
da 


da 


d  cos  tt 
da 


=  -  0001062,       —  0-0005281, 

im  u  =  54"  34'     für  a  =  69«  15' 
=  —  O.0OO1751,    —  0-0002003, 


du 


00003640,    -0-0002977. 


Aus  den  Formeln  6)  erhellt,  dass  wir  it  erbalten,  indem  wir  A  durcli 

Od,  ^,  indem  wir  B  dnrch  /*(«„)  dividiren.    Es  ergiebt  sich  z.  B.  aus  der 

,  Beobachtungsgruppe  a  =   10(X)5,  />  =  (M)0193.     Diese   Werthe   sind 

irscbeiulich   etwas  zu   klein;  icli  will  .«:tatt  ihrer  zum  Zwecke  der  Cor- 

feciion  in  die  Formel  8)  die  Werthe  n  =  1'045',  h  =  000206  einsetzen; 

|e  corrigirten  Ablenkungen  werden  datin  genauere  Werthe  der  Oonstanten 

nod  b  liefern,  und  dieselben  können  dann  neuerdings  in  die  Corrections- 

brmcl  eingesetzt  werden.    Würde  sich  zeigen,  dass  wir  zufällig  die  genauen 

Terthe  iler  Constanten  «  und  b  getroffen  hätten ,  so  wären  wir  natürlich 

neuen  Mühe  überhoben.    Wir  kommen  daher  zu  dem  Resultate,  dass 

so  joder  Ablenkung  die  Grösse  der  Ablenkung  in  Scalentheilcn  niulti- 

ün  rait  folgenden  Factoren  zu  addiren  hat: 

für  u  =  26"  2'  mit  0.lX)O0ü»7  i  +  O.00O0O2181  P 
für  u  =  39«  59'  mit  0-0001448  /  +  0'ü<XKJO1085  r 
für  «  =  54«  34'  mit  OOTMUHaO  i  -\-  0-CMXKXMJ748  r 
für  cY  —  09"  15'  mit  0OO(t2OtJ3  i  -f  O-CXHKXWHill  r 


32  Ueber  clio  elektrodynamische  Wechselwirkung  ete. 

Es  kann  daher  wenigstens  innerhalb  der  Grenzen  der  Fehler,  welche 
der  gebrauchte  Apparat  nothwendig  mit  sich  ftihrt,  als  nachgewiesen  be- 
trachtet werden,  dass  auch  die  Total  Wirkung  des  Stromes,  welcher  einen 
Rhombus  mit  veränderlichem  Winkel  durchfliesst,  auf  sich  selbst  als  n- 
sammengesetzt  betrachtet  werden  kann  aus  der  Wirkung  aller  seiner 
Stromelemente  auf  einander,  von  denen  je  2  nach  dem  Ampere *sehen 
Gesetz  aufeinander  wirken. 


Kloiiiern  Mittlieiliingeii. 


Ueber  geometrische  Oerter  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

llllorliei  eine  Fit^urcutafcl.) 

Vou  einem  gegobonen  Dreieck  .-t  BC  sei  flie  eine  Seite  A  fi  ennstant 
md  liege  fest,  der  Scbeitelpuukt  C  dagegen  möge  auf  einer  Carve  i/  =  /*(a:) 
r»rtg1citeQ,  dann  wird  joder  der  merkwürdigen  Punkte  eine  CnrTO  be- 
eiben. 

Das  Folgende  enthalt  eine  Untersucknng  derjenigen  geometrischen 
tierter  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks,  welche  entstehen,  wenn 
3ie  Kegelschnitte  ata  Leitcurven  für  den  Scheitelpunkt  C  angenommen 
rcrden. 

Das  Dreieck  ABC  mßge  so  liegen,  dass  die  Seite  AB  mit  dem  posi- 

kivctn  Tlieile  der  a'-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  Ewar 

Irr  Punkt  A  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt.    Wir  bezeichnen  der 

LUr«c  wegen  die  Winkel  mit  A^  B,  C\  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 

int  n,  b,  c  und  führen,  um  möglichst  einfache  Resultate  zu  erzielen,  statt 

^  ^^'"ilcn  den  lladius  des  umschriebenen  Kreises  ein: 

rt  =  2B  sin  A;     6  =  2  H  sin  B\     c  =  '2R  sin  C. 
pkaontlieh  sind  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  der  Hühcti  <)<  h 
)reteck» : 

j  X  ==  2/?  cos  A  sin  B, 

\  y  =  2/?  cos  A  cos  B, 

ler  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises; 

i  x=        H  sin  {A  4-  B) , 

l  y  =  —  ß  CVS  {A  -\-  B), 

IriUcna  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes: 

j  X  =  ^  Ä  {»in  A  cos  B  -\-  2  cos  A  sin  B) 
W/  =  ^  ^  *'"  ^  *'"  ^1 
»dlieli  dip  Coordinaten  des  Mitteljiunktfis  iUs  eingescbruibenftw  Ktcsm«,*, 


D 


\\ 


ni) 
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IV) 


A     ,     B  A-\-B 

x=^  \  R  cos        stn        cos    —-- — 

y  =  i  R  sm  ^    sin  -   cos       ^  — 


I.  Die  geometrischen  Oerter  des  Höhen  paukt  es. 

A.    Die  Leitcurvc  sei  eine  Parabel;  deren  Gleichung: 

Mit  Hülfe  von  I)  findet  man  als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes : 

X  {c  —  xY  =  py\ 
Nimmt  mau  den  Punkt  (c,  0)  als  Pol  an,  so   ist  die  Polargleichirag  der 

Curve : 

r  cos  g)  -{-  c  =  ptg^V- 

Diese  Curve  geht  also  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
und  schneidet  ausserdem  die  .r-Axe  in  der  Entfernung  -(-  c  von  demselben; 
sie  liegt  ferner  symmetrisch  zur  a;-Axe.  Für  negative  x  wird  y  stets  imagi- 
när; die  Curve  kann  sich  daher  nur  auf  der  rechten  Seite  der  y-Axe  tma- 
breiten. 

Bei  or  =s=  1^  c  hat  die  Curve  sowohl  einen  oberen  als  einen  nnteren  Cal- 
minationspunkt.   Wendepunkte  sind  nicht  vorhanden. 

Der  Krümmungsradius  ist : 

_{Apx-j-ic  —  3xy}i 

er  nimmt  für  ar  =  0  den  Werth : 

c' 

und  für  x  =  \c  den  Werth : 

Q  ==  iy^pc  an. 
Setzen  wir  in  der  Gleichung  der  Parabel  und  der  Gleichung  des  g.  O. 
o:  =  r  +  ;>,  so  erhalten  wir  in  beiden  Fällen: 

y  =  ±  Vp^  iiP^- 

Demnach  wird  für  r  >  />  die  Parabel  von  dem  g.  0.  4  mal  geschnitten, 
dagegen  für  c  <i^p  nur  in  2  Punkten.  — 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Directrix  der  Parabel  der  ar-Axe  parallel 
läuft  und  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  mit  dem  Scheitelpunkte 
zusammenfallt,  so  ist  die  Gleichung  derselben : 

.     ^'=PV' 
Die  Gleichung  des  g.  O.  des  Höhenpunktes  ist  dann : 

„  _  px  (c  —  x) 

X    ^^       — 

y 


Kleinere  Mitlliöilungen. 


35 


xy  -\-  px    -  j>c  =  0. 

Verschieben   wir  das  Coordinatenaygtem   so,    dass  »/ ^  »/|  — p  wird, 
so  erhält  die  gefundene  Gleichung  die  Gestalt: 

Der  g.  O.  des    Uöhen|iuiikteH   ist  alsi»   in    diesom  Falle  eine   gleich- 
i  smtige  Hyperbel,   deren  Asymptoten    die  y-Axo  and   eine  Parallele  zur 
x^Axe  (y  =  —  p)  sind. 

Wir  wollen  endlich  der  Leitparabel  eine  3te  Lage  geben.    Dieselbe 
Ige  ihren  Scheitel  nach  oben  kehren  und  die  Dlrectrix  möge  der  or-Axe 
4>iuiillrl  laufen.    Die  Gleichung  sei: 

»j  -f-  "  S*  —  m  ^  =  0 . 
Uiv:  ijleichang  des  g,  O.  des  H^ihenpunktes  ist  dann: 

na:ij  —  my  —  a"  -f-  ^  ^  0 . 
Verschieben  wir  das  CoorJlnatensysteni,  indem  wir  statt  x  ;r,  -f-       ,  statt 

$  g^  -f-        -i«(/,«Mi,  SO  o.rhalten  wir  die  Glcidhiing: 

m  —  cn 

I  Der  ß.  O.  ist  also  wieder  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten 
[dir  gemden  Linien 

m  ,  1 

X  =  —     und     M  =  — 
n  "         n 


islnd. 


B.  Die  Leitctirve  für  den  Scheitel  C  sei  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 

„2   -h    fr2    —    »• 

Daratu.  rrgieht  sich  als  Gleichung  des  geometr.  Ortes: 


oii«^^ 


,    ax  je  —  x) 


Di'        ■'       !■  liegt  symmetrisch  zur  ;r-Axe,  geht  durch  don   Anfangspunkt 
d»  luitinnsystems  un«l  durch  den  Punkt  (r,  0);  errichtet  man  in  den 

Eodiinnkten  der  grossen  Axe  Lethe  auf  derselben,  so  sind  letztere  Asym- 
ptitirn  der  C'urve. 

Nimmt  mKn  speciell  die  Seite  c  des  Dreiecks  gleich  dor  g:ro«s(fn  Haib- 
ase drt  Kilipse,  so  wird  die  Gleichung  des  g.  O.: 

txirr  y — 

rt         i/  a  —  X 


V^ 
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Diese  Curve  hat  die  in  Fig. '.).  angegebene  Gestalt,  wobei  die  Cnlminations- 
punktc  der  Abscisse  _ 

a;  =  i(/5—  l)« 
entsprechen. 

Für  die  Abscissen  -^ r^  und f—r—n  sind  die  Ordinalen  der 

a'  —  b*  ö    +  *> 

Ellipse  nnd  des  g.  ().  =,  die  Ellipse  wird  demnach  viermal  von  demselben 

durchschnitten. 

Verschieben  wir  die  Leitellipse,  so  dass  der  linke  Scheitel  derselben 

mit  dem  0- Punkte  zusammenffillt,  so  ist  ihre  Gleichung: 

.;»=*^  (2  ««-!»); 

es  möge  die  Seite  c  des  Dreiecks  =  2  a  werden,  dann  wird  die  Gleiehung 
des  geometrischen  Ortes : 

g  (2  «;.-«')  =  »». 
(Fig.  4.)    Der  Ilöhenpunkt  des  Dreiecks  bewegt  sich  danach  auf  einer 

EHipse,  deren  Ualbaxon  «  nnd        sind, 

0 

C.    Die  Leitcurve  fiir  den  Scheitel  C  sei  eine  Hyperbel,  die  Gleichung 

derselben : 

Hieraus  folgt  als  Gleichung  dos  geometr.  Ortes : 

,     «  .r  (c  —  x) 
—  b  yx^  —  a^ 

Die  beiden  Lothe  auf  der  ar-Axe,  in  den  Scheiteln  der  Hyperibel 
errichtet,  sind  die  Asymptoten  dieser  Curve,  welche  nicht  dnreh  den  An- 
fangspunkt geht,  sondern  die  a;-Axe  nur  in  dem  Punkte  (c,  0)  schneidet» 

(Fig.  5.)  Die  gefundene  Curve  besteht  überhaupt  ans  iwei  volbtlndig 
von  einander  getrennten  Theilen,  jeder  Theil  aber  wieder  ans  »wei  Zwel- 
g<Mi ,  welche  symmetrisch  zur  x-Axe  liegen. 

Fiir  c  =  a  nimmt  die  Gleichung  des  geometr.  Ortes  die  Gestalt  an: 

-r  "       7/3;  —  a 
h      r      X  -\-  a 
Die  Curve  hat  die  in  Fig.  6.  angegebene  Form;  der  Abscisse 

X 4(^5>l)r/ 

entsprechen   zwei   Cuhninatioospunkte ;   für  x=^2a  sind  swei  Wende- 
punkte vorhanden. 

Fttr  die  Abscissen 

«._      ^'«       _   ,  bU 


a^-tii   «"*!    «•  =  - 


Idio  Ordinaten  der  Hyperbel  und  des  geomctr.  Ortes  einander  gleicli; 
dunioi  folgt:  dass  sich  die  Hyperbel  und  der  g.  O.  in  vier  Punkten 
schneiden. 

Wir  verschieben  jetzt  das  Coordinatensystem  so,  dnss  der  linke  Öchei- 
tolder  Hj^erbel  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfällt,  tlaun  »st  die  Glei* 
diaog  derselben  *. 

Kür  /  =  2  /?  wird 

y*  =  ;^  i^'^  —  2flar), 

il.  Ii.  der  g.  O.  ist  eine  Hyperbel,  deren  Scheitel  mit  den  Scheiteln  der 

Uithyporbel  zusammenfnllen,  deren  Halbaxea  aber  a  und   —  sind.  (Fig.  7.) 

Endlich  möge  sich  der  »Scheitel  C  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
f>ewcgen,  deren  Gleichung 

,  lei;  dann  ergiebt  sich  als  Gleichung  dos  g.  0.: 

//  =  31  x'^  (c  —  x). 
Die  Curve  hat  die  in  Fig.  8.  angegebene  Form,  wobei  dem  Werthe 
U  ein  nnterer,   dem  Werthe  j' =  ^  c  ein  oberer  Culmiuationspnnkt 
irid  dem  Wotihe  a:  =  ^  c  ein  Wendepunkt  entspricht. 

II.  Der  ^eometriücbe  Ort  des  Mittelpunkte!»  des  unibckriebencn  Kreises. 

Da  in  allen   hier    betrachteten  Füllen   die   Dreiecksseite  c  constant 
bleibt,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen 

eises  immer  das  Loth,  welches  in  a?  =    -  auf  der  .r-Axe  errichtet  ist. 


111*   Die  geometrischen  Ocrter  des  Schwerpunktes. 
"Die  Leitcurvo  sei  eine  Parabel,  deren  Gleichung: 

»r  =  pi' 

Us  Glnchung    der   von    dem   Schwcrpuukt   beschriebenen  Bahn    et'giebt 

lieh  dann : 

^ff  =  p  (3  X  —  c) 

A*  b.  der  g.  O.  des  Schwerpunktes  ist  ebenfalls  eine  Parabel,  deren  Para- 
j^^^eltpAtmbel  entfernt  liegt. 


ir  ~  ist,  und  deren  Scheitel  auf  der  «-Axe  um        vom  Scheitel  der 


h 
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Führen  wir  die  Leitparabel  in  die  zweite  oben  angegebene  Lage  über, 
so  ist  die  Gleichtmg  ftir  den  Weg  des  Schwerpunktes: 
-        2  ex         P        I     c^       n 

*'--3--3-y  +  -9-  =  o 

und  lassen  wir  endlich   die  Parabel  die  3te  Lage  einnehmen,  so  erhal- 
ten wir: 

Sy  —  m{Zx —€)-{-  n{dx  —  c)'  =  0. 

Bewegt  sich  demnach  der  Scheitel  C  des  Dreiecks  auf  einer  Parabel,  so 
wird  der  g.  0.  des  Schwerpunktes  immer  ebenfalls  eine  Parabel  sein. 

B.  Der  Scheitel  C  bewege  sich  auf  einer  Ellipse,  deren  Gleichung: 
als  Gleichung  der  Bahn  des  Schwerpunktes  folgt  dann : 

d.  h.  der  g.  O.  ist  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  ( -^»  OJ 

hat  und  deren  Halbaxen  —  und  —  sind.     Lässt   man  c  alle   möglichen 

Werthe  annehmen,  so  wird  nur  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  längs  der  X'Axe 
verschoben ;  Gestalt  und  Grösse  derselben  bleiben  unverändert 

Fällt  der  linke  Scheitel  der  Leitellipso  mit  dem  0-Punkte  zusammen, 
so  ist  die  Gleichung  derselben: 

und  für  c  =:  2  a  ist  die  Gleichung  des  g.  0.: 

b^ 
9  y2  ^  -^  (18  aa:  —  8  a2  —  9  x'), 

d.  h.  der  g.  0.  ist  eine  Ellipse,  die  mit  der  Leitellipse  den  Mittelpunkt 

gemein  hat,  deren  Axen  aber  —  und  -^  sind. 

o  o 

C.  Der  Scheitel  C  bewege  sich  auf  einer  Hyperbel,  deren  Gleichung: 
Dann  ist  die  Gleichung  des  g.  O.  des  Schwerpunktes : 

d.h.  der  g.  0.  ist  eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  ( -,  Oj 


Kloinero  Mittlioiluugcn. 


liAt  wd  dereu  JialbAxeu   „   und  ^  sind.    Durcb  V^^rändcmiig  der  Grösse 
•>  o 

vou  f  wird  nnr  dor  Mittelpunkt  dor  TTyperbel  auf  der  a-Axe  vorlogt,  die 

Ujpcrbel  «clbst  ändert  sieb  nicht. 

Der  Scheitel  des  linken  Armee  dor  Hyperbel  möge  mit  dem  O-Punkte 

turtmiucnfallen ,  dann  ist  dio  Gleichung  derselben: 

für  <•  =  2«  ist  die  Gleichung  der  Bahn  des  Schwerpunktes: 

9  !/'  =  -■  (9  x2  —  18  aa:  -h  8  a^), 
d.  h  der  Schwerpunkt  bewogt  sich  auf  einer  Hyperbel,  die  den  Anfangs- 
punkt mit  der  Leithyperbel  gemein  hat  und  deren  Axcn        und  —  sind. 

LÜufl  endlich  C  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Gleichung: 

§»/  =  /«, 
t  die  Gleichung  des  g.  U.: 

(I.  K  er  itt  ebonftills  erne  gleichseitige  Hyperbel,   deren  Asymptoten  die 

c 
yAxe  und  die  Linie  jc  =  —  sind. 


IV.    Die  geomcl Tischen  Oirlrr  dos  Mitti-lpiinklos  ilo>.  oiu|jre»chrielM'iioii 

Kreisch. 

A.    Der  Scheitel  C  des  Dreiecks  bewege  sich  auf  einer  Parabel,  deren 
31cichang 

ci;  »U  Gleichung  des  g.  O.  des  Mittelpunktes  findet  sich  dann; 
4  jch/  {e  —  .r)  =  p  {x^  —  y'O  {x  (c  —  a:)  —  /}  . 
Die  Curve  schneidet  die  x-Axq  zweimal  fUr  x  =  0  nnd  für  x  =  f; 
Bwlschen  x  =^  0  und  x  =  c  besitzt  sie  vier  Arme,  für  .r  <  0,  sowie  für 
>  c  nur  xwei. 

Im  Falle  x  =  l^  i  /^    r  +  -f"  (<?  —  P)»  werden  dio  Ordinalen  der 
aitparabol  und  des  geomoir.  Orte«  einander  gleich 

ir  p  >  c  kann  die  Parabel  von  dem  g.  O.  in  vier  Punkten  geschnit- 
Rrerdcu;  für /^  <  c  nur  in  zwei  Punkten. 
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Geben  wir  c  den  Werth  ^,  so  wird  die  oben  gefundene  Gleichung 


!''--f-*  =  0, 


das  Produkt  der  beiden  Gleichungen : 

pyi  —  4  cx*  +  4«^  =  0; 
sie  repräsentirt  also  eine  Parabel  mit  dem  Parameter  —  und  eine  Curve 

3ten  Grades.    Der  g.  0.  des  Mittelpunktes  ist  also  hier  dieselbe  Curve, 
welche  der  Höhenpunkt  eines  Dreiecks  durchläuft,  wenn  die  Spitze  C  auf 

einer  Parabel  y^  =  ^  {^  —  ^)  fortbewegt  wird.    Der  Mittelpunkt  bewegt 

sich  aber  nur  auf  den  Theileu  der  Curve,  welche  zu  beiden  Seiten  der 
Dreiecksseite  c  liegen. 

B.  Die  Leitcurve  für  den  Scheitel  C  sei  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 

i!  +  f  .=  1. 

als  Gleichung  des  geometr.  Ortes  findet  sich  dann : 
ft«  (c  —  xy  {x^  —  y^y  +  4  a^x'^y^  (c  —  xy  =  a«ft^  {x  (c  —  ar)  —  y*}«. 

Wir  wollen  hier  nur  einen  Specialfall  näher  ins  Auge  fassen.  Es  möge 
die  kleinere  Axe  (=  2  a)  der  Ellipse  mit  der  x  •  Axe  zusammenfallen ,  so 
dass  der  eine  Endpunkt  derselben  in  dem  0- Punkte  liegt;  die  grössere 
(==  2  h)  laufe  der  y-Axe  parallel.  Die  beiden  Halbaxen  mögen  in  einem 
bestimmten  Verhältnisse  stehen,  so  dass  b"^  =  2a^  ist;  und  die  Dreiedcs- 
seite  c  endlich  sei  gleich  der  kleineren  Axe.  Die  Gleichung  des  geometri- 
schen Ortes  ist  dann : 

y*  —  4  a2y2  _}_  4  a'^a;^  —  4  rta:^  +  .r«  =  0. 

Die  Curve  hat  die  in  Fig.  9.  angegebene  Form,  welche  aus  vier,  zur 
a:-Axe  symmetrisch  liegenden  Armen  besteht.  Sie  schneidet  die  a;-Axe  und 
zugleich  die  Leitellipse  in  den  Punkten  (0,  0)  und  (2  a,  0).  Den  Werthen 
X  =  0,  X  =  a  und  x  =  2a  entsprechen  Culminationspunkto ,  ausserdem 
sind  acht  Wendepunkte  vorhanden. 

Der  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  durchläuft  übrigens  nur 
die  Theile  der  Curve ,  welche  von  der  Leitellipse  eingeschlossen  sind. 

C.  Die  Bahn  für  den  Scheitel  C  des  Dreiecks  ßei  endlich  eine  Hyper- 
bel, deren  Gleichung: 

5!_ü . 

Dann  ist  die  Gleichung  für  den  g.  0.  des  Mittelpunktes  des  eingeschrie- 
benen Kreises: 

\a^xh/{c  —  xy—b^{c  —  xy{x^  —  yy-\-aH\x{c  —  x)  -  y^)'«  0. 


lieihere 


Aach  hier  wollen  wir  nur  einen   besomleren  Fall   nüher  betrachten. 

Die  Hy^M'tbel  liege  bo,  dftss  der  linke  Scheitel  mit  dora  0-Punkt  zusainmen- 

^  flllt;  zwischen  den  beiden  Axen  möge  die  Beziehung  h-  =  2  tr  stattfinden 

ooddir  Seile  c  des  Dreiecks  sei  gleich  der  Axe  2  a.  —  Dann  ist  die  Glci- 

I  ding  des  g.  O. : 

f/  =  2  [X  —  uy  ±  }  4  (x  —  a)«  —  x^  {x  —  2  fl)2. 
Einfacher  geataltet  sich   dieselbe  ^   wenn  wir   das  Coordinatensystem  von 
link«  nach  rechts  nm  n  verschieben : 


,/-'  =  2  x'  ±  K(3  x'  —  a^)  (a-^  -f-  a') . 

Die  Carve  bat  die  iiüFig.  10.  angegebene  Form  und  zwar  besteht  sie 

«M4TheileD,  welche  symmetrisch  zu  den  beiden  Axen  liegen;  je  2  be- 

I  rilbnui  sich   in  einem  Scheitel  der  Hyperbel  und  die  beiden  Arme  eines 

j*d«n  Theiles  erstrecken  sich  in»  Unendliche.     Der  Mittelpunkt  des  dem 

Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  bewegt  sich  nur  auf  denjenigen  Thei- 

I  kn  lier  Curve ,  welche  zwischen  den  auf  der  or-Axe  in  den  Scheiteln  der 

[Hrpttrhcl  errichteten  Lothcn  liegen. 

Magd e barg.  Dr.  Au,  Hociiiieim. 


Q.  Die  Hegel  vom  falschen  Satze  bei  den  Indern  und  Arabern  des  Hittel- 
tlters  and  eine  bemerkenswerthe  Anwendung  desselben  zur  directen  Auf- 
löfung  der  quadratischen  und  cubischen  litteralen  Gleichungen. 

1d  den  mnthematischen  Schril'teu  der  Araber  findet  sich  eine  Methode 

Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  ersten  Grades,  welche  jetzt 

noch  mit  Vortheil  als  Näherungsraethode  bei  der  Auflösung  höherer  uumo- 

r  oder  transcendenter  Gleichungen    augewandt  and  gewöhnlich  mit 

,..  Name«  regulü  falsi  oder  falsae  positionis  bezeichnet  wird.    Dieselbe 

ist  iodiscHtin  Ursprungs  und  nach  einigen  in  der  Panser  Bibliothek  vor- 

•  ufu   lateiuifcichen  Manuscripten  das  betreffende  Buch  von  dem  in  der 

.  ,-  u  llHlfte  des  XII.  Jahrhunderts  lebenden  spanischen  Juden  Abraham 

Um  E«TÄ  aus  dem  Indischen  übersetzt  worden.    Der  vollständige  Titel  der 

ri  Uebersctzuug,  welche  in  Libri,  Hist.  des  scienses  math.,  Paris 

p — ,   .-.t«^  VI.  abgedruckt  ist,   heisst:     Liber  augmenti  et  diminu- 

mit,  frooatus  uumeratio  divinationis,  ex  eo,  quod  sapien- 

|8  indi   poBuerunt,   quem  Abraham  compilavit  et  secundnm 

IbrttiD.    qni   Indorum   dictus    est,    composuit   (vgl.   Zeitschr.   IV, 

,  383).    Hiernach  hiess  die  Methode  bei  den  Brahminen  also  Divinations- 

chnong   (Mathungsrochnung).     Sodann   findet  sie    sich    im  Talkbys  al- 

Ab,  von  Aboul  Abbas  Ahmed  Ibn  Albanna  (Sohn  des  Avchitecten)  al- 

Marokcsdit,  vcrfaast  um  1222  n.  Chr.  unter  dem  Namen  „Methode  der  Wag- 

tdiftü^n^*  (Journ.  math.  X.  18G5).     Endlich  erwUhnen  wir  noch  dos  ara- 

beu  Bocheü   Khil/Uat  alHissnb   (Quintessenz   der  Rechenkunst)  von 
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Mohammed  BeM-Eddtn  al-Amonli  verfasst  im  XVI.  Jahrhundert,  wel' 
ches  Beispiele  desselben  enthält. 

Das  Princip  der  Methode  besteht  darin ,  dass  man  in  der  anf  Null  ge> 
brachten ,  nur  positive  Potenzen  der  Unbekannten  enthaltenden  Fanction 
für  die  Unbekannte  zwei  Werthe  Zq  und  z,  substitnirt  und  aus  den  Fehlem 
der  Gleichung  9^  und  q>i  die  Unbekannte  herleitet. 

Gegeben  sei  also  die  lineare  Function  f{x)  =  0.  Das  Verfahren  ihrer 
Auflösung  lässt  sich  auf  ein  analytisch-geometrisches  Princip  zurückfuhren. 
Setzt  man  die  auf  Null  und  positive  Exponenten  der  Grösse  x  gebrachte 
Function  allgemein  gleich  y  und  betrachtet  die  Unbekannte  als  Abscisae, 
y  als  Ordinate  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  so  ist  die  Function 
die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  die  Abscissenaxe  in  einem  Punkte 
schneidet,  dessen  Abscisse  die  gesuchte  Wurzel  sein  muss.  Substitnirt  man 
also  nacheinander  filr  x  zwei  beliebige  Werthe  Zq  und  Zj,  so  sind  x  —  t^ 
und  X  —  ^1  die  Fehler  der  Substitutionen,  die  entsprechenden 
Werthe  von  y,  nämlich  g>Q  und  <Pi  die  Fehler  der  Gleichung  und  es 
verhalten  sich  offenbar  die  Fehler  der  Gleichungen  wie  die  Fehler  der 
Substitutionen ;  folglich 

^  —  ^0  _  yo      ^^^  ^i^o  —  ^0^1 
^  —  ^1         9^1 '  9>o  -~  9'i 

a)  Die  Divinationsmethode  (regula  lancium). 

Aufgabe.  (Aus  Ihn  £sra,  capitulum  de  negociationc.)  Gegeben  sei 
die  Gleichung 

2  (2  (2  a:  -  1)  —  2)  —    3  =  10, 

^^^"^  /"(o:)  =  2  (2  (2  a:  —  1)  —  2)  —  13  =  0. 

Setzt  man  für  x  zunächst  Zg  =s  4,  so  ist  der  erste  Fehler  q>^^  ='11. 
Setzt  man  demnach  für  o;  Zj  <=  5,  so  ist  der  zweite  Fehler  ip^  =s  10, 

folglich  ist 

5.11  —  4.19        -, 
^=        11-19 '*• 

b)  Die  Methode  der  Wagschalen.  (Nach  dem  Talkhys  (Lehrbuch 
der  Arithmetik)  von  Ihn  Albanna  mizSn,  d.  i.  Bilanx,  Wage-  oder  Probe* 
rechnung  genannt.)  Ihn  Albanna  sagt:  „Man  nehme  eine  Wage  von  fol- 
gender Form 


und  setze  den  gegebenen  Werth  (der  Function)  über  den  Drehpunkt,  setse 
auf  die  eine  Schaale  eine  beliebige  Zahl,  set^e  sie  alsdann  für  die  Un- 
bekannte (in  die  Function)  ein  und  vergleiche  die  ausgerechnete  Grösse 
mit  derjenigen  über  dem  Drehpunkt.  Ist  sie  ihr  gleich,  so  ist  die  Zahl  anf 
der  Schaale  die  gesuchte  Unbekannte  selbst.   Ist  sie  davon  verschieden,  so 
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Bottfcman,  w^nn  sie  grösser  ist,  den  Ueberschuas  über  der  Schaale,  wenn 
ue  kleiner  ist,  den  Fehler  unter  der  Schaale.  Dann  setze  man  anch  auf  die 
«odcrr  Schaale  eine  beliebige  andere  Zahl  und  verfahre  ebenso.  Jetzt  mul- 
ftlilicin'  man  den  Fehler  jeder  Schaale  mit  dein  Aufsatz  der  anderen.  Sind 
dte  Fehler  beide  positiv  oder  beide  negativ,  so  subtrahire  man  den  klei- 
nwn  vom  grösseren,  ebenso  da«  kleinere  Produkt  von  dem  grösseren  und 
diridire  die  Dift'erenz  der  Produkte  durch  die  Differenz  der  Fehler.  Ist 
kingcgen  der  eine  Fehler  positiv,  der  andere  negativ,  so  dividire  man  die 
J^inrane  der  Produkte  durch  die  Summe  der  Fehler." 

Bcoiorkung:  Ibn  Alb.inna  giebt  die  Regel  offenbar  nur  richtig  au  für 
fmün  Werthe  der  UnbokAunten.  Ist  die  Wurzel  negativ,  so  hat  die  Rcg:el  nur 
iQ^tnoeme  Gültigkeit,  wenn  sie  von  der  betreffenden  Stelle  an  so  lautet:  Man 
ififidirc  die  Pifferonx  der  Prodnkto  aus  dem  ersten  Aufsati:  mit  dem  zweiten  Feh- 
*M  lusd  dviu  xwtMten  Anrsntz  mit  dem  ersten  Fehler  dnrch  die  Differenz  des  zwei- 
\  In  und  ersten  Fehlers, 

Aufgabe.    (Aus  dem  Commentar  von  Ahoal  Hazan  Ali  Al-Knlzadi 
^8B)  zum  Talkhys.)     Eine  Zahl  za  finden,  deren  Sechsfaches  nebst 
I  Siebenfachen  'zusammen  25  ausmachen. 

53 

l 


12 

10  Schaale    6 ,    0  X  6  -f-  ti  X  7  =  78  =  25  +  53  j^erster  Fehler    =  +  rr^. 
rcitr  Schaalr  1,     l  X6-j- 1x7=  13  =  25  —  12;  zweiter  Fehler  =— 12. 
Demnach  ist 

V  =   i  X  53  +  6  X  12  _  ,^ 
53  +  12  ""     ^* 

Lnfgabe.   (Aus  dorn  Khihisat  al-Hiasdb  von  Mohammed  Behft-EddJn.) 
IC  Zahl  zu  linden ,  welche  um  ihr  Zwüidrittelfachoß  und  um  eine  Einheit 
t,  10  aoamacht. 

t  r, 


Ic  Schaale    9 ,     0  -|-  ^  x  [i  -f  i  =  n;  =  i y  -f-  6 ;  erster  Fehler     =  +  H. 
rcJusScliaaloö,      »14-1X6-1-1  =  11=10-1-1;  zweiter  Fehler  = -f  1. 
Detaoack  tat 

6  X  0  —  <)  X  1         ^, 

Vr>r»ti*hende   Beispiele  mögen  genügen,    die  Methoden  der  Alten  zu 
lUuteru.    Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  man  die  regula  falsi  zur  Auflosttng 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  verwenden  kann.    Die  Methode 
ridch- analytisch  folgende. 
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Seien  «j  nnd  er,  ^^^i  beliebige  Sabstitutionen  für  o;,  ^|  and  ß^  die  sa- 
gehörigen Werthe  von  y  der  ersten  Gleichung,  /Ss  und  ß^  die  zugehörigen 
Werthe  der  zweiten  Gleichung ,  so  ist  offenbar 

a:-a,_ß,-ß,  ^  _  a^jß,  -  fe)  -  «,  (^2  —  M 


«2        ß2  —  ßi' 


X 


{ß,-ß,)-(ßt-ß,) 


Sind  j?!  und  ^2  dieselben  Substitutionen  für  ^,  «i  und  or^  die  zugehöri- 
gen Werthe  von  x  der  ersten  Gleichung,  »3  und  a^  die  zugehörigen  Werthe 
der  zweiten  Gleichung,  so  ist  nun  auch 

_ft  =  "i— «3  „  ^  ßt  (*^i  —  ^'s)  -  <^i  («2  —  «4)  . 

(«1  —  «3)  —  (^2  —  «4) 


y  —  ßi 

Beispiel: 


y  = 


'1 


I.    bx—    7y  =  20. 
,     II.    9a:—  lly  =  44. 


Ott» 


«2  =  6, 
Demgemäss  ist: 

6 


X 


(»-iV)-MV-ffl 


11. 


(4-tV)-(V-W 

„  V(5-5M)-|(6-6it^)   _    . 

"  (5  -  5JI)  -  (6  -  6^) 

Wir  wollen  jetzt  eine  Verallgemeinerung  der  Methode  geben,  indem 
wir  die  Bedingungen  feststellen,  unter  welchen  sie  bei  der  allgemeinen  Auf- 
lösung quadratischer  und  cubischer  numerischer  oder  litteralcr  Gleichungen 
anwendbar  iht.    Sind  die  Formen  der  aufzulösenden  Gleichungen : 
I.    «o:   +  6  =  0, 
II.    aar'-'-f-ftx-l- c  =  0, 
III.    ax^  -\-hx'^-\-cX'\-d=^0, 
und  bedeuten  wie  zuvor  Zq  und  Zj  zwei  Substitutionen  für  die  Unbekann- 
ten, tpQ  und  9>,  die  zugehörigen  Fehler  der  Functionen,  so  sind  die  Aus- 
drücke der  Wurzeln  folgende: 

9>o  "~"  9»! 
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r    a-,  und  X,  -  1J->o  -  «./l  ;/EJl 
WO  f,  and  z,  aocinander  dnrch  die  Relation 

wo  rg  ttnd  r,  darcli  die  Relationen 

''^o-i-f  t'(ro  +  ^,)  +  3rf  =  0 
■wrfnander  gebunden  sind.     Es  sollen   diese  S&Ue  bewiesen  und  dnrcli 
Zaiiletibeispiele  erläatert  werden. 
I-    rtjr  -f-  '^  =  0.    Es  sei 


f»lnnidcn  sind. 


tmi 


X  — 


^  =  M  ^   also   X 


z„  —  r,  u 


1  —  « 


SeUen  wir  den  Werth  von  x  in  die  Fnnction  ein  und  ordnen  noch  m, 
r«^  IST  dcmnacli 
hin 


ap—  *, 


9»! 


Vi,  —  fi 


lt.   «jc^  -|~  ''•''^  4"  **  =  0.    Ea  sei  wiederum 


X  —  Zp 


Uy   also   X 


Setzen  wir  den  Wertb  von  x  in  die  Function  ein  und  ordnen  nach  «, 
^fo  wird 

rXUi  QUID  nun  Zq  beliebig,  aber  ?|  so,  dass 

l,  »o  itt  ^____^^_ 

—  r  az^^-\-hz^-\- f        —  y  ^  ^^ 

Zalilenbeispicl.   Gegeben  sei  die  Gleichung  8  x'^  —  lOar  -|-  .'1  =0. 
Htiltstiluirt  man  r„  =  1 ,  so  ist  der  erste  Fehler 
8.V-  I0r„-f  3=  1  =(?),. 
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Wegen  2  azg z,  -\-  b  {z^  -\-  Zy)  -j-  2  c  =  0  aber  ist  Zj  =  J,  also  der  sweite 
Fehler  8  z,^  —  10  r,  -|-  3  =  —  ^^  =  9, .    Mitbin  ist 

III.    ax^  -\-  bx^  -\^  ex  -\-  d  =  0,    Es  sei  nun  wieder 

^:^  =  «.    also   x  =  4--^-li^- 
ar  —  z^  1  —  11 

Setzen  wir  den  Wertb  von  x  in  die  Function  ein  und  ordnen  nach  ti, 

so  wird 

(«2i3  ^  bz^i ^  ez,  +  d)  m3—  [(3  azi2  +  2  6z,  +  c)  z^  +  (^^i^  +  2  cz,  -f-  3 d)]  u^ 
+  [(3azo2+  26zo+  c)z,  +  (6z,2+  2cZo+  3d)]« 
—  (azo»+6zo»+czo+d)  =  0. 

Unter  den  Bedingungen 

(3  azi'  +  2  6z,  +  c)  Zo  +  (ftzj^  +  2  cz,  -|-  3  d)  =  0 

«°^  (3  azo*  -I-  2  6zo  +  ^)  ^1  +  (*  V  +  2  czo  +  3  d)  =  0 

^jf  ([  ^ 

„  -  7/ °  V  +  *  V  +  ".  +  d  _  »/v    K>. 

Mithin  3, — 


X  —  z 


/vi 


und  wenn  wir  die  drei  Cubikwurzeln  der  Einheit  mit  1,  /,  /,  bezeichnen: 

'  —  '3;—  ,      8/—         »  ^2—  »^ 3/—         » 

Aus  den  beiden  Relationen  für  Zq  und  z,  aber  folgt,  wenn  man  sie  von  ein- 
ander subtrahirt  und  durch  Zj  —  Zq  dividirt: 

3aZo^,  +  Vro  +  ^i)  +  c  =  0, 
da  z,  —  Zq  nicht  gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  indem  daraus  a:=  1 
folgen  würde.    Multiplicirt  man  die  erhaltene  Gleichung  mit  z,  und  sub- 
trahirt  sie  von    der   ersteren,    so   entsteht    ausserdem   die   Bedingungs- 
gleichung: 

6zo^,  +  c(«o  +  ^i)  +  3d  =  0. 

Aus  der  Combination  beider  Bedingungsgleichungen  erhält  man  leicht : 
_         6c  — 9  ad  _    c^  —  Sbd 

Es  müssen  also  z„  und  z,  der  Gleichung 

(6^  ^  3  ac)  z2  +  (6c  —  9  rtrf)  z  +  (c-«  —  3  bd)  =  0 
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gtüigen,  tl-  h.  üjre  Worfeln  sein.    Hierau  schlieasen  sich  folgende  zwei 
TheonfiL' 

1)  Hat  die  Ulcicliaüg  in  z  zwei  reelle  Wurzeln,  so  hat  die  cubische 
Oieichnng  eine  reelle  und  zwei  c  o  in  p  1  e x  e  Wurzeln. 

2)  Hat   die  Gleichung   in  ;    zwei  complexe  Wurzeln,    so   hat   die 
aliischc  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  (casus  irreducibilis). 

Zahlenbeispiel.    Gegeben  sei  die  Gleichung 

o,n^5:.^-f4ar-f  ^^  =  0. 

r.h   isi    liif  « iirifiiung^  in  r  nun 

7.2^20^  +  12  =  0,      r,-=-lf,      -,  =  -•2. 
tlml  man  r„  =  —  ^ ,  so  ist  der  erste  Fehler 

rt  4 

man  r,  =  —  2,  SO  ist  der  zweite  Fehler 


Ihbin 


1029 


A  1029  ^  ^    f ^lOS 

r  1029        f  1029 


64-49 
1029 


7  —  3  /49  ♦ 


3, 


^a,=.-i 


7  —  3  .  /.  ^49 


1  —  y  -  j  -iit 


— ,       0:3  =  —  ^ 


.^  7  — 3-/,  >^49 


l-/,./49 


I>cn   Aul'liisungen   gegenüber,    welche    von   Tscbirnbausen ,    Lacroix 

Halbe,  Sommer,  Bretschncider,  Grunert,  Arndt  und  Anderen  für  die  all- 

l^ememen  cubiüchen  Gleichungen  von  der  Fomi  ax'^  -\-  bx^  -{•  ex  -\-  ä  =^  Ö 

11  sind,  durfte  die  vorstehende  »ich  durch  Einfachheit  und  Syra- 

..-;»-r  Formeln  auszeichnen, 

Husum.  Dr.  Ludwig  Matthikssrn. 


m   Relationea  zwischen  einigen  nnendlichen  Reihen. 


S<?lat  man  in  den  beiden  Gleichungen 


^_  (2«  _  l  -  z)an     ,       ~  (2«  -  I  -f  '.)an\ 
~-f  2y(-l)"  ^^^    .^co$unz,      -  l<r<l, 
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e         —e  ^7  /  —  (2«  — 1— z)fljr  -(2n  — 


e      —  e    *^ 


—  e 


l  +  Ofl»! 


=  2^(-l)''     ^-^-^^sinnnz,       0  <  z  <  1, 

snccessive  a  =  t>  +  «i,  a  =  v  —  mi,  so  erhält  man  durch  Addition  und 
Snbtraction  die  folgenden  Entwickelangen: 

A. 


n 


(1  — r)»jr        -(1  — t)wr' 


)eo*(l+,)i 


e      — 2cos2nu'f-e 


J^{e-^^'-'-'^''co,  (ßn-l-z)  ««+«-(*— '+""c««  (2  «  - 1  +  r)  «} , 

"^3 — 2+  >  (— 1)  cosnnz\    .  j—     -r— >^  +  ^   ,    . r=>-  i 

B. 

(  (l+z)üÄ  ,     — (lH-z)wc\    .    ,.         X         ,   /  (1— s)wr  ,     — (1— z)OTr\    .    r.   a     ^       . 


e      — 2co8  2nu-{-e 


""^f  — (2n— 1— z)wr    .    ,„  ^         v  ,     —  (2n— l+z)»«    .    ,„  <    ,     \       1 

=jc>'<c    ^  '     *»n(2n  — 1  —  j)«jc+«    '^         ^'     sm{2n — 1-j-O«*} 

C. 

/  (I4-2)»«  ,     —  (l+s)r«\        ,.         .  /  (1— z)wr  ,     — (1  — z)wr\        ,^    ,     . 

(e^  ^  ^    +e    ^^'    )co8{i--z)uit—(e^       '     -\-e    ^        '    )cot{l-\-z)M* 


iVTC         c\  tk  I        ~~*2Wf 

e      — 2cos2itU'\-e 


=7r>'<e  co*(2n — 1  — 2)«» — e    ^         ^       cos{2n  —  l-\-z)uit\ 

=  /.  (~^)        ^yi>i?gg<  21/"     T2+   21    /     I — ^r 


D. 


\^e     '    '     — e     ^  ^  ^     )stn{i  —  z)un  —  \e 


(1— Z)W»  — (1  — 2)l«\      . 


—  e 


)si»{l+z)u. 


e      —  2cos2tcu-\-  e 
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«-f-M 


In  den  Gletchnngeo  A  und  5  ist  —  1  ^  ^  ^  1»  in  den  Gleichungen  C  und 

[  Ü  tat  0  <  ;  <  1 ;  kommt  eine  der  Gleicliungen  A  oder  B  in  Verbindung 

mit  einer  der  Gleichungen  C  oder  2>  vor,  so  ist  selbstverständlicli  0  ■<  t  <  1. 

W=OC 

LP«  Einfachheit  halber  ist  im  Folgenden   ^^9(«)  statt   ^^^(n)  gesetzt. 

Hsltipllcirt  man   die  Gleichung  D  mit  dv^   integrirt  nach  v  zwischen  den 
Grensen  y  und  cc ,  so  folgt : 

Yf/«<«(2»  —l—z)nu    — (2  «  -  1  —  ;)  ar;/       Sin  (2  W  --  1  -j-  z)  ?t«    _(2n— l-f-i)^yl  ' 
^l       2n  — 1— £        *"  2n— 1-fr       ^  J 

^  y^-\-  («  —  m) 

Fat  y  ==  0  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

Inltiplicirt  man  die  Gleichung  A  mit  ^m,   integrirt  nach  «  zwischen  den 
Irensen  0  und  u,  setzt  t'  =  y,  so  folgt: 

f9in{2n'-l  —  x)nu   — (2n  — I— i)giy  ,   sin{2n  —l -{' z)nu   _(2n  — l+2)jrfA 

l         2«-l-.-        '  "*  2n-l  +  i        '  ) 

u     ,    ^1  /       -,n  2  MW 

=  arctann       ■+■  7,  ( —  1)   c«ä  «Ttr  nrctanq  -= r^-; =• 

y      '  >^mi  «'  rt?  _  „2  _j_  y- 

y  3=  0  erhält  man : 

^^  /#irt  (2  n  —  1  —  z)itu    ,sm{2  n  —  1  -f*  2)  nu\ st 

^  V        2  n  —  1  —  j  '  2  «  —  1  -(-  t        /  ^  2"  ' 

^tese  Gleichoiig  ergiebt  sich  auch  mit  Hülfe  der  beiden  folgenden: 
eotnzu  —  cosftil  —  z)  u       ,-,  ^T  z  ,_ 

jsr;— — - —  ^2  (2  „  - 1)^  -  .-^ "'  (- "  -•>""• 


Iie 


Sin  nz 
Gleichung : 


der  Gleichung  A  abgezogen  giebt: 


(2  n  —  1)' 

1  ^-^  n 
==  2  ^'  ( —  1)  cos  nnz 


l>2  -f  «2 


'<e    ^  '     cos{2tt — i  —  z)un-j-e  '     cos\2n  —  \-\-z)mt\ 


e       -\-  e 


y«  —  1 
^  (-  1) 

t  M«tbw»*tik  u,  Pbjtik  XV.  i 


c 
2v 


j     2p  V  _v I 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dv  ,  integrirt  nach  v  zwischen  den 
Grenzen  y  und  oo,  so  folgt: 

-,    V/  -{2n-i—t)ynCOs{2n—l  —  z)tm  ,   ^-(2n~i+t)yn  cos{2n—l+z)tm\ 
^^  Zj V  2n-l-z~' ■*■  ^  27,-lH-z       / 

y 
oder  00 

J    \v        v'+u^  e"-e-°'  ) 

0 

0 

Nun  ist: 

y  Vir  -.»  +  »»- " ,.»_ ,-.«;'"  V  "'  + "' 

0  _    0 

+  2^  (-  1)"«,.  „„zj'-I^^  =  i%  (y'  +  «»)  -  /o»  » 

0 

+ 2"  (- 1)"'«"  "»^  %  ^^^^'  ■ 

Setzt  man  hierin :  ^ 

0 

80  ergiebt  sich  für  L  folgende  Gleichung: 

00 

_^  (_  1)— »CO,  „„,  ,„j  l+J^ . 

Bezeichnet  man  das  rechts  stehende  Integral  durch  Mj  setzt  in  demselben 
V  statt  2  VTtj  80  folgt: 


0 


Nan  ist: 


•etat  man : 


so  folgt: 


(I 

•X 

OD 


+  (2,r)» 
Diese  Gleichang  von  derjenigen  für  M  subtrahirt  giebt: 


0  ^  ^ 

Dm  rechts  stehende  Integral  ist  der  Differentialqaotient  nach  z  von 


axch  folgt: 


«od: 


M  =  log  2  n  —  *"  4"  ^  ^^9 


L^^hg^n  —  c  -|-  —  /ojf 


■(4--) 


-f  i%(y''-h«') 


Sctxt  mnn  diesen  Worth  von  Z)  in  die  Gleichung  2),  so  gebt  dieselbe 
nbor  iu: 

iog2n-c-\-  -'^  tag  ^J^^^  +  * '''^  ^^'  +  "'^ 
^\     2     j 

l         2n-l  — r        ''                          "^        2n  — 1+z       *^  / 

^^  (-  n         f05  «Ttr  {/o<^  •^-^;/      ^  +  log  ^  ^  \, ^1  ' 
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log  "2  n  —  c  -\-  —  log  — \   "_  J^  -j-  log  u 


Die  vorstehende  Gleichnng  giebt  für  y  =  0.: 

'^  /co»  (2  «  —  1  —  z)nu       cos  (2  n  —  1  -\-  z)  nü\ 
"^^  \     '  2n  —  l  —z  '  2n  —  l-\-z        / 

=2  (-  lf~^  cos  n7tzlog(^l-~y 
Setzt  man  in  dieser  Gleichnng  nnd  der  Gleichung  1)   z  ^=  2  x  —  1, 

80  erhält  man ,  wegen  T  {x)  =     ^    "*    ^^  und   2  =  —  (2  a:  —  1) : 

X  ox 

a   r,     r(l-fic)   ,    ._  ..  ,,     .  n1    ,    ,  l—coi2nxu 

iä^{%r(iIx)  +  (^^"^^^^^^^^^""/^/  +  ^^^'^ 2^ 

^-7  /cos  2  (n  -|-  ar)  « M        CO«  2  (n  —  x)nu\ 


4) 


14-- 

%7T   .    „  .  «         sin  2nxu 

y,  sin  2  nnx  log -^r 

-^J  u  2  X 

n 


^-7  /  sin  2  {n  -f-  x)  n u         sin  2  («  —  x)itu\ 

^^j  \  n  -\-  X  n  —  X         ) 

Die  Gleichung  4)  gilt  für  4^  <  o;  <  1.  Setzt  man  in  der  Gleichung  4) 
1  —  X  statt  X,  so  bleibt  dieselbe  unverändert;  hieraus  folgt ,  dass  in  der 
Gleichung  4)  0  <  a;  <  1  ist. 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichnng  3)  mit  cos2'XxUy  die  Gleichung  4)  mit 
sin  2  nxuy  bildet  die  Differenz  der  Produkte,  so  folgt: 
^.     cos2nxud   f,     r{l-\-x)   ,    ,_         ,.  ,,     _  .1    ,    l^cos2nxu  dloga 

-j-  cos  2  Ttxu  •  log  «  +  i  ^^cos  2  nnu  (  — -. 1 ) 

^^  \n  -\-  X       n  —  x/ 

-f-  ^,\cos2nx{n  -\-  u) log  ll -\-      j -j-  cos2  7tx{n  —  u)log(l j^asQ 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichung  3)  mit  sin  2nxUy  die  Gleichung  4)  mit 
cos  2  nxu^  bildet  die  Summe  der  Produkte,  so  folgt: 
^.        sin2nxu  d    (       r{i-\-x)   .   ,_  ,.   .,     ^  .\        sin2nxudlogx 

-\-  sin  2  nxu  •  log  u  —  4-  >  sin  2  nnui  — ; | 

'  ^j^  \n  -\-  X        n  —  x/ 

-\-^\  *«>»  27tx{n-\-  u)log  \i-\-  —  \  —  sin  2  jra:(n  —  «)  %  f  1  —  —  U  =«0, 
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In  den  Gleichungen  5)  und  6)  ist  0  <  a:  <  1.    Durch  partielle  In- 
pgration  folgt: 

1 — cos27tzu 

, l_f  V  ■• 11  l  lnn*ßir ^1  \  _1_ 


-lo(jz-\-i{Io<j27r~c) 


Wegen 


2«u 


0 

«    "^ /  sin  2  jTz  (n  —  m)  ft«  2  Ttz  (n  -\-  u)\  log  n 

*2 « -^  V          «  —  u  w  -|~  w  /      w 
1    "^ /  *»n  2  «2  (n  —  tt)  ^^  jm  2  n: c  (n  -|-  m)  \ 


ro*  2  TT  z  «  ^7  jm  2  n  7E  2  . 
-7, log  n 


*^2^Zl 7+^; +  n^n J'"^" 


1  —  tro*2«arM^/oöa:l. 
2 -^J'** 


r  Iblgb'ch : 

Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung  erhält  man  aus  6)  durch 
Integration  nach  a-  rwiechen  den  Grenzen  0  und  z\ 
\\an1nzu,         ,   V^jtm 2 Trr («-}-«),     ,-     ,     ,   ,   "^miS re? (« —  tf) ,     ,         j 


-^  log  :  -j-  log  '2n  —  c  +2  cos  2  nnu  log 


1-hf 


=  0. 


Itt  M  ein  positiver,  echter  Bruch «  eo  läast  sich 
log  z  -j-  ^,  cos  2  nnu  log 
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auf  eine  endliche  Summe  reduciren ,  deren  einzelne  Terme  Produkte  sind 
eines  Cosinus  mit  Logarithmen  der  Function  F. 
Man  findet  leicht : 

2  „uf^^Ji  {log  j^^^  +  (2  <.  -  1)  Oog  2  »  -  c)}  »x 

0 

1    "Sri /l — cos27Cz{n  —  u)        1 — cos2nz{n-\-u)\  .1  ^Isin2naz 

'2^^  \  n  —  u  n  +  tt  /   ^^"~^n^       n  *^* 

1    V^  /  1  —  cos  2nz(n  —  u)  1  —  cos  2nz(n  -}r  u)\  ^ 

-r.2  { irzrz ;r+ „- )  "^  "• 

+  i  {'"S  r{l-z)  +  (2  r  -  1)  {log  2  «  -  c)}  an  2  nzu. 

Unter  Zuziehung  der  vorstehenden  Gleichung  erhält  man  durch  par» 
tielle  Integration : 

2 ^yog^,^^Jj+{2x-l){log2n-c)-^logx\dx 

0  

1    ^/  1  —  cos  2  7tz{n  —  u)   _    1  —  cos  2  nz  {n  -\-  u)\ 

2n'^\  n  —  u  n -\- u  /    ^ 

Integrirt  man  die  Gleichung  6)  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  z, 

so  folgt: 

^.           1  —  cos  2  71  zu,          .   ^7  1  —  cos  2nz  (n  4- u)  ,      ,      ,      . 
8) log  u  +^ „  _|_  ^^  ^og  {n  -|-  u) 

'^l  —  cos2nz(n  —  u),      ,        '  "^    .    «  .      /.  ^\ 

—^ TUT "  ^  («  —  «)  =  ^^  *»«  2  nnu  log  [l  —  -^j  . 

Die  Gleichungen  7)  und  8),  deren  Herleitung  auf  die  Gleichungen 
3)  und  4)  hasirt  ist,  lassen  sich  auch  direct  aus  den  Gleichungen  B  und  C 
herstellen,  wobei  die  obige  Entwickelung  von  log  r{\  -\-  sc)  —  log  r{\  —  x) 
nicht  erforderlich  ist.   Aus  den  Gleichungen  : 

cosunil  —  2  z')         1         „'^       u 

n -, = 2  y,  -5 ^  cos  2  nnz, 

stn  un  u  ^^  n^  —  u* 

sin  un  {1  —  2  z)        .  "^       n  .    _ 

n  r >=  2  ^,  -5 5  stn  2  nnz 

stn  un  ^^  n'  —  «^ 

findet  man : 

sin2uitz       ^^      2ti  ^  .    . 

jt  = y,  -» 5  cos  2  nnz  stn  2  unz 

-f-  /■  -5 5  sin  2  nnz  cos  2  unz. 

,  --ä-J  n*  —  u^ 

oder: 

»  sin  2  ttnz       "^  (sin  2{n  -\-  u)nz        sin  2  (w  —  u)  nz\ 

3)  n -—  -1-^  ^^  — p-  +  -— -  J  . 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  B  und  C  \  —  2  z  statt  z ,  so  gehen  die- 
selben über  in: 


Seitongen. 
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+2 


cos  2  n KZI 


n  -\-  u 


n  —  u 


n  c  sm  2  nuz 


n^n  2  n  TT  z 


r=  + 


—  2t)ÄI  n 

n  e  cos  2  nuz 


Ip-'  -I-  („  4.  „)2  ^  t;«  4-  {„  _  „)2J 
-^Tf  ^\e       ^^'     cos2{n-\-z)un  —  c      ^        '     co5  2(« — z)tm\. 

Mnltipliclrt  man  die  erste  der  vorstehenden  Gleicbungeo  mit  sin  2;cmz, 
^e  zweite  mit  cos  2  :c uz,  so  folgt: 

-i^sin'^nuz-\-y,  (  -t^tt — i — ^i *»*« 2 (n -|- «) rer  +  ^-^— 7 ^sin2{n — u)nz\ 

—  2w:    ,        'S?        o  ^  — 2(ii— i)ü7r         — 2(n-4-2)wjr\        ^ 

—  ne  -Y  nycos2nuJt\e      ^        '     — e       ^     '         ^=^0. 

Heee  Gleichung  durch  v  dividirt  giebt  mit  Rücksicht  auf  9) : 

,    t>       «in  2  nuz      '^/  v  sin  2 (n  -f"  m)  «^  ,  v  sin  2  (n — «)  7tz\ 


*      V  V 


cos  2NU7t(  —  2(h  — :)»Ä         ^2(n-ft1 


\rTrojr2wM7r/ 


—  e 


Addirt  man  zu  der  vorstehenden  CTlcichnng  nach  9): 
nuz       V      _,        V       "^/sift  2{n-\- «)  nz       sin  2  [n  —  u)  ;rj\  v  * 

folgt: 


y  p      \  sin  271  uz   .    ^'Z     y  y  \  *i«  2 (n -j-  m) wz 

^,    ^1  /     ?•  I'  \  sin  2  (n  —  u)nz         n  :i  0 

,        \^COJf  2  n  « TT  /  —  2 (n  — i) tf« — 2(n4-r)üjr\ 


--2DÄX 


^  11  nltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dv  und  integrirt  nach  v  zwischen 
|im  Grenzen  0  und  c»,  so  ergiebt  eich  die  Gleichung  7),  wenn  man  be- 
eluticbtigt,  dass 

OD 

r —V  _  — 2«ii. 

ktg  2  nz  -=  /  dv^ 

0 

/09  2  7t?^c'  =/  ( — - — —  H in:    )  ^« 


j'(iT,-rT^)^"  =  '^ 


^C    Aof  HbnUche  Art  lässt  sich  die  Gleichung  Ü)  ableiten. 
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e        —  e 


^^r  -(2n-l-z)««_^-(2n-l+2)«»| 


n  —  l      n 


a^-\-n^ 


sin  nnz^       0  <  z  <  1, 


snccessive  a  =  v  -^  ui^  a  =  v  —  uf,  so  erhält  man  durch  Addition  und 
Snbtraction  die  folgenden  Entwickelangen : 

A. 


/  {\+z)vn        —  (14-z)»3r\        ,.         v         ,   /  i 
[tr  ^  '     — e    ^  ^  '    )co8{l—z)un-\-ye 


,(1--)«'»        -(l-:)Mr' 


— e 


)COS{\-\'X)\ 


e      — 2cos27tu-{-e 


-»^l«""""*"''"*««"  (2»- 1 -.)  «»+«-t*"-'+'^'*o«.  (2»  - 1  +  .-)  «} 

/  {l-f-z)»Ä  ,     — (l+z)wr\   ...         V         ,  /(l-s)OTr,     — (l-z)wr\    .   ,.   ^     v 

7t' — — —^-^—~—  1 

e      — 2cos2nu-\-e 

c. 

/  (l+z)ojr  ,     — (14-z)wr\        .,         .  /  (1— z)wr  ,     — {l-z)wr\        ,.    ,     . 


e2««_2co/2mi -{-«"■*"* 


=   >  (—1)        smniiz<  2  i    r       ~\a+    21    /    1 — ^r 

D. 

^<?  — e    ^   ^    '    )stn{l-~z)u7C  —  \e^        '    — e    ^        '    )wi{l-\-z)tm 


e2''«_2co«2  7rti  +  ^"^'* 


^rif  --{2n—\—z)tnt    .    ,n  t  \  —  (2n-l-fz)wr    .    ,„  ^    ■     v       "1 

=  ?r>'-j^    ^  »n(2/}  —  1  —  z)un — e    ^  '     «n(2n  — l-f-z)MÄ> 
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I J9«  Gleichungen  A  and  5  ist  —  1  ^  r  ^  1 ,  in  den  Gleichungen  C  and 

>  ilt  0  <  ;  <  1 ;  kommt  eine  der  Gleichungen  A  oder  B  in  Verbindung 

Der  der  Gleichungen  C  oder  D  vor,  so  ist  selbstverstäodlich  0  <  t  <  1. 

E)«T  Einfachheit  halber  ist  im  Folgenden    ^^  9  (n)  statt   ^^g)(w)  gesetzt. 

••=1 
fnltiplicirt  man  die  Gleichung  D  mit  do,  integrirt  nach  v  zwischen  den 
Dsen  y  und  sc,  so  folgt: 

ltm{2n  —  1  —  z)nu    — (2n— 1— zjacy       sm{2n  —l-^-  z)nu    —{2fi—l-{-z)ny\ 

=  i2'(- »)    '■« ""--  'Off Y+j^«?' 

für  y  =  0  giebt  die  vorstehende  Gleichung : 

IfaltiplicirC  man  die  Gleichung  A  mit  ^h,   integrirt  nach  (/  zwischen  den 
Grenzen  0  und  m,  setstt  v  =  ih  so  folgt: 

mCin^-X  —z)itu    ~-[^n  —  \  —  i\ny  ,    wt(2n  —1  -|-z)?tti   — (an— l+x)jri/\ 


2n  —  \—z 


2ii— l  +  z 


=  arctnnri       4>  >^   ( —  1)   cos  unz  nrctang  -^ — — s« 

'   y       -^-  "^  «'  —  «^  +  y^ 


F&r  y  =  0  erhält  man : 


2{ 


sin  {2n  —  1  —  z)  «11       sm  (2  w  —  1  -f-  «)  ttk 


2  w  —  1  -f-  t)'jtu\         n 


2n  —  1  —  s         "*'  2rt—  1  + 

LHese  Gleichnug  ergiebt  sich  auch  mit  Hülfe  der  beiden  folgenden: 

rt    CM  tritt  —  cos  Jt  (1  —  z)  u         .,  "^  z  ,^ 

^ --^>(2„-l)»-.-»^'"(^"-'^ 


«n  «z 
e  Gleichung: 


;t«^ 


=  22(2V3^lF^  *"'  (2 «  -  0 «", 


(2«-l) 


rat;    ,      — vn: 
f        -f-c 


9» 
e     —  e 


1  „r—m  n 

=  2^(—  1)  cos  njtz  -IT—, — = 


ron  der  Gleichung  A  abgezogen  giebt : 

^     \€  cos[2n — l—z)uJt-\-e  '    '     ro»(2«  —  1 -}- rjrm  J 


_P 

n  —  l 


tust    I        — VKZ 


'+e 


vn        — »« 
c     —  e 


/.-  ItacJaria  t  MathtmaUk  a.  Ptt/tik  XV    J, 
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Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dv ,  integrirt  nach  v  zwischen  den 
Grenzen  y  und  oo,  so  folgt: 

„.    ^f  — (2w—l^e) ygCQg (2 n—1  —  z)u7t   ,     _(2n-l+z)y«  C0»(2n — l-^z)u«\ 
^^  Zj Y  2n-l-z    "  +  ^  2«-l+z       / 

oe 

oder  « 

0 

/*/-  t>«Z     ,         —  D»Z\ 

_  /  (i_^^_,^^ti )8„. 

y     \t,         »'+«'  vn_-„„J 

0 

Ist: 

y     V»        "+"  e"-e-"}         y  «>'  +  «' 

0  ^    0 

+  2^  (-  l)"c<.»  „nzj-^^^  =  i  %  (y'  +  «*)-%  « 


Nnn  ist: 


+  ^(-l)"co,n»./<,s^!l±^'. 
Setzt  man  hierin :  ^ 

"^"=j/(rTii5-;R-".i^)^''' 

so  ergieht  sich  fUr  Z  folgende  Gleichung: 


00 

—  >'  ( —  1)         cos  nnz  log  - — ^ 


0 

Bezeichnet  man  das  rechts  stehende  Integral  durch  Jlf ,  setzt  in  demselben 
V  statt  2t;»,  so  folgt: 

1  +  z  1-z, 


y  v»     »»  +  (2»)'     »      ^■'_  j     / 


M^log'Zn  —  c  -\-  —  log  


(^■) 


ttod: 


L  =  tog  2n  —  t-*  -|-  —  /o^' 


X^V) 


+  i%0/'+"0 


—  ^j  (—  1)  cotnnzlog^ — L 


Seist  man  diesen  Wr>i-t1i  vou  L  in  die  Gleichnng  2),  so  gebt  dieselbe 
ab«r  in : 


log  2  71  —  c  -}-  —  lug 


-{-iiogir-^  u') 


"ty  1 1  roM  (2  W  —  1  —  g)  ;i«     -^J^-l^zj^y        coj(2w  — l-f-j)ffM     _(2«— l+j)«^^ 

'^i         2n—l  —  z        ^  "^         2«  — 1+2        '^  / 


\* 


i 
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Die  vorstehende  Gleichung  giebt  für  y  =  0.: 

,    ^  X  ^  ,      ^   2  y   ,  , 

,   ^  (cos  (2  n  —  1  —  z)nu       cos{2n  —  1  +  z)  nu\ 
"^^  \     '  2n  —  l—z  '  2ii  — 1  H-z        / 

=^  {—  iy~^  cos  nnz  log  {^1  —  ^J- 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  1)   z  ==  2  x  —  1, 

r(l  -4-  x)  d 

so  erhält  man ,  wegen  F  (x)  =  — -  und  2  =  —  (2  a:  —  1) : 

1   ^   /,      ^(1  +  a^)    I/o         IX /-,     o  \\    I    ,  1— cos  2  «am 

i^|%  rfr^Ti)  +  (2^—1)  (iog2n—c)j  +  /ogr«  -  - 


2ar 
+^  CO«  2  « jra:  %  (^1  —  —  j 
^7  /co5  2  (n  +  ar)  Jtii  ^^  cos  2  (n  —  o;)  «« \ 


4) 


^1   .    ^           ,          '    w         sin  2  9ra:*i 
^,  stn  2  njta:  /00 

-fcJ  M  2  X 

n 


^^  /  *»'»  2  («  +  »r)  JIM         sin  2  (m  —  ar)  jtmX 
"^  *.^  \  n  +  a;  n  —  x        ) 

Die  Gleichung  4)  gilt  f ür  4^  <  a;  <  1.  Setzt  man  in  der  Gleichung  4) 
1  —  X  statt  x^  80  bleibt  dieselbe  unverändert;  hieraus  folgt,  dass  in  der 
Gleichung  4)  0  <  a:  <  1  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  3)  mit  cos2nxu^  die  Gleichung  4)  mit 
sin  2  nxuj  bildet  die  Differenz  der  Produkte,  so  folgt: 
.     cos2nxud  f.     r(l+a;)   ,    ,.         ..  ,^     .  .\    ,   l  —  cos2nxu  diogx 

-4-  cos  2nxu'  log  u  A-  ^y^cos2nnu  (  — -, 1 ) 

*.^  \n  -{-  X        n  —  x/ 

+^|  cos  2  «a:(«  +  «)  /o^  (l  +  "  j  +  cos  2nx{n  —  u)logfi  —  ^U  —0. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  3)  mit  sin  2nxUy  die  Gleichung  4)  mit 
cos  2  nxuy  bildet  die  Summe  der  Produkte,  so  folgt: 
^.        sin2nxu  d    f,     r{\-{-x)   ,   ,.  ..   ,.     „  .)        sin2nxudlogx 

+  sin  2nxu  •  log  u  —  4  >^ sin  2nnu\ ; ) 

'  *jiLl  \n  -^  X        n  —  x/ 

-]-y^lsin2nx{n  +  u)log  (l-{-—^  —  sin  2nx{n  —  u)log  Tl  — —  U  -=0. 
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In  den  Gleichungen  5)  und  6)  bt  0  <  «  <  1.    Durch  partielle  In- 
tegration Folgt: 


/"[^^-£h;4äs+<--)  ('—)}+ 


1 — cos27tant  d 


2 


\dx 


Wegen 


25fM 


r(i 

'  fin  äTToru 


T*m  2  n»ar 


i{"or0k  +  ''''''^^"''''-''^}-^^'-^^^"^" 


ij 3 |/0i/  ^^^IJ^^  4-  (2a:  —  1)  {Jog2n^c)^dx 

u    ^7/  AM  2  3r2  (w  —  »<)  s/>i  2  Jtr  (m  -f-  w)  \  ^^  " 

2« ^  \  n  —  u  «  +  w  /      w~ 

21.2 i-  -  -i^~ —  +  — ir^fi, — )  "^ " 


cos  2  « 2 M  ^7 sin  2nnz  . 


1     ^Sn  /  9in  2  jr  2  (w  -j-  tt)         *i>i  2  tt  r  («  —  ")  \  , 

'  r^Z  \ — ir+-u ^•  — ir:-;, — ) '"" « 


kt  folglich : 


1— C052 


nxudlogx]^ 
*)x   J 


2  '£WRB!+(«-')('-^''-')}+     2 

Mit  Rttckaicht  auf  die  vorstehende  Gleichung  erhält  ni»n  aus  5)  durch 
Integration  nach  x  rwischen  den  Grenzen  0  und  z : 

itin^Jfxu^         .   '^siH2nz{n4-u),     ,     ,     ,    ,    \lsitr2itz(n  —  u)       .  i 

-i09U-^2j „lu       ^^C^H-")4-^         „J.^    -log{n-u)\ 


4-  /©iir  :  -|-  /oy  2«  —  c  -\-^,  C08  2nnu  log 


^  +  ^ 


1  — — 
n 


Ift  u  ein  positiver f  echter  Bruch,  so  lä«8t  sich 
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Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dv ,  integrirt  nach  v  zwischen  den 
Grenzen  y  und  <x>,  so  folgt: 

Qv    "^f  —{2n^l—z)ynCOS{2n—l  —  z)u7i  ^     —(2n-l-\-z)yn  C0s(2n — l-|-z)n 
^^  ZiV  2n-l-z    "^^  2n-l-i-z 


wo 


oder 

L 


Nun  ist: 


J    \v         r»  +  u»  vn_-vn) 

y 

eo 
0 

0 

0  ^    0 

+  2^  (-  1)%.  „„zj-^^^  =  i  /oj  (y»  +  „»)  _  /<^  „ 

0 

Setzt  man  hierin :  ^ 

/<v«=/(i-:^^-;5-^-,)a». 

0 

SO  ergieht  sich  für  L  folgende  Gleichung: 

Bezeichnet  man  das  rechts  stehende  Integral  durch  Af ,  setzt  in  demselben 
V  statt  2  VTT,  so  folgt: 

*-y  V7-.'+(2»)'-i — T— j^ — r- 


L- 

0 
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la  dftn  Gleicluingen  A  and  i?  ist  —  1  ^  t  ^  1,  in  den  Gleichungen  C  and 
^  ist  0  1 ;  kommt  eine  der  Gleichungen  A  oder  B  in  Vorbindung 

wit  einer  der  üJeichungen  C  oder  D  vor,  so  ist  selbstverständlich  0  <  i  <  1. 

Der  Einfachheit  halber  ist  im  Folgenden   ^^  (p{n)  statt   ^^  (p{n)  gesetzt. 

I  HultipHcirt  man   die  Gleichung  D  mit  dv^   integrirt  nach  v  zwischen  den 
[Greiueen  y  und  cc,  so  folgt: 

r(xwi(2w  —  l—z)nu    — (2n  — 1— j)gy       sin  {2  n  —  1  ■•\- z)  nu   _[2«— l-j-z)ny^ 
(        2n— 1  — z        "  2„_14.2       ^ 

'  Fftr  y  s=  0  giebt  die  vorstehende  Gleichung : 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichung  A  mit  du,   integrirt  nach  n  zwischen  den 
Grenzen  0  und  w,  setzt  v  =  ;/,  so  folgt: 

('9m{2n  —  l  —  z)nu   — (8«  — 1— t)?rj/  ,   sin{2n  —  i  -^  z)7(u   —(^n—l-l-z)ny) 

"^        2,,^1  +  r        '  J 


2n— 1  — r 


2«y 


pOf  y  =i  0  erhält  mau : 

"^  fiin  (2  n  —  1  —  z)  nu    .    sin  (2  w  —  1  -f  ^)  ^*'\ ^ 

^  \        2 «  —  1  —  r  '  2n  —  1  4-  2        /         '^ 

Dte*e  Gleiebang  ergiebt  sich  auch  mit  Hülfe  der  beiden  folgenden : 
ncosnzu  —  cos  n  {1  —  z)  u        ^^SJ  z  /n  ,, 

2  —- SiT^ir^ =  '2^  {ITT^rip^rT'  "*  (^ »  -  i)  .„. 

•  * »,„  +  «"»(i-»)"  _  22'7^-^^^=r^  «•« (2 «  -  1) »«. 

2  «fi  ÄZ  ^J(2« — 1)^  —  2-  ' 

Die  Gleichung : 


»1»  —  VJt 

€       —  C 


1  ^1  "  » 
=  ;>  X'  (—  1)  cus  riTCz    =  -.   -  ^ 


;  TOD  der  Gleichung  A  abgezogen  giebt : 

f/    — 1*11— 1  — i)wt        /ft  i  \  I     — (2n  — l-+--)i'«      ./o  1    I      \ 

<Jc  cos{2n — l  —  z)u:i-f-t'  cos{2n — l-f**) 


tm] 


=  Vi— 1)         cos 


'+e 


vn         —  Vit 
c     —  c 

(     2  V 

nnz  \  -yr-, r,  — 


( t,-i  _|.  „i        j,-i  +  („  _  „)2       „»  -f  (n  -I-  «)'  I 


S«4fti«]ttm  t  lUUumtatik  u,  Pbytik  XV,  l. 
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Durch  partielle  Integration  geht  das  Integral  auf  der  linken  Seite  über  in : 


jf^'-"—-''-/^^)"'-'^-'--' 


dti. 


Die  obige  Gleichnng  wird  hierdurch : 

\n  \n 


/{sin  uf^  ,-  .,  ^  f  (  sinu  \^  k^  cos^  u 


(1  +  ^' 


0 


Diese  Gleichung  mit  k  mnltiplicirt  giebt  die  Gleichung  18). 

Güttingen.  _.      .    _, 

^  Dr.  A.  Ehneper. 


V.  Bemerkensweithe  Eigeni chaft  der  Sehranbanlime. 

Durch  synthetische  Untersuchungen  bin  ich  auf  folgenden  Sats  ge- 
führt worden,  welcher  meines  Wissens  noch  nicht  bekannt  ist: 

Construirt  man  in  allen  Punkten,  welche  eine  Schrauben- 
linie mit  irgend  einer  Ebene  n  gemein  hat,  die  Krümmnnga- 
ebenen  der  Curve,  so  schneiden  sich  diese  sämmtlich  in 
einem  auf  n  liegenden  Punkte  P.  Und  wenn  die  Ebene  n 
um  eine  ihrer  Geraden  g  gedreht  wird,  so  beschreibt  der 
zugehörige  Punkt  P  ebenfalls  eine  Gerade  g^. 

Die  Schraubenlinie  hat  also  hinsichtlich  ihrer  Krümmungsebenen 
dieselben  Eigenschaften,  wie  die  Raumcurve  dritter  Ordnung;  sie  üt 
wohl  die  erste  transccndente  Curve,  welche  dadurch  der  Geometrie  der 
Lage  zugänglich  wird.  Synthetisch  und  ohne  alle  Bechnnng  laut  sich 
der  obige  Satz  leicht  aus  der  13.  Nr.  meiner  „  Lehrsätze  über  . . .  den 
linearen  Strahlencomplex "  (im  Journal  f.  d.  reine  und  angew.  Math^ 
Bd.  69)  ableiten. 

Bei  dem  folgenden  analytischen  Beweise  beziehe  ich  die  Schrauben- 
linie S  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  2-Axe  mit  der 
Axe  von  5  zusammenfällt  und  dessen  or-Aze  die  Curve  schneidet.  Die 
Gleichungen  der  Schraubenlinie  sind  dann: 

«*  +  f '  ■■  »^    '»nd    r  =  Ar  •  arclg  — , 
wenn  r  den  Badins  dee  dndi  S  gehenden  Rotationscylindezs  ond  2  Ar« 
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die  Oaogböbe  der  SchraubeDliuio   bezeichuet.     Wir   können  diese  Glei- 
cbungeo  aucb  durch  folgende  zwei  ersetzen: 

X  =  r«  cos  -^    und    u  =  r  '  sin  — 
k  k 

yd   6nden   hieraus   für   die  Tangente   eines  Curvenpunktcs  (.r, ,  y^,  x^) 
Tetcbt  die  Gleichungen: 

I  •  ;_;,  =  _.  (.r  —  .r,)  ^  —  .  (y  —  y,) . 

)ie  Knioimungsebene  im  Punkte  (x,,  y,,  z^)  muss  durch  diese  Tangente 
3d  durch  das  Perpendikel  hindurchgehen,  welches  aus  (.rj,  j/j ,  r,)  auf 
x-Axe  gefällt  werden  kann.   Die  Gleichungen  dieses  Perpendikels  sind: 


») 


2  —  r,  =  0    und    y  =  ^  -x, 


&d  folgiich  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Krümmungsebcne: 
r'  .  (r  —  z,)  =  kx^  (y  —  y,)  —  /ry,  {x  —  o:,), 
wea)  diese  Gleichung,  wekhe  wir  auch  schreiben  können: 

Ä- 


3) 


(.T,y  —  y,.r), 


sowohl  durch  I)  als  auch  durch  2)  befriedigt  wird. 

Wenn  wir  jet2t  allgemein   unter  x^^  y^  2|    die  Coordinaten   eines 

JMbigen  Punktes  P  verstehen,  so  ist  3)  die  Gleichung  einer  bestiinm- 

dnrch  P  gehenden  Ebonc  tt,  sodass  also  jedem  Punkte  des  Ranmes 

e  durch  ihn  gehende  Ebene  zugeordnet  ist.     Nun  können  aber  in  3) 

Coordinaten  *•,  y,  z   mit  resp.   a:,  ,  y,,  r,  vertauscht  werden,    ohne 

tiai  die  Gleichung   sich   ändert;    d.  h,  jedem  Punkte  (x,  y,  z)   in    der 

iea  Punkte  (Xj,  y,,  z^)  zugeordneten  Ebene  ist  eine  durch  (x, ,  y, ,  r,) 

nde  Ebene  zugeordnet,  oder: 

fWenn  ein  Punkt  sich  in  einer  Ebene  n  bewegt,  so  dreht 

eb  seine   zugeordnete   Ebene    um   den    zu  rc  zugeordneten 

■ponkt  P, 

Damit  ist    aber    der    erste   Theil    des   von    der   Schraubenlinie    be- 
Uaptolen    Satzes    bewiesen ;    deon    so    oft    der    bewegliche    Punkt    die 
Hchninbenlinie   trifft,    fällt  seine   zugeordnete   Ebene   mit   seiner  Krüra- 
'nmngfebcne  zusammen. 

Sind    nun   durch   eine   Gerade  y  beliebig   viele    Ebenen   gelegt,    so 

ifibirsengt  man  sich  leicht,  dass  deren  zugeordnete  Punkte  in  einer  Ge- 

rriden  g^    liegen   müssen.      Denn   wenn    ein    Punkt   iu   y,    also   auch    in 

fklleD  jenen  Ebenen  sich  bewegt,  so  muss  sich  seine  zugeordnete  Ebene 

•un  alle  jene  Punkte  drehen,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  dieselben 

tu  «ner  Geraden  liegen.    Damit  ist  auch  der  letzte  Theil  unseres  Satzes 

UtMhtift  f.  MaUietnaUk  tu  Fh^ük  XY,  1.  b 
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Durch  eine  Schraabenlinie  ist  offenbar  ein  sogenanntes  Null- 
System  bestimmt,  in  welchem  jedem  Punkte  eine  dnrch  ihn  gehende 
Ebene  nnd  jeder  Geraden  eine  Gerade  zugeordnet  ist,  und  von  welchem 
3)  die  Gleichung  ist.  Dagegen  ist  durch  das  Nullsystem  keineswegs  die 
Schraubenlinie  völlig  bestimmt;  vielmehr  führen  alle  auf  coazialen  Gj- 

2  kn 

lindern  liegenden   Schraubenlinien,   fUr  welche   der  Quotient   — ^ —   ans 

der  Ganghöhe  durch  den  Cylinderqncrschnitt  einen  und  denselben  Werih 
hat,  zu  dem  nämlichen  Nullsystem. 

Zürich,  den  25.  Novbr.  1869. 

Prof.  Dr.  Th.  Reye. 


Zur  Oeschichte  der  Telegraphie  und  des  Elektromagnetiimiis. 

Wenn  es  gestattet  ist,  nochmals  auf  die  am  Ende  einer  kleinen 
Mittheilung  über  die  Geschichte  der  Telegraphie  erwähnte  Notiz  (Jahrg. 
XIV,  S.  351)  in  Betreff  eines  magnetischen  Telegraphen  zurfiek- 
zukommen,  so  möchte  ich  zunächst  ergänzend  auf  eine  briefliche  Mit- 
theilung  von  Bertelli  (in  Comptcs  rendus  LXVII,  p.  785)  hinweisen,  in 
welcher  hervorgehoben  wird,  dass  eine  ähnliche  Idee  sich  schon  früher 
(als  1836)  in  mehreren  Werken  finde,  nämlich  von: 

S.  B.  Porta,  1558. 

L.  Barbieri  in  Parma,  1609. 

Famiano  Strada  Romano,  1617. 

Galilei,  1621—1623. 

Nicolas  Cabeo,  1627. 
Sodann  möchte  ich  auf  folgende  Stelle  in  der  Vorrede  eines  1869  in 
London  bei  Virtue  u.  Co.  in  zweiter  Auflage  erschienenen  Baches  von 
Robert  Sabine:  „The  History  and  Progress  of  the  Electric  Telegraph'* 
aufmerksam  machen,  welche  eine  etwas  eingehendere  Mittheilung  über 
den  fraglichen  Gegenstand  beibringt: 

Mr.  Bellamy  has  kindly  called  the  author's  attention  to  the  faet 
that  Galileo  was  fully  alive  to  the  importance  which  wonld  attach  to 
the  employment  of  magnets  for  transmitting  intelligence  to  a  distance, 
but  failed  to  see  bis  way  to  the  attainment  of  fhat.  In  one  of  bis  dia- 
logues*)  on  the  two  great  rival  astronomical  Systems,  written  in  1632, 
he  makes  Sagredus  say: 

„Tu  facis  ut  meminerim  alicujus,  qui  mihi  venditabat  occnltam  artem, 
qua  per  acus  magneticae  sympathiam  quandam,  ex  intervallo  duoram 
triumve  millium  milliariorum,  invicem  colloqui  liceret.     Cumque  dicerem. 


♦i  Galilei  Systems  Cosmicum.    Dial.  I,  gegen  das  Ende. 
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Flilienter  ^mpturnni  esse  nie,  dnmmodo  pritis  csiperiinentum  artis  ca|)erein, 
I  tttnqoe  ad  rem  snflicGre,  si  ego  in  utio,  ipso  in  alio  cubiculi  angulo 
[ «onsisUmns ,  respAndlt  mihi,  Operationen!  in  tani  exigua  distantia  cemi 
Cii  posiie.  quare  dimisi  liominem,  ac  dixi,  mihi  comniodum  non  esse  hoc 
ore  in  Aegyptum  aut  Mnscoviam  illias  experimenti  capiendi  cansa 
Itenäere:  si  tanien  ipse  eo  ire  veÜt,  me  Venetiis  manentem  partes  alteras 
lobitnnira." 

Das  erw ahnte  Werkclien  von  Sabin«  ist,  nebenbei  bemerkt,  in  Bezng 

kof  seinen  facblicUen  Inhalt  sehr  ewipfeljlenswerth;  es  trfigt  (anf  seinen 

278  Seiten,  mit  134  Holzschnitten;  Preis  3  Schillinge)  auch  den  neuesten 

ITerbessernngen    im    Gebiete    der  Telegraphie    Rechnung    iinrl    vcraach- 

dabej  die  geschichtliche  Seite  keineswegs.    Unter  Anderem  findet 

'  8.  23    bezüglich    der  Entdeckung    des  ElektromagnetismuB    die   Mit- 

» Teilung,  das»  die  Ablenkung  der  Magnetnadel  und  die  Erweckung  von 

MAgtjetismtiR    in    einer   noch    uumagnetischen  Nadel   bereits   1804  von 

tiVof,  Izarn  in  dessen  „Manuel  du  Gnlvanisme"  (Paris  1804)  beschrieben 

rordcn   sei,    wahrend    Oersted's   Entdeckung   erst    ins   Jabr    1819   fällt. 

[Der  betreffende    Paragraph     in    Izarn's    Werk    führt    die    Ueberschriftt 

f^Appareil  pour  reconnaitre  l'action  du  galvanisme,  sur  la  polaritt'  d'une 

wgoille   aimant<*e".     Nach  Beschreibnng   der  Anordnung  des  Apparates, 

|in  welchem  einfach  eine  frei  beweglich  aufj^ehängte  Magnetnadel  parallel 

[wWd  einen  vom  galvaniRchen  Strom  durchlaufenen  geraden  metallischen 

Leiter  gelegt  wird,  beschreibt  Izarn  die  Wirkung  mit  folgenden  Worten: 

D' apres   leg    observations  de  Rnmagnosi,    pbysicien  de  Trente,  Tai- 

|jptillc  deja  aimanti'c,    et  que    Ton  soumet   ainsi   au  courant  galvanlque, 

ixüuve  Tinc  declinaison;  et  d'apres  Celles  de  J.  Mojon»  savant  chiiniste 

ttcs»  les  aiguilles   non    aimantees   acquierent,   par  ce  moyen,   une 

de  polarite  magnötique, 

E.  ZßTZScnE. 


ö* 


III. 

üeber  die  Anwendung  der  Jacobi  -  Hamilton *8chen  Methode 
luf  den  Fall  der  Anziehung  nach  dem  electrodynamischen 
Gresetze  Ton  Weber. 

Von 

Gustav    H  o  i.  z  m  ü  l  l  e  r 

iii  Morseburg^. 


§1. 

E  i  ti  l  e  1 1  n  n  g. 

In  gcinen  Vorlesungeu  über  Dynamik  beschränkt  «ich  Jacobi  bei  der 
iwendang  der  Uam  11  ton 'sehen  Methode  auf  Bolehe  Probleme,  bei  wel* 
bflo  die  Bewegung  nur  fon  der  Configuration  der  Punkte,  nicht  aber  von 
»D  Geschwindigkeiten  abhftngt.     Diese  Methode  lässt  sich  jedoch,  wie 
reits  Riemann  bemerkt  hat,  aucii  auf  manche  Probleme  auM'onden,  bei 
denen  die  Geschwindigkeiten  in  Frage  kommen. 

HAndclt  es  sich  um  die  gegenseitige  Anziehung  von  Punkten  und  ver- 

pht  man  unter  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  unter    6"  diejenige  FunctioD, 

welche,  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  differentiirt, 

lie    Componenten    der   in  jenem  Punkte    wirkenden  Kraft  giebt,  so   gilt, 

renn  V  nur  die  Coordinaten  und  ausserdem  die  Zeit  implicite  oder  explicite 

fetbüU,  nicht  aber  von  den  Geschwindigkeiten  abhängt,  die  Gleichung 

6  j  {T-Jt-U)(if  =  0. 

»bei  wtT^  die  Variation  so  verstanden,  dass  die  Grenzen  nicht  mit  variirt 
Diese  Gleichung  behHlt  ihre  Geltnng  anch  dann,  wenn  Bedio- 
gicichnngen  vorhanden  sind,  welche  die  Zeit  enthalten  dürfen;   von 
•olch^o  wollen  wir  Jedoch  gnnz  absehen. 

aril»«lirtM  t  Mmth^ntmUk  ».  fUy-f ik  AT,  J.  0 
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Das  Bestehen  der  Gleichung  1)  wird  als  erstes  Erfordt^rniss  von  de; 
Hamilton 'sehen  Methode  voransgesetzt.  Sic  folgt  ans  den  gewöhnÜchea 
Gleichungen  der  Bewegung  und  umgekehrt  lassen  sich  die  letzteren  mt 
ihr  ableiten. 

Enthält  nun  aber  i^  die  Geschwindigkeiten,  so  ist  es  fraglich,  ob  sds 
der  Gleichung  1)  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Bewegnn*  folo^en  wür- 
den. Es  muss  also  bei  jedem  Probleme  untersucht  werden,  ob  dies  atitt- 
findet  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  dürfen  wir  von  jener  Gleichung  atta- 
gehen, im  anderen  nicht.  Sollte  es  uns  aber  im  letzteren  gelingen,  eine 
andere  Function  ü  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn  wir  sie  an  Stelle  des  friihe- 
r«n  ü  in  die  Gleicfaimg  1)  eiosetsen  j  ans  derselben  die  gewohnUchen  Be- 
W9girag8gleichiingen  folgen,  so  können  wir  diese  nene  Gleichung  an  dt« 
Spitze  der  weiteren  Untersuchung  stellen. 

Eine  allgemeinere  Methode,  dieses  neue  ü  zu  finden,  haben  wir  noch 
nicht.  Einige  kurze  Bemerkungen  über  den  Fall,  wo  das  Potential  ms 
zwei  Theilen  besteht,  deren  einer  die  Geschwindigkeiten  entbält,  während 
der  andere  frei  von  ihnen  ist,  gab  Riemann  in  seinen  Vorloeungen, 

Ist  jenes  £7  auf  irgend  eine  Weise  gefunden,  so  werden  indcpendeote 
Coordinaten  ^i  . . . .  y^  und,  um  die  Difi'erentialqnotienten  zu  entferoeii, 
neue  Grössen  /),....  py  durch  die  Gleichungen 

-Tg-;  ''" 

eingeführt  und  ans  der  Gleichung  l)  die  DiflTerentialgleichun^^en  des 
blems  in  den  independenten  Coordinaten  abgeleitel.  Die  HanuUon 
Methode  ersetzt  das  System  von  Differentialgleichungen  durch  eine 
tielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  (w  + 1)  Variabelfn,  derM 
allgemeine  Lösung  V  zu  snchen  ist,  welche  also  aasser'der  additiveii 
stanten  o  noch  v  andere  arbiträre  Constanten  a,  . . . .  ofy  enthält. 
Gelingt  es  uns  dann,  nachzuweisen,  dass  die  2v  Gleichungen 

wo  die  ß  neue  willkürliche  Constanten  sind,  die  IntcgralgT^icIiuugen 
obigen  Systems  von  Differentialgleichungen  sind,  so  war  diti  Anwrniliing] 
der  Hamilton'schen  Methode  gerechtfertigt. und  das  Problem  ist  auf  did 
Ausführung  gewisser  Integrale  reducirt.  Grelingt  uns  aber  dieser  Bewrli 
nicht,  so  sind  die  Resultate  illusorisch. 

Der  allgemeine  Beweis  für  den  Fall ,  dass  ü  nnr  die  Ck 
die  Zeit  implicite  oder  explicite,  nicht  aber  die  Geschwind! 
findet  sich  bei  Jacobi  in  der  20.  Vorlesung.    Für  solche 
die  Geschwindigkeiten  enthält,  ist  stets  eine  besondere  U 
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KUr  das  hierbor  gcliürendo  Problem   der  Anziehung  nach   dem 

lUetrod jnaniischen  Gesetze    von  Weber   hat   Neumann*    anf 

^tincm  elgenthttmitchen  Wege  den  Ausdruck  V,  welclier  in  die  Glcicliung  1) 

»eioxaseUen  ist,  gefanden  und  dadurch  jenem  Gesetze  eine  neue  Bedeutung 
|e;eben. 
Dieses  intere.ssante  Gesetz  wird  schon  jetzt  vielen  Untersuchungen  zu 
Grunde  gelegt,  Bcheint  jedoch  nach  der  Ansicht  vieler  Forscher  berufen 
SU  sein ,  in  späterer  Zeit  eine  noch  grössere  Kidle  zu  f^pielen.    Sicher  hat 

Ieiprojiso  Wichtigkeit  schon  insofern,  als  es  das  New  ton' sehe  als  speciet- 
ji^n  Fall  in  sich  schliesst. 
I  Wir  wollen  in  Folgendem  nnterauchen,  ob  sich  die  Hamilton'sch  a 
Methode  auf  dieses  Problem  «uwenden  lüsst ,  und  zwar  soll  zunüchst  er- 
örtert werden  die  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  nach  dem 
Wflber*8chen  Gesetze  von  einem  festen  Centmm  angezogen 
wird. 

kEhe  wir  jedoch  zu  der  eigentlichen  Untersuchung  übergeben,  sind  die 
HthigCD  Bemerkiingen  über  den  Zusammenhang  des  Weber 'sehen  mit 
KNeamann'schen  Ausdrucke  vorauszuschicken. 
^Tst  r  die  Entfernung  des  Punktes  .rtjz  von  dem  anziehenden  Centrnm, 
Dod  m  seine  Masse,  dann  ist  die  in  der  Richtung  von  r  wirkende  Anziehung 
ttdcb  Wc  b  e  r : 

liier  ist  c  ßine  sehr  grosse  Constante  und  zwar,  wie  man  vermutbet,  nn- 
[efiihr  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes. 

Die  gewöhnliche  Krüftefnnction  würde  also  sein: 

».=f(.-';> 

Es  ist  klar,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  in  einer  Ebene  staltfindet, 

iilehe  durch  die  Richtung  V(m  r  und   die   des   anfänglichen  Stosses  be- 

[ifimnit  wird;  denn  es  ist  kein  Grund  vorbanden,  welcher  den  Punkt  be> 

timmen  sollte,  diese  Ebene  zn  verlassen.    Wir  beschrKuken  uns  also  auf 

irei  Coordinaten. 

Die  Bewegungsgli'ichnngen  sind 

fn  -777  =  7/  —  = 

dl*  r        dr 

d*y 


i) 


»») 


dt*  r        dr 


I  dieseu  folgt,  wie  leicht  zu  sehen: 


I .„_ 

8e«ff«ra,  Iaaag:uraldisterUtioD:    De  uiotm  perturbattrmibuique  planftarum  etc.     Oöt- 
liftf«a  18M. 
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d   /dsV         düt    dr         du, 

''dAW-^-B^'Ti-^-dT^ 

and  durch  Integration: 

Es  gilt  also  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  welches  nicht  ohne  Wei- 
teres angewendet  werden  durfte.  Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  auch  das 
Flächenprincip  gilt,  da  es  sich  nm  eine  Centralkraft  handelt. 

N  e  u  m  a  n  n  hat  nnn  gefunden ,  dass  man  auf  die  Bewegungsgleichun- 
gen  4)  kommt,  wenn  man  in  die  Gleichung  l)  statt  des  gewöhnlichen  V, 
einsetzt :  , 


.)  -=tO+f)- 


und  zwar  ist  er  folgendermassen  auf  dieses  V  gekommen:  Zieht  das  Cen- 
trum  den  Punkt  xyz  mit  der  Masse  m  nach  dem  Newton* sehen  Gesetze 

an ,  so  gehört  zur  Entfernung  r^  das  Potential  — .     Angenommen  nun ,  das 

Potential  käme  nicht  sofort  zur  Geltung,  sondern  würde  mit  endlicher  Ge- 
schwindigkeit dem  sich  bewegenden  Punkte  zugeschickt,  wie  z.  B.  das 
Licht  oder  der  Schall ,  so  würde  das  zur  Entfernung  r^  gehörende  Potential 
den  Punkt  erst  dann  erreichen ,  wenn  er  sich  in  einer  anderen  Entfernung 

r  befindet,  so  dass  nicht —  das  dort  wirkende  Potential  ist,  sondern  — 

oder,  wie  aus  den  Entwickelungen  von  Neu  mann  hervorgeht,  der 
Ausdruck  , 


-T  o+y. 


wo  c  die  Geschwindigkeit  ist,   mit  welcher  sich  das  Potential  im  Räume 
fortbewegt. 

Dass  man  jetzt  wirklich  von  Gleichung  1)  auf  die  Gleichungen  4) 
kommt,  ist  leicht  zu  zeigen.   Ist  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  so  ist 

/'        /•'  r' 

d'f   T  di=^  I  mx  öx  dt-\-  I  my  öy  dt. 

Die  Integration  durch  Theile  giebt  für  jedes  Integral  der  rechten  Seite 
ein  neues  Integral  und  einen  vom  Integral  freien  Theil.  Der  letztere  fl&llt 
weg,  da  die  En(}positionen  nicht  mit  variirt  werden,  so  dass  stehen  bleibt: 

6  I  Tdt=-  m  j  {x'dx+y"6y)dL 


Aus  ü=~(l  4- V)  ^olgt  ferner 
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^rr       ^^x     i^^  X    '  ***  (.i''\x     ^'""''     s   ' 

er  dr  r  \         c^  /  rc* 


H 

^^y^  Wendet  tnnn  auf  das  letzte  Integral   die  Integration  durch  Tbeile  au 
^^■llieht  man  Alles  zusammen,  so  fülgt: 


6fL^-fl{.-g  +  '-lf)ör,.=ß6rä.. 


'  Demoach  ist: 


'o 


ix  und  6y  sind  aber  unaMiÜngig  vun  einander,  so  dass  sich  folgende 
rileichimgen  ergeben: 

es  sind  aber  die  obigen  Bewegungsglcichnngen. 

Jetxt  dürfen  wir  die  Gleichnng  l)   zum  Ausgangspunkte   der  Unter- 
cbafig  nehmen. 


§2. 


Ableitung  der  Differoutialglcichungen   des  Problems  in 
indepeu deuten  Go ordinalen. 
Als  independente  Coordiuaten  werden  r  und  {^  eingefübri  durch  die 
Gldcbungen : 

x  =  r  cos  -O- ,         y  =  r  si«  ^ , 

•0  dt6s  (T-f  6')  eine  Function  von  r,  r\  &^  0'  wird.    Man  bilde 

t. 


'ß 


a  I  {T+U)dt 

Vl^  wende  die  Integration  durch  Theile  an,  dann  ergiebt  sich,  da  die  vom 
latepral  freien  Theile  wegfallen,  an  Stelle  von  Gleichung  1)  des  §  l: 

•=/K*^-:;,C-^)]"tPr'-.'PIJ'")]'i'- 


Da  fr  und  d  «>  uiiabbHngig  von  einander   sind,  so   ergeben  sich   die 
Cilciebttogen : 
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d(T+ü)      d  (HI±Ü)\  _ 

d»        dt\dV~  J      * 


Dies  sind  die  Bewegnngsgleichongen  in  der  neuen  Form. 
Der  Werth  von  {T-^ü)  in  den  neuen  Coordinaten  ist: 

Jetzt  sind  neue  Grössen  p  einzuführen  durch  die  Gleichungen 


d.h. 


Bezeichnen  wir  nun  {T'{-Ü)y  sobald  die  neuen  Grössen  eingeführt  sind, 
mit  \T-\-  ü\,  so  erhalten  wir: 

Für  diesen  Ausdruck  gelten  nun  folgende  Gleichungen : 

dp;  -"'       dp,  -''' 

d\T±ü\_dJJ±U)_ 

ao     ""     d»     "■  ' 

d\T-\-ü\_      d{T-\-ü)      2m 
dr  dr  r*' 

Setzt  man  diese  Resultate  in  die  obigen  Gleichungen  der  Bewegung  ein, 
80  ergeben  sich  folgende  Differentialgleichungen  des  Problems: 

d\T'{-ül_      dp,      2m 
,v  1       ^         ar        ""       rf/        r«  ' 

*^^      a^  dt      ' 

und  dazu  kommen  noch : 

d\T±lJ\__d_r 

2\  l  ^^'  **'' 

a\  d\T±ü\^dJ' 

^        dpt  ät' 


Von  O.  IIuLZMÜLLEÄ. 


§3. 


Aufstelluüg  der  partiellen   Dirf'orenlialglüi  clmug 
e  r  «  t  c  r  Ordnung. 
Seixeu  wir: 

t. 


I) 


V^f(T+U) 


dt 


uod  bilden  wir  6  V,  J(.'(lncl)  tto,  dasti  nucL  die  Endpobilioneii  varürt  werden, 
Ml  falleü  bei  der  Inlegratioii  durch  'riicile  niclit  mehr  die  vom  Integral 
tioicu  Ausdrücke  weg,  50  dass  wir  haben: 

er  Cv 


6  0)  dl. 


,    r\\d(T±U)      d  (d(T-\-U)\-\        ,rd(T+U)      d/d{T+ü)\ 


N«<h  dem  Obig«u  ist  der  letzt»*re  Theil  gleich  Nullj  bezeichtieu  wir  dcm- 
luich  mit  ffl  und  Oq  die  Aufangspositioueu,  mit  r  imd  {f  die  EndpouitionoD, 
tu  bluibt  stehen : 

Bfltiftcbteu  wir  aber  V  als  Function  der  Anfangs-  und  Eudpuajtiducu  und 
der  vertiu^üeneu  Zeit,  so  ist: 

dV  dV  dV  dV 

<'r„  f'tJ"y  Cr  ^{> 

Vergleicht  uian  die  beiden  leisten  Ausdrüi'ke  und  setzt  man,  da  die  Va- 
rJÄlione«  willkürlich  sind,  die  entsprechenden  Factoren  gleich,  so  cut- 
«lelifti  folgende  Gleichungen : 


dV    d  ( J+  U) 


dr 


dr 


^Pi 


dV     d(T-\-U) 


d^ 


d&' 


=i'», 


i^i«  p  iMseu  sich  demnach  ersetzen  durch  partielle  Differenlialquotienlen 
^*>o  Kanch  den  independenten  Coordinalen. 

Wir  betrachteten  soeben  V  als  Function  der  Anfangs-  und  Endcoordi- 
"*leu  und  der  verflossenen  Zeit  /;  letztere  ist  in  V  sowohl  explicite  ent- 
"»Itoü,  aU  auch  implicite  in  den  Endcoordinaleu,  nicht  aber  in  den  Au- 
f^&coordinateo,  so  dass 


U) 


'in'~lT'^  d7'  dt'^d^'  dt' 
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Ferner  giebt  die  Dififerentiation  der  Gleichung  l)  nach  der  oberen  Grenze  <: 

dV 
8b)  d7=^+^- 

Dnrch  Sabtraction  von  3a)  und  8b)  erhalten  wir: 
oder  wenn  man  setzt : 

=2|r+p|-'5^-|r+p|  =  |r+F|-^. 

dV 

4)  ä7  +  *=»- 

In  diese  Gleichung  kann  man  an  Stelle  von  r^r\  &  und  &'  einführen  r,  ^, 

B  V  ifV 

Po  Pf  5  Pi  'lod  p,  aber  lassen  sich  ersetzen  durch  -5—  und  -r-- ,  so  dass  in 

Cr  cv 

7^  V       7i  TT 

Gleichung  4)  nur  noch  vorkommeta  r,  ^,  /,  -—  ,   •^— .     Durch  diese  Trans* 

or       o9 

formationen  geht  also  Gleichung  4)  über  in  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  mit  drei  unabhängigen  Va- 
riabelen,  durch  welche  V  definirt  wird  als  Function  von  r, 
l  und  d. 

§4. 
Beweis  für  die  Anwendbarkeit  der  Hamilton'schen  Me- 
thode auf  unser  Problem. 
Es  ist  der  Beweis  für  folgende  Behauptung  zu  liefern: 
Ist  V  eine  allgemeine  Lösung  der  obigen  partiellen  Diflferentialgleich- 
uog  erster  Ordnung,  d.  h.  ein  Integral,  welches  ausser  der  additiven  Con- 
stanten  a  noch  zwei  andere  arbiträre  Constanten  0|  und  o,  enthält,    und 
setzen  wir: 

WO  ß,  und  ßt  neue  willkürliche  Constanten  sind,  und  nehmen  wir  dazu  aus 
Gruppe  2)  des  §  3  folgende  Gleichungen: 

so  wird  behauptet,  dass  diese  Gleichungen  die  Integralgleichungen  des 
Systems  von  DiflFerentialgleichungen  am  Schluss  von  §  2  sind. 

Beweis.  Der  Beweis  ist  geliefert ,  wenn  gezeigt  wird ,  dass  die  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  I)  und  II)  nach  /  auf  die  obigen  Differential- 
gleichungen führt. 
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Die  Gleichnngeu  I)   gelten  zunächst  identisch  für  joden   beliebige  ^ 
I.  B.  auch  für  (/  -f-  dr);  differentiire  ich  also  beiderseits  voltständig  nach  /, 

d  V 

10  d»rf  ich  beide  Seiten  gleich  setzen.     Da  nun  t  sowohl  explicite  in  ^ — 
TorkoiDtat,  als  auch  iniplicite  (in  r  und  0},  so  ergiebt  sich: 

a«  r      dr  ,     d*V      d^ 


*) 


da,di'^da^dr    dt 

0  —  —  ^  -I-    ^'^ 
~"aa,a/'^atf,  ör    dt 


Bot  39    dl' 
dr       d'V       d^ 


da^dQ     dt 

Ferner  darf  ich  die  Gleichang  4)  in  §  3  partiell  nnch  den  a  difleren 
tiiren,  da  die  a  willkürlich  sind,    also   die  Gleichung  auch    identisch  für 
(«f{-(/o)giU.    Man  erhält: 

da. 


0  = 


b) 


Nun  ittl  aber 


0  = 


a«,  .ar 


aaj.a/ 


^='^^'^u-''-^'^'^^' 


\  w«  r',  *', 


ar    a_F 

ar'  a^ 


vermittelst  der  Gleichungen: 


Px 


2  m 


('-^.)' 


_ar  _ar 

durch  r,  ^,  p,  und  />,  «u  ersetzen  sind.  Hat  man  auf  diese  Weise  t//  als 
FuDction  von  'i  r,  ^,  /»,  und  /;,  dargestellt,  so  sind  offeubar  a^  und  a,  in  t(^ 
nur  insofern  euthaltOD,  als  sie  in  ;>,  und  jy,  vorkommen;  die  Gleichungen  b) 
gekeD  also  über  iu: 


0  = 


0  = 


in: 


0  = 


a«,  d/"^a;>i  *ao,  ap, *aa,' 

a^r     an;  ap,  ai/;  a;., 

0«,a/'*'a/;,  'a«,  ap, 'aa,' 

K  ,    a»r    ai//  a*r    d^ 


0 


0  =  - 


ao,  a< 
a«r 


a«r    at 


Die  OleichiiDgssysteTnc  a)  und  c)  haben  dieselben  Coefficienteu.  Giebt 
iJw  die  Auflösang  derselben  etwas  Bestimmtes,  so  müssen  eich  für  die 
[^obekanntcn  dieselbea  Wcrthe  ergeben,  d.  h.  es  muss  sein*. 
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80  dass  wir  die  Auf'Iösnug  der  Gleicbungeu  a)  umgangen  haben  durch  Auf- 
stellung des  Systems  c).  Etwas  Bestimmtes  aber  geben  die  Gleichungen 
(insofern  die  Coefficienten  derselben  endlich  bleiben,  was  immer  angenom- 
nien  wird)  stets  dann,  wenn  die  Determinante  der  Coefficienten  verschie- 
den von  Null  ist,  d.  h.  sobald 

dV  dV 

„Wäre  aber  Ä  =  0,   so  wären  die  Grössen  - —  und  5 — ,  als  Fanctio- 

nen  von  r  und  9  betrachtet,  nicht  unabhängig  von  einander,  d.h.  es  mttsste 

dVdV 
üwiscbeu  - — ,    :r~  >  «1 »  «a  ""^  '  ßhie  Gleichung  existiren ,  welche  r  und 

da,      (7  a, 

^  nicht  cnthielli*.     Ebenso  wären  -—  und  — -  ,  als  Functionen  von  a,  und 

«2  betrachtet,    nicht  unabhängig   von  einander,   und   es   müsste   zwischen 

r- ,  ^— ,  r,  0  und  /  eine  Gleichung  existiren,  in  welcher  cir,  und  «-  nicht 
or      o& 

vorkämen.     Man  hätte  also  eine  Gleichung  von  der  Form : 

d.  h.  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welcher  die  vor- 

d  V 
ausgesetzte  Lösung  V  genügen  müsste  und  welche  -^  nicht  enthält.    Dies 

ist  aber  unmöglich,  wenn  V  wirklich  eine  vollständige  Lösung  von  Gleich- 
ung 4)  sein  soll.*'  Die  Begründung  davon  ist  wörtlich  dieselbe,  wie  bei 
Jacobi  S.  161  etc. 

Sobald  also  V  wirklich  eine  vollständige  Lösung  der  betreffianden 
Gleichung  ist,  kann  R  nicht  Null  werden.  Der  Schluss  auf  das  Bestehen 
der  Gleichungen  5)  war  demnach  ein  berechtigter. 

Sind  nun  die  Gleichungen  5)  identisch  mit  den  Gleichungen  2)  in  §  2, 
nämlich  mit 

d\T-^ü\_dr  d\T'\'ü\_d9 

dpi       ^di'  dpt      ^  dt' 

so  sind  wirklich  die  Gleichungen  I)  die  Integralgleichungen  der  letzteren. 
Und  dies  ist  der  Fall,  denn  in  §  3  war 

folglich 

d^      d\T'\-U\  _  rfr 

und  ebenso 
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dpt  dpt  dl 

lilio:  die    Gleich  uugou  I)   sind    die   lutegralglüicliungeu  der 
BiffereuttalgleicliuDgeu  '2)  iu  §2, 

Um  da^elbe  für  die  Gli'.icbiiü^cii  II)  zu  beweisen,  diiTcreutüren  wir 
[dteielben  volbtäudig  uacU  /  und  erbaltün : 


•1) 


ö«  V        d*V    dr       ^«  V 


(i& 


'drdt^dr'dr  dt^drd&^t* 
'^^a/"*"ara^'(i/'^ä^ö0'  dt' 


arar~ar* 


d&dr~~  ör 
i\  da  ferner  nach  den  Olcichungeu  5) 

dr_dip  d?t  ^ 

dl  ~  dpi'         Yl~ 

[  10 geht  das  System  d)  über  in: 


•) 


f//;,  _  d*V       dpi    dt^      dp^    d  *?' 
lit^öWdi^  Ö^'  dpi     dO  '  dp^ 


Die  partielle  Differentiation  der  Gleichung  4)  nach  r  uud  ^  giobi  nbcr, 

d  V 

lUr  and  d  aunächat  in  — ,  dann  aber  iu  t/;  sowohl  explicite,  als  auch  im- 
l»licite  in  dcD  p  vorkommen, 


0 


drdl 


dpt     dr       öp2     dr      dt 


»«  dnas  wir  <hircli  Öubtraction  der  Sybteme  e)  uud  f)  erhalten: 
ö)  ^  —  _  ?^  1^  —  _  ?^. 

'^»jedoch  ^==\T+D\^^  ist,  eo  folgt  ans  ß) 
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Dies  sind  aber  die  Gleichungen  1)  in  §  2.     Also:    die  61e*ichangen  IT/ 
sind  die  Integralgleichungen  der  entsprechenden  DiffereQ» 
tialgleichnngen.  ' 

Damit  ist  der  Beweis  für  die  Anwendbarkeit  der  Hamilton*  sehen 
Methode  auf  unser  Problem  geliefert,  und  zwar  in  einer  Form,  in  welcher 
er  8ich,höchst  einfach  auf  beliebig  viele  Variabelen  ausdehnen  lässt.  Jetzt 
sind  wir  tiberzeugt  davon ,  dass  die  Integration  der  partiellen  DiflferentiaU 
gleichnng  erster  Ordnung  richtige  Resultate  liefern  wird. 

§5. 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung. 
Ersetzt  man  in  der  Di£Perentialgleichung 

oder 


i^^h) 


r  und  ^'  durch  die  />,  und  dann  />,  und  p^  durch  -^  und  -^ ,  so  geht  sie 
über  in: 

^  a^  "*"  Ur/     2i»i(rc«+2)  "•"  \a*/  2mr«       r '^'^' 

dV 
t  kommt  nur  in  -j-  ,  sonst  nicht  explicite  vor,  deshalb  setzen  wir  Ter* 

d  V 
sttchsweise  •--  =  «,,  oder  r=  «i  /  +  fV,  wo  «,  eine  willkürliche  Constante, 

fr  aber  constant  nach  t  ist,  so  dass,   da   ^r-r-  =  5-r-,     -;?— =  ,^ —  ist,  die 

o&       09       or       or         ' 

Gleichung  übergeht  in : 

"'■*"\ar/'  2m(rc«  +  2)  "^  \a^/     imr«        r"^- 

dlV 
Da  ^  nur  in  -^-r-,  sonst  nicht  explicite  vorkommt,  so  setzen  wir: 

B  fV     dz 
wo  Z  constant  nach  l  und  ^  ist,  also  — —  =  — .  Die  Gleichung  geht  über  in 


also 


.  /aZ\«  r««  «.»         m       ^ 
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d.h. 


so  dass  sich  als  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  4  *)  ergiebt 

A)  ^•  =  «.'+«.*  +  /3-»//(^-..-,-^)(l  +  l,).r. 

Die  Integralgleichungen  für  das  mechanische  Problem  sind ,  wie  oben 
nachgewiesen  : 

_  =  ^.  =  ^+_,        __-  =  ^.  =  e4-^-, 
also 

B)  «  =  A  +  ».    '        '^ 


/2m'     o,'       „ 
— -^-l«,m 

Dieses  Integral  giebt  den  Zusammenhang  zwischen  i  und  r. 
Ferner  erhalten  wir: 


wodurch  der  Zusammenhang  zwischen  ^  und  r  gegeben  ist. 

Führt  man  in  das  letzte  Integral  Z= —  ein,  so  geht  die  Gleichung 
ober  in  

r  /^"^ 

C*)  o  =  jS,-.«,/     ,  -■— . 

§6. 
Constantenbestimmungen  etc. 

Ans  Gleichung  B)  folgt: 


ml/  l  +  —dr 
dl  = 


Aus  Gleichung  C)  folgt:  


dr 


und  dtireh  T»  «^  ergiebt  BicVi*. 
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Da  aber  r^dd"  der  doppelte  Fläcbeninbalt  eines  Elementes  üt,  welcbetl 
Radius  vector  beschreibt,  so  ist  o,  dieselbe  Coostante,   welche 
Flächenprincip  giebt.    Dass  letzteres  hier  gilt,  wurde  tehon  ebea  < 

Ist  also  der  Anfangszustand  gegeben  darch 


«..r.,  *.,        ".-{^X^^- 


and  den  Winkel  /Sq,  welchen  die  ADfatigsgeschwindigkeit  mit  dem 
vector  r^  bildet,  so  dass 

ds^sinßo  =  r^dd^,       ds^cos  ßo  =  dr^, 
und  demnach 


'^•=0,'    ''•""p»='-"SI' 


p„cosl ^^ 

80  ergiebt  sich : 

«,  =  OT r„'  y—J    —  m r^Vo  sin  ß^. 

Ferner  folgt  ans 


V  cos  ß  = =r 

'^        dt 


/2  m*      aJ 


m'  (  l  H A  !;«  ros'ö= 1-  —  2«,  m , 

oder  wenn  der  Werth  für  o,  eingesetzt  wird; 

2  a,  =  —  wv«  -f-  —  (l  —  i;«  cos»/S  -^j 

,.2m/         r'\  ,.       „ 

=  —  m ü'  H h  —  —j  =  _  TOP«  +  2  (7, , 

also  T=üt  —  Ot,  so  dass  «i  die  Constante  ist,  welche  ans  dem  Princip 
der  lebendigen  Kraft  hervorgeht.  Sie  bestimmt  sich  aus  dem  Anfangs- 
znstande  als 

2o,  =  -mV+-^  (l^v*cos*ß„—j)' 

Zugleich  hat  es  sich  an  dieser  Stelle  bestätigt,  dass  das  Princip  der  leben- 
digen  Kraft  fttr  unser  Problem  Geltung  hat. 

Um  die  Bedeutung  der  Constanten  ß  festzustellen,  müssen  wir  den 
Integralen  bestimmte  Grenzen  geben.  Setzen  wir  als  untere  Grenze  einen 
bestimmten  Zahlenwerth  r^  fest,  so  ergiebt  sich  aus: 


+  ^n 


;  für  r  =  r",  d.  h,  /  =  ^oi  recjits  nur  .stohan  bleibt  jS, ,  so  dass  j3,  der  An- 

kngswertfa  von  t  ist.  Ebenso  folgt  aus  C),  dass  /?,  dnr  Anfangswortli  von  ^  ist. 

l>n  /  und  ß  stets  reell  sein  mUss<«.n,  so  folgt  aus  Gleichung  B)  (wo  die 

Zähler  stebeudo  Wurzel  nie  imaginär  wird,  weil  r  stets  positiv  ist),  dass 

\f  im  Nenner  stebrnde  Wurzel  nie  imaginär  werden  Anx^ ^  woraus  sich  für 

,  oin   Älaximal-  und  Minimalwcrtb    erg-ebcn  wird.     Diego  Leütimmen  siel» 

rch  die  Gleichung 

^  —  2  «,  wj  =  0 


r,  = [/   tir 

2  Cit,       2  «,  f  w 

^  ^    « J_  t/,,,?  _  '  «»  "t" 

'^^       2r»,       2«,  r       "  '«       * 


od  äIso,  wenn  cgegeben  ist,  leicbt  aus  dem  Anfangszustando  zu  berechnen. 

Die    möglichen  Lagen   des   angezogenen  Punkte»   sind   demnach    be- 
KtirSnkt  auf  einen  Ring  zwischen  «wei  concentrisclicn  Kreisen,  die  mit  den 
»dien  r,  und  r,  um  das  anziehende  Oentrum  geschlagen  sind. 

Was  die  Ausführung  der  elliptischen  Integrale  anbetrifft,  so  verweisen 
ir  «uf  die  Dissertation  von  Seegers,  wo  sie  elegant  bebandelt  sind. 

Für  das  Maximum  und  Minimum  des  Abstantles  wollrn  wir  die  Namen 

^phelium  und  Perihelium  beibehalten.     Seegers  bat  nachgewiesen,  daas 

üfeitiaaderfolgcnde  Peribclia  und  Aphelia  nicht  um  dem  Winkel  n,  wie  bei 

Bin  New  ton'scben  Gesetz,  sondern  nm  einen  andern  von  oinander  ab- 

(ehcn. 

Diese  Bemerkung  soll  mit  Hilfe  des  Obigen  dazu  dicuen ,  uns  ein  Bild 
an  der  stattfindenden  Bewegung  zu  verschaffen. 

Aus  der  Gleichung  des  Fiäcbenpiiucips 

m  r'  ^'  =  ttj 

»Igt  aunSebst,  dass  O'  nie  sein  Zeichen  ändert,  dass  also  die  Bewegung 
tcts  in  demselben  Sinne  vor  sich  geht.  Sie  umscbliosst  stets  den  kleinen 
Ito'ii  nnd  wird  von  dem  grösseren  umschlossen. 

Ferner    ist  anf  Grund   desf*elben   Princips   die   Geschwindigkeit  um* 
Bbrt  proportional  der  Enlfcrnung  des  Centrums  von  der  Tangente  der 

I,  so  dass  sie  am  laugsamston  im  Apbeliuiii  ist.     Kjidlicb  ergiebt  sich, 
dMBB  tn  demselben  r  dasselbe  O'  gehört. 

Aus   dem  Princip   der   lebendigen   Kraft   folgt  durcli   Elimination  der 
niiftAtiteu  a 
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oder 

4[(^''+.'*'')-(r.''  +  ..'..'')]  =  ^.(.-V)-,A(>-'-f) 
Für  gleiche  r  ergiebt  sich  also ,  da  zu  denselben  gleiche  9"'  gehören , 

4(/-r.'')  =  ji5(r.''-r''). 

eine  Gleichung,  die  nur  möglich  ist,  wenn 

r^  +  r',. 
Folglich  gehören  za  gleichen  r  stets  gleiches  ^'  nnd  gleiches  r    (abgeselieii 

ds 
vom  Vorzeichen) ,  also  auch  gleiches  —  und  abgesehen  vom  Zeichen  glei- 
ches —  und  — — -;  in  Worten  also: 

Wird  irgend  ein  um  das  Centrnm  geschlagener  Kreis  voax 
dem  angezogenen  Punkte  öfters  durchschnitten,  so  geschiek  ^ 
dies  stets  mit  derselben  Geschwindigkeit  nnd,  abgesehen  voiV 
Vo rzeichen,  unter  demselben  Winkel. 

Daraus  ergeben  sich  folgende  wichtige  Eigenschaften  der  Bahn : 

Ist  P  ein  Perihelium  und  A  das  darauf  folgende  Aphelium ,  so  ist  der^ 
Weg  von  A  nach  dem  folgenden  Perihelium  Pt  congraent  dem  Wege  von 
P  nach  A  und  symmetrisch  gegen  die  Linie  AC  gelegen,  wenn  C  das  Ceo- 
trum bedeutet.    Der  Weg  von  P,  nach  ^,  ist  eongruent  dem  von  A  nach  Pt 
und  symmetrisch  gegen  die  Linie  P,  C  gelegen  u.  s.  w. 

Die  Aphelia  folgen  also  in  gleichen  Winkel  abständen  auf  einander, 
ebenso  die  Perihelia  unter  denselben  Winkelspannnngen.    Ist  diese  letztere 

y  und  -  irrational,  so  hat  die  Bahn  unendlich  viele  congruente  Arme;  ist 
n 

~  rational ,  so  ist  die  Anzahl  dieser  Arme  endlich  und  die  Bahn  läuft  in 

sich  selbst  zurück.  Sie  hat  zunächst  so  viele  Symmetrieaxen  durch  c,  als 
Perihelia  und  Aphelia  zusammengenommen.  Verbindet  man  ausserdem 
einen  Punkt,  in  welchem  zwei  Arme  der  Bahn  sich  schneiden,  mit  dem 
Centrnm ,  so  entsteht  wieder  eine  Symmetrieaxe.  Auch  von  dieser  letzteren 
Gruppe  haben  wir  entweder  eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl. 

Für  c=QO,  wo  also  das  Potential  keine  Zeit  gebraucht,  um  den  an- 
gezogenen Punkt  zu  erreichen,  stimmt  das  Gesetz  mit  dem  Newton'schen 
ilberein,  und  die  Bahn  des  Punktes  wird,  wenn  nur  r,  endlich  bleibt,  eine 
Ellipse.  Dann  ist  der  Abstand  der  einzelnen  Aphelia  unendlich  kleiot 
d.  h.  y  =  0.  Ist  c  sehr  gross ,  so  ist  die  Bahn  nahezu  eine  Ellipse  nnd  y 
wird  sehr  klein  sein.  Ein  ungefähres  Bild  der  Bahn  fUr  sehr  grosses  c  (nnd 
c  ist  in  Wahrheit  sehr  gross)  könnte  man  also  etwa  auf  folgendem  Wege 
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I  erbalten:  Es  bewege  sich  ein  Punkt  nach  dem  New  tonischen  Gesetze  auf 
finer  Ellipse,  während  dieser  Bewegung  aber  drehe  sich  die  Ellipse  sehr 
lingsam  nm  den  13remipnnkt.  in  welchem  aich  die  anziehende  Kraft  be- 
findet. 

§7. 
Dasselbe  Problem  für  drei  Coordinaten. 

Um  ZQ  zeigen,  wie  schnell  die  Uamil ton 'sehe  Methode  zum  Ziele 
fubrl,  wollen  wir  dasselbe  Problem  noch  einmal  kurz  für  drei  Coordinalen 
(iurchriihren. 

Die  independenten  Coordinaten  werden  eingeführt  dnrch  die  Gleich- 
ungen 

x  =  r  cos  q>,      y  ^^  r  sin  9)  ros  V ,       z  =  r  sin  q>  sin  '^f , 

tod&ss 

,i         ,1         ,t         ,«  f  ,» 


'^2  V    +''9'  -\-r*sin'(p^  )• 


Ferner  ist 


Die  Einführung  der  p  geschieht  durch  die  Gleichungen 
HT-^-V)    _       ./.    .     1  \     „,„„,_  Pi 


dr 


==  Pi  =  -*  '"  r  ^^  +  — ,  j ,    al«o  /  = 
=  p,  =  »Mr»9, 


also  o)  ^  — T , 


Dai 


dtp  '  '  '    '  '        mr' 

--^ — -, — -  ^=  n,  =  m  r*  51«' qj  Tlr  ,  also  t/;  =  — .    .  ,    . 


18  traosformirte  (7^4-  ^0  wird  demnach 

2)  \TJ^U\  = 

4  m 


pr L    '^«_ 

•  ^       2mr*^2mr*sin*(p  '  r 


I)i«8fA  hat  die  Eigenschaft,  dass 


^p^ 


d  Pf  2mr^  sin^cp 

UUtkri/l  r.  Mttbrm-itik  a.  PbyMik  X  V,  2. 


dpt 


2mr« 
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ferner,  dass 

HT±U)^_d\T+ü\_2m^    a(r+t^)^      d\T-{-D\ 
dr       ~~  dr  r«  '         d  tp      ~  d  q>      ' 

HT±ir)  ^_d\T±U\ 

Die  Bewegangsgleichangen  von  der  Form 

djT^Ü)      d/d{T+U)\_    ■ 
dgi  dl\     dg;     )        ' 

wo  die  q  die  independenten  Coordinaten  sind,  gehen  über  in 


I. 


wozu  noch  treten 


II. 


ß) 


„ 


dr 

d\T+ü\ 
d  q> 


di 

dPt 
'  dt' 


d\T+U\ dp,_ 


d^ 


dl 


=  0, 


X   d\T+ü\       , 


ß) 


d\T-\-U\ 


dPt 


=  9- 


Setzen  wir  jetzt 


,   d\T+D\ 


/;■ 


^T+ü)dt==r, 


80  ergiebt  sich 
III. 


dr^     dP        ''"    dq, d^~^'* 


Ferner  folgt  ans 

ar^ar    ar  dr    dv  dj    d_r  d^ 

dt       di'^dr  '  dt^dq)'  dt'^dil)' dt 


und 


die  Gleichung 


oder 


dV 


dr 


Yt+P''''+P'<P'  +  P,t'-{T+ü)  =  0, 


YfZY 


Va«^/  '  2msm*(p      r 


-•a.=o. 
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Dies  Ut  die  partielle  Differential^leicEnng  l'**^  Ordnung  mit  vier  Variabelen. 

Um  sie  xa  integriren  ,  setzen  wir  versuchsweise 

dV 

—  =  a,,      also   r=  OTi  i  +  n\ 

so  dass  die  Oleicbnng  übergebt  in 

et  * 
Wir  fageo  beiderseits ^  hinzu  und  setzen 


a  IFV     rc" 


2-|-rc«       r 


•ft^) 


?=/-(r-.-?')('^Ä). 


dJV 

d 


d.  h. 


f       »o  geht  die  Gleicbnng  über  in 
^      oder 

4[ö^y+(i?)'-siif^]=°''- 

a  * 
Föfft  man  beiderseits r4—  binzu  und  setzt  man 


ad»o 


SO  Tprwandelt  sieb  die  Gleichung  in 


oder 


D^mnacb  ist  das  allgemeine  Integral  unserer  Diffprcntialgleichung 

SA)  .=  V4-//C-?-.«..-^-^)(.  +  .-fJ.' 

wfth 


während  die  Differentialgleichungen  des  Problems  sind 


-l^ 
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B)  ß,  =  l-m 


c)      ft=-  •  •-  .    '        "" 


7/2m*  W       /  t/T"!      2«,«' 


Das  letztere  Integral  geht  durch  die  Substitution 


7/0,«- a»« 


COS( 


über  in 


//2 
so  dass  wir  erhalten  : 

C*)  ^,  =  - 


(pd(p^=y  ~-  Sinti  d I 

'—    C.      I-5_I 


•«/^  —  ßs  =  —  «3    /  -^ =  -_  arc  cos  \  y ^  ro/^  y  j  , 


Die  letzte  Gleichung  endlich  ist 

D)  1^-/33  =  ««  /* f "^ 

Führt  man  hier  colgq)  als  Variabele  ein,  so  entsteht 

woraus  zunächst  folgt 

E)  cos  (t/;  -  /S3)  =  ^    ,"''    , .  CO/51  <p , 

Ofj    —  «8 

so  dass  die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet. 

Da  9>  nur  Werthe  zwischen  0  und  180°  annimmt,  so  ergiebt  sich  aus 
den  nnch  q)  genommenen  Integralen ,  dass  der  Minimalwerth  von  sin  q>  ist 

— .    Ist  also  J  die  Neigung  der  Ebene  der  Bahn  gegen  die  Ekliptik,  für 

welche  tp  =  W  ist,  so  ist  das  Minimum  yon  sinq> 

-  =  sin  (90°—  /)  =  cos  J. 


tat,  SO  lässt  sich  Gleichung  E)  auch  schreiben 

E*)  t^os  {ip  —  |3j)  =  +  f  ü/f/  /.  rofö"  cp. 

Kör  9=(K)"  ist  co«  (1/;— /3j)  =0,  also  (i//— /Jj)  =  ±  ^ö".  Das  zu  9)  =90"  ge- 
hörnidc  t^  ist  aber  die  iJingc  des  auf-,  resp.  ahsteigondeu  Knotens,  d.  h' 
^,  i«l  dip  (-änge  des  aufsteigenden  Knotens  +  0()°. 

Geben  wir  nun,  um  die  Bedeutung  der  sämmtlichon  Constanten  kennen 
iii  lernen ,  den  unteren  Grenzen  der  Integrale  Lcstimmte  Zahlenwerthe,  80 
folgt  aus  Gleichung  D),  dass  /S,  der  Anl'nugswerth  von  %>  \at.  Die  Anfauga- 
kge  des  Planeten  ist  aho  der  tiefste  oder  höchste  Punkt  der  Bahn.  Daraus 
folgt,  dass 


^.=ß±^) 


iit.    LelJtterrs  kann  mnn  auch  aus  Glcichuug  E*)  ablesen,  deuu  da 

iat,  so  folgt 

1  =  +  c&ttj  J  cottj  Tp  , 
^1""  'In  <p  nur  positive  VVertbe  zwischen  0"  und  ISO"  anutuimt, 

9-.  =  ("  +  ■/). 

ßf  Würde  sich  aus  Gleieliung  C*)  als  Null  ergeben.  Um  diej,  zu  vcrili- 
«WD,  können  wir  ähnlich,  wiobeiJacobi  S.  188,  folgende  Betrachtung 
aoiktellen : 

Aas 


cugt 


^iS3  der  obigen  Substitution 


costp 


^j/on*-as' 


COSfl 


lergiebt  sieb,  dass  der  Anfangsweith  von  ij  Null  ist,  also  GleichungC*)  übei'- 
Ifeht  io 


/^+^.- 


rc* 


dr 


.  7/2  M/^  2  a  ' 


2  ff,» 


k 


Kaa  ist  aber  <p  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligCQ  sphärischen  Dreiecks, 

dewcD  Katheten  »/  und  (90"—»^)  sind  (vergh Zeichnung  bei  Jacobi).    rj  ist 

•  also  gleich  ft()"  vermindert  um  die  Entfernung  des  Planeten  vom  aufsteigen- 

p(d*n  Knoten.     Für  r=ro  verschwindet  das  Integral  und  ij  geht  über  in  90" 

Tcmiiudert  am  die  Kutfernung  der  Anfangslage  des  Planetoü  'vom  «.xvS^ 
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genden  Knoten,  so  dass  sich  für  ßt  folgende  geometrische  Bedeatnng  er- 
giebt : 

ß^  =  roo"—  (Entfernung  der  Anfangslage  des  Planetenl 

V^"*\_  vom  aufsteigenden  Knoten)  J* 

Diese  Entfernung  beträgt  aber  00^,  also  ist  wirklich  /?t  =  0. 

Diiferentiirt  man  die  Gleichungen  B),  C)  undD)  nach  den  entsprechen- 
den Variabelen  und  vergleicht  man  die  Resultate,  so  ergiebt  sich,  dass 

dt       dijf    .  ^ 
mr*      a, 
oder 

m  ^ 

Demnach  ist  —  die  Projection  der  doppelten  FIftchengeschwindigkeit 
m 

auf  die  x^ -Ebene,  die  wirkliche  doppelte  Flächengeschwindigkeit  aber 

mu88  sein 

«8        1     _«»    ga_.««. 

m  '  cosJ     m  '  a^      m  ' 
a,  also  behält  die  Bedeutung,  wie  in  §  6;  a,  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 
a,  =  cr,  co$/,  «1  endlich  ist  wiederum  die  aus  dem  Princip  der  lebendigen 
Kraft  entspringende  Constante.    Diese  Constanten  ergeben  sich  sämmtlich 
aus  dem  Anfangszustande. 

In  Betreff  der  Ausführung  der  elliptischen  Integrale  können  wir  wie- 
derum auf  Seegers  verweisen. 

Anhang. 

Da  in  unserem  Probleme  l  nicht  explicite  vorkommt  und  ausserdem  das 
Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  lässt  sich  alles  das,  was  Jacob i  in 
der  il,  Vorlesung  sagt,  auf  dasselbe  ausdehnen ,  so  dass  man  den  Weg  zur 
partiellen  Differentialgleichung  bedeutend  abkürzen  kann. 

Mau  führe  eine  neue  unabhängige  Variabele  o  durch  die  Gleichung 

dV  dV 

•3—  =5  a  ein  und  setze  für  V  eine  neue  Function  W=  T—  ia  =  V—t-^-,  so 
dt  dt 

O    TXT 

dass  <  =  —  -X —  wird  und  Gleichung 

übergeht  in  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ist  ^  durch  Integration  ermittelt,  ao  Iftsst  ticb  leicht  seigen,  d«M  die 
Inta^algleichimgen  sind 
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dJV 
-=Vxs 


dir      ^       dw 


d  w 


d  W 


^S'QttUutet  aber  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 

eLxd  es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Gleicbungen  2)  und  4)  identiscH  sind. 

Für  alle  Probleme,  bei  denen  es  steh  um  Anziehungen  nach  dem 
"X^ebor'schen  Gesetze  handelt,  läßst  sich  also,  wenn  /nicht  explicite  vor- 
fctomtnt  und  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  besteben  bleibt,  die  partielle 
XDifferentialgleichiing  auf  folgendem  Wege  üoden: 

Man  bringe  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die 
l'rtnsfor  mationen  d  er  Hamilton^sch  en  Methode  an  und  setze 


-^—  ,  so  erhält  man  sofort  die  partiell©  Differontialgloich- 


^m  tjng  l*"^  Ordnung,  aus  welcher  dann  die  Integralgleichungen 
^H    des  Systems  van  Di  fferentialgleichungen  folgen. 
H  Um  dies  für  unser  Problem  zu  zeigen  und  dabei  die  früheren  Trans- 

"     formalionen  zu  benutzen,  führen  wir  in  Gleichung  4)  ein 


»odaw  sie  übergeht  in 

5) 


v  =  -v.^'-^. 


r 


oder,  nach  Gleichung  2)  in  §  7, 


^.* 


""(i  +  r-?) 


+ 


P.' 


2ffir*      Imr^sin*^ 


m 


dW 


Setzt  man  also  Pi  =  t — ,  so  entsteht 
dqt 

Diese  Gleichung  stimmt  Ubereiu  mit  der  in  §  7  für  W  abgeleiteten. 


IV. 
Beiträge  zur  Molecularphysik. 

(Zweite  Folge.) 
Voa 

Professor  Dr.  Witt  web 

in  Begensburg. 


Unter  diejenigen  physikalischen  Disciplinen,  welche  gegenwärtig  nur 
sehr  wenig  cultivirt  werden,  gehört  sicherlich  die  Lehre  vom  Aether;  ist 
es  doch  fast  so  weit  gekommen ,  dass  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  mit 
mitleidigem  Lächeln  begrüsst  werden,  ja  dass  es  nicht  an  Schriften  fehlt, 
welche  die  Existenz  des  Aethers  ganz  und  gar  lengnen.  Seitdem  die  Lebre 
von  der  Wärme  sich  von  dem  Aether  abgewendet,  ist  eigentlich  nur  noch 
die  Optik ,  die  Lehre ,  welche  zuerst  die  Existenz  des  Aethers  nachwies, 
diejenige,  welche  ihn  hält,  aber  glücklicherweise  fest  hält;  denn  ohne  sie 
wäre  er  längst  über  Bord  geworfen  worden. 

Wenn  ich  es  nun  wage,  im  Nachstehenden  der  gelehrten  Welt  eine 
Arbeit  vorzulegen,  in  welcher  der  Aether  eine  Hauptrolle  spielt,  so  möge 
dieses  seine  Entschuldigung  darin  finden ,  dass  ich  glaube ,  dass  der  Aether 
mit  Unrecht  vernachlässigt  wird.  Wenn  der  Aether ,  wie  die  Optik  zeigt, 
einen  Bestandtheil  der  Körper  ausmacht,  so  ist  es  zu  verwundem,  dass 
man  ihn  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  vergeblich  unter  der  Reihe  der 
Elemente  bucht.  Bei  der  Allgegenwart  des  Aethers  in  den  Körpern  spielt 
derselbe  in  der  Chemie  sicherlich  eine  nicht  weniger  wichtige  Rolle ,  als 
die  ist,  welche  man  gegenwärtig  dem  Sauerstoff  einräumt,  und  es  wird  eine 
Zeit  kommen,  in  welcher  ein  Lehrbuch  der  Chemie  nach  Entfernung  alles 
dessen,  was  vom  Aether  handelt,  nicht  weniger  lückenhaft  aussehen  würde» 
als  es  heutzutage  ein  Chemiebuch  wäre ,  das  den  Sauerstoff  ignorirt. 

Würde  man  den  Beweis  von  der  Existenz  des  Aethers  nur  auf  das 
geringe  Hinderniss  stützen  können,  das  er  dem  Enk ersehen  Kometen  in 
den  Weg  legt,  so  wäre  es  wohl  leicht,  Mittel  zu  finden,  welche  diese  Rolle 
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'  iha  spielen  können;  denn  man  dürfte  nur,  wieMelbauer*  gethan  hat, 
ansere  atmospliärisclie  Lul't  als  Gemeingut  des  ganzen  Weltalls  erkliireu 
Bild  man  hätte  dabei  noch  den  Nebengowiun,  die  fatale  obere  Grenze' der 
Giltijgkeit  des  Mariotte 'sehen  Gesetzes  wegräumen  zu  können.    Seliwie- 
nger  wäre  allerdings  die  Frage,  ob  diese  verdünnte  atmoüpliärische  Luft 
aock  den  Bedürfnissen  der  Optik  gerecht  werden  könne.    Wir  haben  übri- 
lucb  einen  directen  Beweis  für  die  Existenz  des  Aetbers. 
)aa  Licht   beruht  auf  Schwingungen  irgend  eines  Mediums,  seines 
Irs,   und  es  ist  in  dieser  Beziehung  dem  8ehnllo  analog,  der  die  pon- 
Wen  Körper  als  Träger  hat.    Bereits  Magnus**  hat  darauf  hingewie- 
•eo,   dass  bei  Abwesenheit  des  Aetbers  der  Raum  über  dem  Quecksilber 
de»  Barometers  undurchsichiig  worden  müsste.    M  ei  bau  er***  bat  dagegen 
eingewendet,  dass,  wenn  die  Porou  des  Glases  gross  genug  seien,  um  den 
Aether  durchzulassen,  auch  Spuren  von  Luft  ihren  Weg  Hnden  ,  sowie  auch, 
daä»   in  der  Tor icelli'sclien  Leere  stets  Quecksilberdfiuipfe  seien.    Ich 
glaube  zwar  nicht,  dass  Luft  durch  das  Baronieterglas  in  das  ToriccUi- 
»cb©   Vacuura  dringen  könne  und  habe  von  der  Qualification  der  Queck- 
ailbcrdärapfe  als  Lichtträger  durchaus  keine  hoho  Meinung,  wenn  mau  aber 
beides  zugiebt,    so  kann   doch  andererseits  niclit  geleugnet  werden,  dass 
sowohl  Luft  als  auch  Quecksilbordämpfe  nur  einen  äusserst  geringen  Grad 
▼oa  Dichtigkeit  haben  können.    Ich  erinnere  nur  an  den  bekannten  Vor- 
l«ffiiDgsver8Uch ,    der  darin  besteht,    dass  mau  aus  einem  Kecipicnten ,  in 
dvm  sich  ein  Schlagwerk  befindet,   die  Luft  auspumpt,  worauf  steh  die  In- 
teasitJlt  des  Schalles  in  dem  Maasse  vermindert,  in  dem  ihm  der  Träger 
genommen  wird.    Wäre  nun  die  Luft  auch  Träger  dos  Lichtes,  so  müssto 
edcobar  der  Kaum ,  der  von  dem  Recipienteu  der  Luftpumpe  oingeschlosseu 
nt,  weniger  durchsichtig  werden,  denn  Abnahme  der  Durchsichtigkeit  ist 
doeh  Wühl  das  Analogon  zur  Abnahme  der  Fähigkeit,  den  Schall  fortzu* 
pAaoseu.    Uat  mau  aber  je  gebort,  dass  dieser  eingeschlossene  Kaum  auch 
bei  dem  vollständigsten  Auspumpen    an  DurcbslcUtigkeit  verloren  hätte? 
ils  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Träger  des  Lichtes  ein  anderer  StofT  sein 
in&(»»e,  als  einer  von  denen,  die  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  verzeich- 
net «ind,  denn  diese  sind  aus  dem  Kecipienten  theils  ganz  entfernt,  thetls 
im  Zustande  der  höchsten  Verdünnung. 

In  den  meisten  Lehrbüchern  der  Physik  findet  man  den  Satz,  dass  in 

Erjptiijch  dichteren  Medien  das  Licht  sich  darum  langsamer  fortbewege, 
der  Aether  in  ihnen  dichter  sei.    Es  scheint  dabei  einerseits  die  Ana- 
mit  den  widerstrebenden  Medien  zu  Grunde  gelegt  zu  werden,  wäh- 
; 


l'Blier  dio  phyaiselie  Be^chnfTenheit  unseres  Sonnensystems  2.  TM.  S.  &0. 
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rend  der  Aether  bei  dem  Liebte  dietfe  Bolle  ItekanDtlicb  nicht  spielt,  ande* 
rerseits  beruft  man  sich  auciraufdie  bekannte  die  Fortpäanzungegeschwio» 
digkeit  der  Wellen  angebende  Formel 


-'/l 


^ 


in  welcher  v  die  Geschwindigkeit,  c  eine  Constante  und  p  die  Dichtigkeit 
bedeutet,  bei  welcher  Formel  e  als  con&tant  angenommen  wird'^,  was  dKtiB 
die  Lichtgeschwindigkeit  als  der  Quadratwnratel  der  Aetherdichtigkeit  nm* 
gekehrt  proportional  ergiebt.     Zum  grossen  Theile  liegt  der  vorerwähnten 
Ansicht  auch  folgender  Umstand  zu  Grunde.     Man  betrachtet  die  Aether 
theilchen  als  im  Verhäitniss  zu  den  schweren  Atomen  ausserordentlich  kU'ra, 
die  gegenseitige  Wirkung  beider  Arten  von  Theilchen  als  eine  anziehende, 
und  in  Folge  davon  schliesst  man,    um  die  Molecule  hernm  seien  Atmo- 
sphjiren  vun   AethertheÜcheu  ähnlich  wie  der  Luftkreis  um  die  Erde  ge* 
lagert**.     Dieser  Ansicht  zufolge  muss  der  Aether  in  der  Näho  der  Mole- 
cule dichter  seiu  als  fern  davon ,  uud  da  allgemein  die  Lichtgeschwindig' 
keit  in  den  Korpern  geringer  ist  als  im  Kaum,  so  folgt  unmittelbar,  d».«* 
grössere  Dichtigkeit  des  Aethers  eine  geringere  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
bedinge. 

Obwohl  ich  diesen  Gegenstand  bereits  früher***  besprochen  hal>«» 
glaube  ich  doch,  dass  derselbe  interessant  genug  ist,  um  ihn  einer  wied^^*^* 
holten  Bearbeitung  zu  unterwerfen. 

Catichyf   sagt,    dass   bei   denjenigen  Medien,  welche  die   Farl» 
nicht  zerstreuen,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  der  Quadratwurzel  S 
Aetherdichtigkeit  direct  proportional  sei,  während  andererseits  die  Fi 
mel  t)   auf  die  umgekehrte  Proportionalität  schliessen  lässt,  und  es  wi 
daher  meine  Aufgabe  sein,  zu  zeigen,  dass  und  wie  beide  Formeln  fib9 
einstimmen. 

Auf  Seite  187  Gleichung  15  kommt  Cauchy  auf  die  Gleichung: 


«) 


^"=«K-,,.» 


dr 


In  dieser  Gleichung  giebt  s  den  reciprokeu  Werth  der  E|asticitats*i«J 
an,  m  ist  die  Menge  materieller  Substanz  eines  Aethertheüchens,  welche<l 
auf  das  in  Schwingung  befindliche  eine  Einwirkung  ausübt,  r  seine  £nt>| 
fernung,   f  {r)  seine  Wirkungsweise,  die  eine  Abstossung  vorstellt,  wenn 
ihr  das  Zeichen  —  zukommt,  Ä  ist  eine  Grösse,  welche  durch  die  Gleichan 
3)  s'  =  k*Sl* 


•  Wüllner,  Lebrbnch  der  Experimentalphysik  I,  6©&i 
**  Redte nbac her,  das  Dynatnideasystem  17. 
•^  S.  dieae  Zeitschrift  XIII,  ;<. 

f  Mem»  tur  la  dispergion  de  la  iutiähre  198. 
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bestimmt  wird ,  wenn  Sl  die  Liehtgescbwindif;keit  bedeutet.  Da  S  die  Summe 
der  Wirkungen  aller  um  das  untersuchte  Aethertheilchen  herum  befindlichen 
angiebt,  hat  nun  Cauchy,  um  ^  zu  bestimmen,  angenommen,  der  um  das 
Theilchen  herum  befindliche  Aetber  bilde  ein  ununterbrochenes  Continuum, 
and  80  wurde  er  auf  Integrationen  geführt.    Er  bekam  die  Gleichung 

4)  S[mfir)\=J  J  j\r^f{r)sinpdpdqdr. 

ro  0  0 
Hier  bedeutet  q  die  Dichtigkeit,  p  und  q  sind  Hilfswinkel,  und  swar 
iitp  der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  r  mit  einer  festen  Axe  macht, 
q  ist  der  Winkel  zwischen  einer  durch  die  feste  Axe  gelegten  festen  Ebene 
und  einer  beweglichen  Ebene ,  in  der  sich  die  nttmliche  Axe  und  der  Radius 
Teetor  befinden.   Da  nun 

% 

I  8mpdp=a2 

and 

Jdq=^2n, 
U 
80  erhält  man 

5)  S\mf{r)]  =  AnQ  j  r*f(r)dr. 
Mit  Hilfe  von  5)  geht  2)  über  in 

»)     ^=4«,y  — ^ 1 

Für  sehr  grosse  Werthe  von  r  erhält  der  Ausdruck 
1    /       ,  sin  kr  \ 

den  Werth  |  r*,  für  sehr  kleine  Werthe  von  r  wird  er  zu  ^  A:*r*.  Dadurch 
wird  aus  Gleichung  6) 

n  »•  =  '-f^  [r'«  /'(r«)-  A*'r.V(r.)]. 

Nach  anderen  Betrachtungen  Cauchy's  (p.  185)  fällt  die  Farbenzer- 
streuung eines  Mediums  (und  ein  solches  Medium  ohne  Dispersion  ist  der 
Aetber  im  Räume)  aus,  wenn  5*  dem  Werthe  von  A:*  proportional  ist,  es  muss 
also  —  r^  fis)  gleich  einer  positiven  Constantcr 
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sein,  wenn  H  diese  Constante  bezeichnet.   Setzt  man  diesen  Werth  von  fir-"^ 
in  7) ,  so  erhält  man 

9)  «'  =  ^?**'- 

Aus  Gleichung  8)  zieht  Cauchy  den  Schluss,  dass  sich  die  Aethei 

theilchen  mit  einer  Kraft  abstossen ,   welche  dem  Biquadrate  der  Entfei 

nung  umgekehrt  proportional  ist. 

Gegen  diese  Behandlung  der  Aufgabe  lässt  sich  einwenden ,   dass 
nicht  streng  richtig  ist,   wenn  Cauchy  ein  dreifaches  Integral  in  einen 
Falle  benutzte ,  in  welchem  es  sich  um  die  Summe  von  Wirkungen  discrete^v 
Theilchen  handelt ,    denn  wenn  auch  die  Aethertheilchen  von  einander  (fÜ^v^ 
uns)  unmessbar  wenig  entfernt  sind,  so  ist  es  doch  sehr  wohl  denkbar,  das^» 
die  Entfernungen  je  zweier  benachbarten  Theilchen  im  Verhältniss  zu  dereos 
Dimensionen  noch  immer  sehr  gross  sind ,   und  es  muss  doch  ein  anderes 
Resultat  erfolgen,   wenn  die  Aethersubstanz  im  Räume  continuirlich.  ver- 
theilt  ist,  wie  es  die  Integration  voraussetzt,  als  wenn  sie  in  einzelne  von 
einander  getrennte  Theile  gruppirt  ist.    Aus  diesem  Grunde  muss  die  Inte- 
gration wenigstens  so  viel  als  möglich  vermieden  werden,  und  theils 
darum,  theils  um  die  C a*u c h y ' sehen  Voraussetzungen  mit  denen  Pres* 
nel's  in  Uebereiustimmung  zu  bringen,   will  ich  annehmen,  die  Aether- 
theilchen  seien  in  der  Ruhelage  nicht  im  Räume  zerstreut,  sondern  sie  be- 
finden sich  in  einer  Geraden.    Die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  kann  wohl 
nicht  bestritten  werden,  denn  die  Gleichung  2)  gilt  ganz  allgemein  für  jede 
Art  der  Vertheilung  der  Aethermolecule,  also  auch  für  den  von  mir  vor- 
ausgesetzten Fall ,  und  je  nach  der  Gruppirung  derselben  wird  allerdings 
der  Werth  von  s*  ein  anderer,  aber  der  Satz,  dass  für  den  Fall  des  Ans- 

bleibens  der  Farbendispersion  —  =  const.  sein  müsse,  wird  dadurch  nicht 

im  Geringsten  alterirt. 

Nimmt  man  also  an,  die  Aetherpuukte  liegen  alle  in  einer  Geraden, 
so  bleibt  nur  eine  einzige  Integration  übrig,  die  Gleichung  5)  wird  zu 

10)  Smlf{j')^^QJ  f{r)dr 
und  2)  geht  über  in 


11) 


Tot, 


[coskr^'^  +  \l^r^)f{r)'\dr 


dr 


Aus  Gleichung  7)  wird 

12)  *'=|-[/-('-oo)-l\TA'r„V(ro)]. 


fITTIfBR» 


winl  also  -  =  const..  wenn 


a) 


r'f{r)  =  -U  oder 


d.  I.  «renn  die  A  e  t  b  e  r  t  li  c  i  l  c  b  e  n  sieb  m  i  t  e  i  n  e  r  K  r  a  f  t  a  b  s  ( o  s  s  e  n » 
welche  dem  Quadrate  der  Entforoiing  umge.kebrt  proportio- 
IrI  ist.  —  Da  nach  Oleicbung  3) 

»wird 


H) 


Ä*  =  ' —  oder  auch 
30 


Drl  die  Glescli windigkeit  des  Lichtes  ist  also  der  Qiindrnt- 
lel  der  (linearen)  Aethordicbtigkoit  direct  prnportiitnal. 
"Daas  der  Untcrscbicd  zwiscboii  den  Glcicbuiigon  H)  und  13)  nur  dnranf 
emlie,  dnss  ntnn  die  At^tbcrtbeilcben  im  Räume  oder  auf  einer  Gerndeu 
Diitmtnt,  ergiebt  sieb  daraus,  dass  man  aucb  bei  der  Snmmirung  (im  Gegen - 
•!««>  2U  der  Integration)  auf  die  vierte  Potenz  kommt.  Nimmt  man  nilni- 
rh  an,  die  Aetliertiieilchen  seien  nin  ein  mittleres  herum  6f>  gruppirt,  daes 
brc  VertheiJung  gegen  drei  durch  das  mittlere  gelegte  auf  einander  senk- 
L'hto  Axen  gleich  ist,  eine  Annabme,  die,  da  es  sich  hier  um  den  allge- 
ciuen  IvAuuj  hand*^lt,  sicherlich  die  naluigemässestc  ist,  so  compensircn 
eh  dio  einander  gegenüberliegenden  Tbeilchen  so,  dass  die  der  zweiten 
otenz  von  r  entaprochendeu  Glieder  sich  anfhoben  «nd  erst  die  der  viert<^n 
BlAprecbendeu  bleiben,  wie  ich  dieses  bereits  früher*  nachgewiesen  habe. 
Denkt  man  sich  nun  um  ein  Aetlierlheilchen  Kugelflächen  gezogen 
kommt  08  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  wird  es  allerdings  von  den 
tlig  in  dieser  Kugeltläche  gelegenen  übrigen  Tbeilchen  mit  einer  Kraft 
die  Gleichgewichtslage  zurückgeführt,  welche  «o  ist,  als  stossen  eich 
Theilcbon  mit  einer  Kraft  ab,  wolcbe  dem  Biquadrate  des  KugelradiuB 
ngckebrt  projiortional  ist,  aber  die  gegenseitige  Wirkung  je 
reierAethert heilchen  —  und  auf  diese  kommt  efi  hieran  — 
lebt  eine  Abstossung,  welche  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der 
Entfcrnnug  wachst. 

Kin    Unterschied    zwischen    dem    vorstehenden    ßesultale    und    dem 
/auchy's   ist   allerdings   noch    da,   und  dieser  iöt  der^   dass  die   Kraft, 
^welche    das    Aethertbeilchen    in    die    Gleichgewichtslage    zurückzuflibren 
sbt,  nicht  wie  bei  Cauchy  der  ersten,  sondern  der  dritten  Potenz  der 
ung  proportional  iht.     I dieser  Unterschied  würde  sicherlich  ver- 
_u,  wenn  man  die  Cauchy 'sehe  Hechnnng  so  durchführte,  dass 


dicsn  ZeUschiirt  XIII,  :\,  p.  216. 


man  auch  die  höheren  Potenzen    von    J^^  Jri^  ^^  berücksichtigte,  was 
C auch 7  nicht  gethan  hat. 

Ich  mass  hier  noch  auf  einen  weiteren  ürastand  aufmerksam  macheo. 
Wir  haben  bei  der  ganzen  Frage,  ob  ein  Lichtstrahl  mit  oder  ohne  Farben- 
Zerstreuung  dnrch  ein  Medium  gehen  soll,   nicht  mit  Elementarstrahlen^ 
sondern  mit  Slrahlcnbündelti,    mit   einer    grösseren  Quantität    parallelei 
Etementarstrahlen  zu  thun,  denn  ein  Bündel  von  polarisirten  Strahlen  mosi 
doch  für  sich  frei  von  Farbendispersion  sein  können,  und  hier  ist  zunächst 
die  Art  zu  beiückaichtigen,  wie  Fresnel  die  Aufgabe  behandelte.    Fres- 
uel  dachte  sich*  in  sehr  kleinen  Entfernungen  von  einander  senkrecht  auf' 
der  Richtung  des  Lichtstrahls  Ebenen  aufgestellt,  in  denen  sich  die  Aeth«r 
punkte  befinden.    Findet  nun  eine  Verschiebung  statt,  so  Ist  diese  für  alle 
Tbeilchen,  die  sich  in  einer  und  derselben  Ebene  befinden,  die  gleiche,  es 
ist  gerade   so,  als  seien  die   Ebenen  gegen  einander  etwas  verschoben. 
Allerdings  wirken  nun  alle  Theilchen  der  einen  Ebene  auf  jedes  einzelne 
der  anderen ,  aber  es  ist  hierbei  für  das  zunächst  betrachtete  nur  die  ThJl- 
tigkeit  der  nächstliegenden  Atome  zu  berücksichtigen,  da  die  Wirknngeii 
der  ferner  gelegenen  sich    paarweise    (in  den  ersten  Gliedern)    anflieben. 
Darum  konnte  Fresnel  von  der  Annahme  auffgehen,  als  seien  die  Aether- 
theilchen  in  der  Gleichgewichtslage  in  einer  Geraden.     Wir  haben  ea  also 
hier  überhaupt  nur  mit  der  linearen  FortpHanzung  der  Wellen  zu  thun,  und 
dieser  Umstand  mag  als  Kechtfertigung  des  von  mir  oben  eingeschlagenen 
Verfahrens  dienen. 

Soll  die  Gleichung  I)  mit  der  Gleichung  14)  in  Uebereiustimmung  ge- 
bracht werden,  so  sieht  man  leicht,  dass  wir  hier  zunächst  mit  der  Bedea> 
tung  des  Ausdrucks  c  zu  tbun  haben.  Derselbe  gieht  die  Elasticitftt  des 
Mediums  an  und  so  lange  es  sieb  nur  nm  diejenigen  VerHndernngen  han- 
delt, die  während  der  Schwingungen  in  einem  und  demselben  Körper  vor- 
kommen, mag  man  e  ganz  wohl  als  constaut  betrachten,  allein  dieses  ist 
nicbt  mehr  zulässig,  wenn  man  von  einem  Körper  auf  den  anderen  übergehl. 

Untersucht  man  also  die  Lichtgeschwindigkeit  in  einem  durchsichtigen 
(einfach  brecbeiidcn)  Körper,  so  mag  die  Elasticität  des  Aetbers  in  diesem 
durcli  die  geringen  Verschiebungen  seiner  Tbeilcben  wenig  genug  nlterirt 
werden;  hat  man  es  aber  mit  anderen  Elasttcttäten  zu  thun,  wenn  zwei 
verschiedene  Körper  oder  die  verschiedenen  Richtungen  eines  doppelt- 
brechenden Krytitalles,  deren  Aetherdichtigkeit  Von  Hause  nus  verschieden 
ist,  mit  einander  verglichen  werden,  so  gestaltet  sich  die  Sache  anders, 
denn  wenn,  was  doch  wohl  a  priori  vorausgesetzt  werden  muss,  die  gegen- 
seitige Einwirkung  der  Aetherlheilchen  mit  abnehmender  Entfernung 
wlich<tt,   60  lässt  sich  auch  voraussetzen,   dass,  wenn   der  ursprüngliche 


I 


( 
I 
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Gl«ichg«wichtszuat«nd  bei  geringerer  Dichtigkeit  deg  Aethera  gestört  wird, 
du  Bestreben,  das  Gleichgewicht  wieder  herzustellen,  schwächer  sein 
fliois.  als  bei  arsprünglich  kleinerer  Distanz  der  Aclherthetlchen. 

Ehe  ich  auf  die  Bestimmung  der  Elasticit/itsverhältnisse  näher  ein- 
i  gibe,  möge  es  mir  gestattet  sein ,  die  ErscheinuDgen  zn  besprechen,  welche 
urftreten,  wenn  zwei  Körper,  die  sich  gegenseitig  abstossen,  sich  gegen 
[etMüder  bewegen. 

Ke  Abatossnng  sei  irgend  eine  Function  der  Entfernnng  r,  dann  mö- 
m  nnd  x  die  Menge  träger  Substanz  und  die  Coordinaten  des  einen 
pers  bedeuten^  m,   und   a-,   die  des  anderen,     Der  eine  Körper  wirkt 
anf  den  anderen  gerade  so,  wie  dieser  auf  ihn,  die  Wirkung  ist  also 
dtflmal  gleich  /"(r),  nnr  muss  bei  dem  einen  der  Leiden  Körper  in  Be- 
Biehtigang  des  Umstandes,  dnss  beide  in  entgegengesetzter  Kichtung 
sind,   bei  dem  einen  Körper  dem  Ausdrucke  /"(r)  das  Zeichen  — 
ist  werden  nnd  ausserdem  hat  man  der  Verschiedenheit  der  Massen 
zu  tragen.     Mau  bekommt  so  die  Gleichungen: 


Verbindung  beider  Gleichungen  erhält  man: 


^^0. 


Wird  hierauf  mit  dt  maltiplicirt  und  dann  integrirt,  so  ergiebt  sich: 

mdx  ,  tfix  d<Xi 


dt 


:-7^=c 


di 


oder 

mv  -\-  m^  p,  ^  C, 

«eftn  man  mit  v  und  f,  die  beiderseitigen  Geschwindigkeiten,  mit  feine 
Coo«tantc  bezeichnet.  Sind  T  und  T,  die  Anfangsgeschwindigkeiten,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  der  Constanten 

m  V  +  »1,  l\  =  C, 

Xoltiplicirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  ^x,  beziehungsweise  «'jr, ,  so  er- 
kUt  man : 


17) 


mt^xdx 


=  —  dxf{r)     und 


»»1  ^'a?,  dXt 


=  dxj{r). 


Tin  nun  dx  —  dxi  =  ^r ,  so  ergiebt  sich : 


md'xdx    ,    myd'x,dx,_       -,.^^ 
Integration  geht  diese  Gleichung  über  in: 
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+  '!^'=-fnr)3r  +  C„ 


T 

wenn  C^  eine  nene  Constante  ist,  und  zu  deren  Bestimmung  hat  man  anter  der 
Voraussetzung,  dass  R  die  ursprüngliche  Entfernung  und  Jfrdr=i  F(r)  sei, 


mithin: 

Die  Gleichung  16)  zeigt,  dass  unabhängig  von  der  Zeit  sowohl  als  auch 
von  der  Natur  der  Function  f{r)  die  ^umrne  der  Producte  aus  Masse  und 
Geschwindigkeit  beider  Körper  die  gleiche  bleibe,  und  damit  auch,  dass 
sich  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  nicht  ändert,  während  die  Gleich- 
ung 18)  lehrt,  dass  ftir  je  gleiche  Distanzen  auch  die  Summe  der  lebendi* 
gen  Kräfte  gleich  sei.  Stossen  sich  die  beiden  Körper  ab  und  nimmt  die 
Abstossung  zu,  wenn  die  Entfernung  abnimmt,   so  ist  F{r)'^  F(R),  es 

muss  also  die  Summe  ^— ^   bei  grösserer  Annäherung  der  Körper 

kleiner  werden  und  zugleich  mit  r  einen  kleinsten  Werth  erreichen,  worauf 
sie  wieder  wächst,  wenn  die  Körper  sich  von  einander  entfernen. 

Genau  dasselbe  Verhalten  beobachten  wir  auch  dann,  wenn  zwei 
elastische  Körper  auf  einander  stossen.  Sie  pressen  sich  zusammen  und 
wenn  das  Maxiraum  der  Annäherung  erreicht  ist,  so  sucht  jeder  seine  ur- 
sprüngliche Gestalt  herzustellen.  Die  Mittelpunkte  entfernen  sich  dabei 
von  einander  und  in  je  zwei  Augenblicken,  in  denen  diese  Entfernung  die 
nämliche  ist,  ist  es  auch  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte.  Diese  Summe 
hängt  von  der  Natur  der  Function  f(r)  ab,  und  wird  letztere  für  alle  Werthe 
von  r,  die  eine  gewisse  Grenze  q  überschreiten,  gleich  Null,  so  geht  Tür 
diese  Werthe  von  r  die  Gleichung  18)  über  in: 

J  2     "*"      2  2      "^      2 

Diese  Gleichung  ist  die  bekannte  Formel,  welche  die  Bewegung  zweier 
elastischen  Körper  vor  und  nach  dem  Stosse  für  diejenigen  Momente  an- 
giebt,  in  denen  die  Körper  sich  noch  nicht  oder  nicht  mehr  berühren,  und 
die  Gleichungen  IG)  und  19)  dienen  auch  dazu,  die  Geschwindigkeiten  zu 
bestimmen,  welche  zwei  auf  einander  stossende  elastische  Körper  durch 
den  Stoss  erhalten. 

Es  Hessen  sich  die  Analogien ,  welche  das  Verhalten  von  sich  gegen- 
seitig abstossenden  und  das  von  elastischen  Körpern  zeigen ,  leicht  weiter 
ausführen.  Ich  halte  dieses  für  tiberflüssig  und  glaube  im  Vorstehenden 
hinlänglich  nachgewiesen  zu  haben,  dass  man  berechtigt  sei,  die  Ab- 
itossnng,  die  zwei  Körper  auf  einander  ausüben,  mit  der  Wirkang 
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umgebenden   absoJut  elastischen    Polsters' äW.  Vprgleichßii ,   sowie  Vlnss 
nichts  im  Wege  steh«»,  die  für  das  Veiluilten  elAsfis(Jier  Körper  geltenden 
|CpK»tze  auf  die  «ich  ftbstossenden  anzuwenden.        *..-'.♦. 

Zar  Bestimmung  des  Elasticitätscoerricienton  c  '«Aeai,  Körpers  dient 
jWanntlich  das  Verfahren,  dass  man  die  ÄnsdeUnnng'jsHclit,  welche  der- 
irlbe  erlangt,  wenn  eine  gewisse  Last  an  ihn  angehängt  wird,  woranf  man 
iviQ  diejenige  Last  berechnet,  welche  nothwendig  wäre,  dtri  Körper  auf 
i  Doppelte  seiner  ursprünglichen  Lange  auszudehnen  tinter  döT  Voraus- 
»IxuDg,  dass  alle  spateren  Ausdehnungen  gerade  so  erfolgen ,  wie- die 
Ich  mache  hier  ganz  besonders  anf  den  Umstand  aufmerksam ,' da^s 
«B  sich  hei  diesem  Verfahren  wohl  bewnsst  ist,  dans  der  so  gefundene 
^efficient  stets  nur  eine  berechnete  Grösse  sein  kann,  da  die  nachfolgen 
I  Ansdebnungeu  eines  Körpers  unter  anderen  Bedingungen  eintreten  als 
ersten. 

Uat  man  einen  Körper  von  der  Länge  /  und  dem  Querscbnifi«!  I,    nn 
chem  durch  Anhängen  des  Gewichtes  P  eine  Verlängerung  JJ  hervor* 
^g^acht  wird,  nimmt  man  ferner  ein  Gewicht  Q  so,  dass 

Q'.P  =  liAt, 


Vi) 


^  =  ^-Z/' 


»  giebt  0  ^ic  Grösse  dos  Elasticitätscoefficienten  ^,  diesen  in  Gewicht  für 
Lfie  Einheit  des  Querschnittes  ausgedrückt,  nn. 

Es  seien  nun  allenfalls  von  einer  gasartigen  Substanz  beliebig   viele 

^belieben  gegeben,  die  sich  nach  der  Norm  —  abstosseUf   wenn  A  und   n 

nte,  r  di«  Entfernung  zweier  Theilchon  bedeuten.     Die  Theilchen 

in  eine  verticale  Reihe  von  der  Länge  /  gestellt,  das  letzte  derselben 

*he  auf  einem    festen    Boden,    das   erste   sei    mit    einem   verschiebbaren 

Deckel  verbunden,  dessen  Gewicht  der  Abstopsung  gleichkommt,   welche 

eingeschlossenen  Theilchen  anf  dns  mil  ihm  verbundene  oberste  aus- 

Bkea.  Dasjenige  Theilchen,  welches  dem  am  Deckel  befindlichen  zunächst 

I  der  Entfernung  r,  von  iiim  steht,  übt  auf  dice>e8  ©ine  Abstossung  —  aus, 


dta  sweite  die  Abstossung  — ,  das  dritte  —  u.s.w.,  wenn  r, ,  r,  u.s.w.  die 

tiligen  Entfernungen  von  dem  obersten  am  Deckel  befindlichen  Theil 
lea  rrgpben. 

Betrachtet   man  p  als  aligemeinpu   Index,  so  ist  die  Summe  der  Ab- 

Bgen  aller  Theilchen  gleich  AE—^^  und  dieser  Summe  von  Wirknn- 

gea  iDQss  die  des  Gewichtes  des  Deckels  gleich  sein,   wenn   Ruhe  stHtt- 
fia^ea  «oll. 
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Wird  nun  der  Dec^^V^in^cIi  ®in  Gegengewicht  nm  die  sehr  kleine« 
Grösse  Jl  in  die  Höhe  gehoben,  so  -werden  dadurch  die  eingeschlosseneii 
Theilchen  sowohl  ifobJem  Deckel,  als  aach  von  einander  entfernt  Dm» 
nächste  TheilcheK  stellt  jetzt  in  der  Entfernung  Tj  +  ^/r, ,   seine  Wirkung 

ist  in  7 — : — rr-r-    übergegangen    und    der   Unterschied   gegen    früher    Ut 

-rTf?V.I  Ebenso  ergiebt  sich  für  das  zweite  Theilchen   _  ..  %  för 

r," +■>*.•..  r,"+* 

699  rlnile ^  .  .   ',  und  für  alle  zusammen  wird,  wenn  wieder  p  der  «II- 

•g^ßofeine  Index  ist,  der  Unterschied  gegen  früher 


—  nAi: 


r^n-^i 


betragen.  Dieser  Summe  nun  muss  das  am  Deckel  befindliche  Gegen- 
gewicht gleich  sein  oder,  was  dasselbe  ist,  man  muss  mit  einer  dem  Wertbe 
dieser  Summe  gleichkommenden  Kraft  ziehen,  um  die  Verlängerang  ^' 
der  ganzen  Reihe  zu  erhalten.  Wir  haben  also  hier  das  P  der  Gleichung  W) 
und  können  somit  setzen: 


2,)  p^n.X^,  =  „AzL.^r^ 

rp  -r  Tp        rp 


-I 


wobei  das  Zeichen  —  wegbleibt,   weil  P  an  der  entgegengesetzten  Seite 
zieht. 

Bei  dieser  Ausdehnung  der  Reihe  haben  sich  die  einzelnen  Theilchea 
nicht  nur  von  dem  obersten  am  Deckel  befindlichen,  sondern  auch  unter 
einander  entfernt;   sind  z.B.  die  Zwischenräume  zwischen  je  zwei  Naeh- 
bartheilchen  ursprünglich  gleich  gewesen,  so  sind  sie  es  jetzt  wieder,  und 
hat  sich  das  dem  Deckeltheilchen  zunächst  liegende  um  ^r,  von  diesem 
entfernt,  so  ist  auch  das  zunächst  unter  ihm  befindliche  nm  ^/rj  von  ihn 
selbst  weggegangen,  und  wenn  die  ursprüngliche  Entfernung  des  dritten 
Theilchens  von  dem  am  Deckel  befindlichen  2r,  war,   so  ist  es  jetzt  nm 
2/ir,  =  Jr^  weiter  weg,  das  nächste  um  3-^r,  =  ^fr,,  das  m**  unterste  um 
m/1ri=:Jl.     Ef  ist  darum 

«9%  ^r^Jrtdrp      dl 

^^^  r,    -TT- 77-   /' 

also  eine  für  alle  Theilchen  gleiche  stets  sehr  kleine  Grösse. 

Unter  Berücksichtigung  der   Gleichung  22)   geht  die  Gleichung  21) 
über  in : 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  P  in  Gleichung  20)  einsetzt,  so  wird: 


23a)  Q==nA2—- 


P 


r 
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*Un  €>rhSlt  also  den  Ausdruck  für  den  in  Gewicht  «os- 
fedrttckten  ElRsticitÄtscopfficienten  c,  wenn  man  die  Ab- 
ilosfTingsf orm*!  njit  n  multiplicirt. 

Würde  man  das  oben  angegebene  Verfahren  unjfcehreo  und,  statt  den 
D«kel  durch  angehängtes  Gegengewicht  in  die  Höhe  zu  heben,  ihn  durch 
nfgelegtes  Gewicht  herabdrücken ,  so  würde  bei  dem  Auflegen  von 


P=nAZ 


r/  +  ' 


■iic  »ngeuommene  Reihe  sich  um  ^l  verkürzen   und   der  Elaätii*itJitKCoef- 
äci*iit  €  wÄre  wieder  durch. 

«  A  2:  — 

gimMsen,  obwohl  es  selbstverständlich  nicht  möglich  ist,   die  Reihe  von 

Theilehen  am  die  ganze  Lange  /,  d.  i.  auf  gar  nichts  zusammenzudrücken. 

Lß*i  novoUkommen   elastischen  Körjiern    würde   bei  bedeutendem  Werthe 

»oö  —  die  Elaeticitätsgrenze  Überschritten,  wahrend  die  Formel  20)   bei 

poisen  Werthe«  von  -—  nicht  genügen  würde,  weshalb  auch  in  der  Praxis 

«ine  mit   der   Dichtigkeit   wechselnde  £Iasticität  bei  diesen  Körpern  an- 
fVDOtDioen  wird. 

Hütte  man,  um  bei  dem  oben  angeführten  Reispiele  zu  bleiben,  zwei 
Reihen,  in  denen  sich  die  jeweiligen  Enifernungen  der  'J'heilchen  verhiel- 
iM»  wi«  I*  »u  Ä,  so  wäre  in  der  einen  derselben 


m 


Q=nAZ—^y  in  der  anderen  Q^^^nAZ 


1 


V 


Aus  dieaem  Grunde  hat  man  auch  be^i  der  Luft  je  nach  ihrer  Dicbtig- 
»it  eine  verschiedene  Elast itit/it  angenommen.     Die  Gleichungen  23)  er- 
co  für  verschiedene  Dichtigkeiten  gleichartiger  Medien: 


R. 


Ä" 


^«  Elasticitätscoefficienten  verhalten  sich  also  zu  einander  umgekehrt  wie 
'  n''"  Potenzen  der  ICntferrinngen  zweier  Nachbartheikhen ,  und  so  lange 
tn  verschiedene  Dichtigkeiten    gleichartiger   Medien    vergleicht,    ist 
laio  berechtigt ,  zu  setzen: 


c 


vffio  c  eine  Constante  bedeutet 

kVon  dem    Vorstehenden  soll  zunächst  eine  Anwendung  auf  die  Be- 
ug der  Wellen  in  einer  Gasart  gemacht  werden. 
k. :_ 
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Die  EUsticitätsverhältnisse  der  Laftarten  lassen  sich  so  betrachten, 
als  liege  dem  ganzen  Bestreben  der  letzteren,  sich  anszndebnen,  eine  ge- 
genseitige Abstoäsung  der  Tbeilchen  zn  Grunde,   die  dem  Abstände  um- 
gekehrt proportional  ist*,  vrir  haben  also  hier  w  =  l,  nnd  die  EHasticität». 
lässt  sich  nach  Gleichnng  25)  bei  ihnen  ausdrücken  durch 

26)  e=^, 

wenn  c  eine  für  alle  Gase  gleiche,  wohl  von  der  Temperatur,  aber  nichlEr 
von  dem  Drucke  abhängige  Grösse  bedeutet,  und  r  den  Abstand  zweiecr* 
Nachbartheilchen  angiebt.  Die  Dichtigkeit  q  des  Gases  (hier  handelt  eaa 
sich  nur  um  die  lineare  Dichtigkeit)  lässt  sich  ausdrücken  durch 

bm 

27)  9  =  — , 

wenn  b  eine  neue  Constante,  m  das  Atomgewicht  angiebt. 

Bezeichnet  man  mit  F,  v  die  Geschwindigkeiten  des  Schalles  in  ver — 
schiedenen  Gasen  bei  ungleichem  Drucke,  aber  gleicher  Temperatur,  sc» 
bekommt  man ,  wenn  man  von  den  geringen  Verschiedenheiten  der  bekann- 
ten Grösse  k  absieht,  die  Gleichung: 

in  welcher  £,  e  die  Elasticitätscoefficienten ,  P,  p  die  Dichtigkeiten  an- 
geben. Nimmt  man  statt  dieser  Grössen  ihre  Werthe  aus  26)  nnd  27) ,  so 
ergiebt  sich : 

R  r  / 

Die  Geschwindigkeit  ist  also  unabhängig  von  dem  Drucke  und  um- 
gekehrt proportional  der  Quadratwurzel  des  Atomgewichtes  eines  Gases; 
man  kommt  also  auf  diese  Weise  auf  das  längst  bekannte  Resultat. 

Selbstverständlich  lässt  sich  die  Sache  auch  umkehren  und  aus  Be- 
obachtungen oder  anderweitig  bekannten  Wellengeschwindigkeiten  das 
Abstossungsgesetz  eines  Mediums  ermitteln.  Ist  z.  B.  bekannt,  dass  in 
einem  Gase,  etwa  in  der  atmosphärischen  Luft,  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  von  der  Dichtigkeit  unabhängig  sei ,  so  hat  man ,  wenn  C  einen 
Constanten  Factor  bedeutet. 


30) 


'-/!• 


*  Zwei  verscliieflene  Ableitungen  dieses  Satzes  finden  sich  in  Redtenbacher, 
Das  Dynaroidensystem ,  66.  —  Wülln er,  Lehrbuch  der  Experimentolphysik  I,  800. 
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Tu  dieäer  Gleichung  ist  ^  ZQ  ersetzen  dtirch  — ,    da    bm    der    Gleich- 

DUgi?)  als  in  dem  constanteu  Factor  C  eothalten  betrachtet  werden  kann, 
iindfmuss  nach  Gleichung  25)  äubätituirt  werden  durch  — • 
Die  Gleichung  30}  ändert  sich  somit  um  in: 

and  hier  ist  n  so  zu  nehmen,  dass  V  von  r  unabhängig  wird.  Es  geschieht 
Soiti,  wenn 

n==  1, 

ond  mau  erhalt  so  den  oben  erwähnten  Salz,  das»  die  Elasticitätsverhält- 
«ittfl  eines  Gases  sich  aus  einer  Abstossuug  ableiten  lassen,  welche  der 
Eatfpnjting  zweier  Gasthcilcben  umgekehrt  proportional  iät. 

Nach  Gleichung  14)  verhalten  sich  in  denjenigen  Medien,  welche  die 
Kirbwi  nicht  zerstreuen,  die  Geschwindigkeiten  der  Lichtwellen  wie  die 
<^'o■«^ratwur^eIu  der  Dichtigkeit  des  Aethers;  mau  hat  also: 

*  Andererseits  hat  man  wieder: 
LddiI  die  Gleichungen  32)  und  33)  ergeben  : 
oder 


n  =  2. 


Das  Ergebniss  der  gegenseitigen  Einwirkung  zweier 
Aethertheilchen  ist  also  dasselbe,  wie  in  Gleichnng  14),  sie 
t  eine  Abslossung,  welche  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der 
ntferunug  wächst. 

Steht  es  fest,  dasa  die  gegenseitige  Wirkung  zweier  Aethertheilchen 

DC  Abstossnug  sei,  die  durch  die  Formel  —    ausgedrückt  werden   kann, 

. Uich  auch  die  von  mir  in  meinen  Beitrügen  zur  Molecularphysik* 
Schlüsse  näher  präcisiren. 
Masaentbeilchen    und    Aethertheilchen    ziehen   sich   an, 

lad  diese  Aiisiehnng   lässt  sich  durch  die  Formel     — ^  aus« 


*  Sielte  diese  Zeitschrift  XIII,  3,  21f). 
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drücken,  in  welcher  a  eine  Conatant«,  m  und  fi  die  beiderseitigen  Quan- 
titäten träger  Substanz,  r  die  Entfernung  bedeuten.  Die  Wirkung  mnss 
eine  anziehende  sein,  denn  wäre  sie  eine  abstossende  und  die  gegenseitige 
Thätigkeit  je  zweier  Massentheilchen  ebenfalls,  so  würde  bei  dieser  all- 
gemeinen Abstossung  ein  grösserer  Körper  als  Aggregat  einer  Vielheit 
von  einzelnen  Theilchen  unmöglich  sein;  würde  aber  zwischen  Aether- 
und  Massentheilchen  eine  Abstossung,  zwischen  Massen-  und  Massentheil- 
chen Anziehung  stattfinden,  so  wäre  die  Porosität  der  Körper  unmög- 
lich. Aether-  und  Massentheilchen  müssen  sich  also  anziehen.  Für  das 
Quadrat  der  Entfernung  als  Aenderuugsmodus  der  Anziehung  spricht  der 
Umstand,  dass  das  Licht  im  allgemeinen  Räume  gerade  aus  geht,  was  dar- 
auf schliessen  lässt,  dass  ein  Massentheilchen  auf  freien  von  ihm  entfern- 
ten Aether  keine  Wirkung  ausübt.  Es  sättigt  sich  allerdings  mit  Aether, 
den  es  bis  zum  Oontacte  anzieht,  und  wenn  die  Sunune  der  Abstossungen, 
welche  die  so  incorporirten  Aethertheilchen  auf  die  noch  freien  ausüben, 
eben  so  gross  ist,  als  die  von  den  Masi^entheilchen  bethätigte  Anziehung, 
so  hört  jede  weitere  Wirkung  auf.  Diese  Wirkung  muss  aber  in  jeder 
mossbnron  Entfernung  gleich  Null  sein,  denn  sonst  müssten  in  den  ver- 
schiedenen Entfernungen  verschiedene  Dichtigkeiten  des  Aethers  folgen 
und  das  Licht  würde  jedesmal  gebrochen,  wenn  es  von  einer  Schicht  in 
die  andere  ginge,  es  würde  aUo  durch  den  allgemeinen  Kaum  in  einem 
krummen  Wege  gehen,  was  der  Beobachtung  widerspricht. 

Die  von  Cauchy  abgeleiteten  Gesetze  gelten  nur  für  solche  Medien, 
welche  die  Farben  nicht  zerstreuen.  Da  nun  die  Dispersion  der  Farben 
streng  genommen  nur  bei  dem  freien  Aether  ausbleibt,  so  fragt  es  sich, 
wie  die  Actherdichtigkeit  bei  den  farbenzerstreuanden  Medien  beschaffen 
sei.  Ist  es  wahrscheinlich,  dass  diejenigen  Substanzen,  denen  eine  Far- 
bendispersion zukommt,  sich  bezüglich  der  Aetherdichtigkeit  dem  freien 
Aether  entgegengesetzt  verhalten?  Sicherlich  nicht.  Allerdings  wird  bei 
diesen  Körperu  die  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Aetherdichtigkeit 
und  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  eine  weniger  einfache  sein,  als  bei 
dem  freien  Aether,  wie  dies  schon  die  Verschiedenheit  der  Brecbungs- 
coefficienten  der  einzelnen  Farben  mit  sich  bringt;  allein  dies  berechtigt 
noch  nicht  zu  dem  Schlüsse,  der  Aether  in  dem  farbenzerstrenendeu  Mittel 
sei  dichter,  als  der  im  allgemeinen  Räume. 

Ein  Massentheilchen  nimmt  von  den  in  seiner  Nähe  befindlichen 
Aethertheilchen  so  viel  auf,  als  es  zur  Sättigung  bedarf,,  und  diese  legen 
sich  (wir  haben  es  mit  Wirkungen  zu  thun,  die  im  umgekehrten  VerhiUt- 
nisse  zum  Quadrate  der  Entfernungen  stehen)  unmittelbar  auf  das  Massen- 
theilchen. Sind  es  ihrer  sehr  viele,  so  bilden  sie  um  das  Massentheilchen 
herum  eine  dickere  oder  dünnere  Binde,  und  je  dicker  diese  Bii^de  ist,  um 
so  mehr  kommt  ihre  Wirkung  nach  aussen  derjenigen  gleich,  welche  statt- 
finden würde,  wenn  sie  alle  im  Mittelpunkte  des  Massentheilehens »  das  ieh 


Von  Pr«if.  Di\  Wittwbr. 


107 


i/erth  eine  Kugel  voraussetzen  will,  versammelt  wären.  Diese  Wirkung 
wird  aber  durch  die  entgegengesetzte  Thütigkeit  des  Massentheilcliens  auf- 
elaoben  und  für  den  äusseren  Äether  ist  also  das  ganze  Sj'stem  wie  gar 
lieht  vorhanden.  Es  beantwortet  sich  also  die  oben  gestellte  Frage  dahin, 
I  eine  Dichtigkeit,  grösser,  als  sie  im  allgemeinen  Räume  ist,  bei  dem 
'Massentheilchen  in  geringer  Entfernung  umgebenden  (nicht  im  Con- 
tActe  mit  ihm  befindlichen)  Aether  nicht  eintreten  kann,  wenn  die  Zahl 
^er  anr  Sättigung  des  Massentheilchens  nöthigen  ÄethertheilcUen  eine  be- 
-tTiehtliche  ist.  Die  Atmospliaren  von  Aetherthellchen,  welche  sich  um  die 
SfiUaeiitheilchen  lagern  und  mit  abuehmender  Entieruutig  von  diesen  im- 
mua  dichter  werden,  wie  man  sie  in  so  vielen  ßüchern  beschrieben  findet, 
mmd  also  numöglich. 

Bezüglich   der  Vertheilung  des  Aethers  im  allgemeinen  Haume  lässt 
üch   annehmen,   dass,   weun  man   mit  der   Distanz   zweier  benachbarten 
riieilchen  als  ßadins  um  eines  derselben  eine  Kugel  gezogeu  denkt,  in  der 
Jtierfläcbe  dieser  Kugel  sich  wenigstens  12  Aethertheilcheu  befinden.     Es 
ei  non  gesetzt,   die  Zahl  der  unmittelbar  mit  dem  MasseutheÜchen  ver- 
bundenen  Acthertheilchen  sei  kleiner  als  diejenige  Zahl,    welche    ein    im 
Ifrpien  Baume  hdindliches  Aethertheilcheu  ^mgiebt,  es  sei  z.  B.  gesetzt,  es 
[«eieo  dieser  Aethertheilcheu  nur  4,  so  werden  sich  diese  so  um  das  Massen- 
tb^ilchen   lagern,  dass  ihre   Mittelpunkte   den    Ecken   eines   kleinen  Te- 
traeders  entsprechen.     Drei   dieser  Thcilchpn   dienen   zur  Sättigung  des 
EtMentheitchens,  das  vierte  vertritt  die  Stelle  desjenigen  Aetberthcilchens, 
^▼«Iches  im  Mittelpunkte  wäre,  wenn  sich  nicht  das  Massentheilchen  dort 
«finden  würde.     In  diesem  Falle  kann  offenbar  die  abstossende  Wirkung 
>  4  Aethertheilcheu  nicht  derjenigen  gleich  sein,  welche  sie  ausüben 
»tuden,  wenn  sie  alle  im  Mittelpunkte  wären,  oder  vielmehr,  wenn  nach 
IbjcQ^  der  zur  Neutralisirung  des  Massentbeilcheus  nüthigen  3  Aethertheil- 
iet08  im  Mittelpunkte  des  Systems  sich  beünden   würde,  sondern  es 
iriri  (oahezu)  so  scio,  als  sei  ein  xVetherth eilchen  in  vier  Theile  getheilt 
od  jeder  dieser  Theile  bilde  das  Eck  eines  Tetraeders,  das  nun  statt  der 
beren  Aetherkugel   nach  aussen  thätig  ist.     Die  nächste  Folge  davon 
aus»  eine  tetraedrische  Anordnung  der  benachbarten  Aethertheilcben  sein, 
»t  r  die  Entfernung  zweier  einander  zunächst  stehenden  im  freien  Räume 
e6adlichen  Aethertheilcheu  und  denkt  man  sich  um  den  Mittelpunkt  eines 
|ef»clben  Kogelflächen  mit  den  Radien  r,  2r,  3r  u.  s.w.  gezogen,  so  wer- 
len  in  diesen  Kugelilächeu  die  Mittelpunkte  aller  übrigen  Aethertheilchen 
B»gen.     Geschieht  das    Gleiche   um   das  oben  erwähnte  Massentheilchen, 
»o  werden  wegen  der  tetraedrischen  An  Ordnung  in  de  n  näch- 
^^len  Kugeloberflächen  weniger  Theilchen  sein,  als  im  freien 
Hbanme,   und  bis  in  grösserer  Distanz  diese  eigenthümliche 
Anordnung  unmerkbar  wird,  werden  jeden  falls  grössere  Ver- 
icbieden  hei ten  in  den  Entfernungen  je  zweier  benachbarten 
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Aethertlieilcheu  eintreten,  als  dies  ohne  düli- tetraedrische 
Anordnung  der  Fall  wird. 

Ist  in  eioem  gegebenen  Räume  eine  beliebige  Anzahl  sich  abstossender 
Funkte  vorhanden ,  so  wird  die  Samme  der  gegenseitigen  Abstossungen  (so 
lange  diese  in  kleinerer  Entfernung  grösser  sind ,  als  in  bedeutender)  nnd 
damit  auch  der  Druck,  den  sie  gegen  aussen  ausüben,  ein  Minimam,  wenn 
die  Distanzen  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  einander  möglichst 
gleich  sind.  Sind  die  Entfernungen  ungleich,  so  wird  die  Summe  ihrer  Ab- 
stossungen kein  Minimum  mehr  sein;  sie  üben  also  einen  grösseren  Druck 
nach  aussen  aus ,  beanspruchen  daher  bei  gleicher  Einwirkung  von  aussen 
herein  ein  grösseres  Volumen,  und  insoweit  von  Aethertbeilchen  die  Rede 
ist,  die  mit  Massentheilchen  nicht  in  unmittelbarem  Contacte  stehen,  ist 
die  mittlere  Dichtigkeit  des  Aethers  in  der  Nähe  der  Massen- 
theilchen geringer,  als  im  allgemeinen  Räume,  wenn  die  Mas- 
sentheilchen zu  ihrer  Neutralisirung  weniger  Aethertbeil- 
chen bedürfen,  als  die  Zahl  derjenigen  beträgt,  welche  sich 
als  nächste  Nachbarn  um  ein  im  allgemeinen  Räume  befind- 
liches Aethertbeilchen  gruppiren,  denn  es  kommen  bei  ihnen 
jedenfalls  grössere  Ungleichheiten  der  gegenseitigen  Ent- 
fernungen vor,  als  bei  dem  freien  Aether. 

Bedarf  ein  Massentheilchen  zu  seiner  Sättigung  ebenso  viel  oder  mehr 
Aetliertheilchen,  als  der  nächsten  Nachbarn  eines  im  Räume  befindlichen 
Theiles  sind ,  so  ist  die  mittlere  Dichtigkeit  der  AetherhUlle  darum  her  der 
Dichtigkeit  im  freien  Räume  gleich.  Eine  grössere  Dichtigkeit  von 
isolirten  Aethertbeilchen  als  imfreienRaumegiebt  es  nicht. 

Dem  Vorstehenden  zufolge  werden  also  einzelne  Aethertbeilchen  von 
dem  Massenkern  bis  zum  Contacte  angezogen  und  legen  sich  dann  so  um 
diesen  herum,  dass  ibre  gegenseitige  Abstossung  einen  kleinsten  Werth  er- 
reicht. Für  die  in  der  nächsten  Nähe  befindlichen,  nicht  incorporirten 
Theilchen  ist  es  nun  nahezu  so,  als  sei  ein  Aethertbeilchen  in  mehrere 
Theile  gespalten;  es  ist  aber  nicht  gen  au  so.  Bleiben  wir  bei  dem  vorhin 
angenommenen  Beispiele,  dass  die  Zahl  der  incorporirten  Aethertbeilchen 
vier  betrage,  dass  sie  also  um  den  Massenkern  ein  Tetraeder  bilden,  so 
wird  für  ein  senkrecht  gegen  eine  Tetraederfläche  schwingendes  freies 
Aethcrtheilchen  der  Kern  nicht  wie  gar  nicht  vorhanden  zu  betrachten  sein, 
wenn  auch  die  Hauptwirkung  desselben  aufgehoben  ist;  es  combinirt  sich 
seine  Anziehung  mit  den  Abstossungen  der  Tetraederecke  und  die  Folge 
davon  ist  eine  Gesammtwirkung,  die  wohl  der  Hauptsache  nach  abnimmt, 
wie  das  Quadrat  der  jeweiligen  Entfernungen  wächst,  die  dieses  aber  nicht 
genau  thnt.  Es  ist  also  die  Bedingung  der  Gleichung  14)  nicht  erfüllt,  und 
Farbenzerstreanng  ist  die  Folge  davon. 
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Gesetzt,  es  tei  ein  Masscntheilclien  gegeben,  das  sieb  inmitten  eines 

cMna  von  Aetbcrtbeilcben  befindet,  so  ziebt  es  deren  so  viele  bis  zum 

rtd)g<?n  CoDtacto  an,  bis  din  Anzicbung,  die  es  selbst  auf  ei«  woite- 

freies   Aetberlbcilchen  auhübt ,  durch  die  Gogenwjrkuiitj  des  bo- 

t'iU  gebundenen  Aotbers  aufgehoben  wird.    Nennt  njnn  die  Menge  mato- 

tr.iger  Substanz    des  Mabseuthoilchens,    der  Aetherbüye    und    des 

Aetbertht'iioliens  d^-j  Keihe  uaib  m ,  M  und  fi  uud  sind  «  und  b  die 

Hrknogsconstauten  von  Masse  und  Aetber,  dauu  Aether  und  Aether  bei 

4«  Eiuheit  der  Entfernung   und  der  tritgen  Substanz,   so  erhUlt  man  den 

iDdiffereutismUs,  weuu 

85)  «w^s=s6Jlf^,  aiso^=  — m. 


Bei  einem  andern  Systeme  bat  mau 
St)  ü OT,  ^  =  i  ;1/|  ft  oder  jf/,=  — ffi,. 


^■Bollen  beide  Systeme  auf  einander  wirken,  so  hat  man  die  l'lmtigkeit  der 
beideo  AetherhUllen  (6,ViV,),  die  Wirkung  der  Aetherhiille  At  auf  den  Kern 
«,(a  J/w,),  die  Wirkung  der  Hülle  JIJ,  auf  den  Kern  m  («M, ;/i),  und  ausscr- 
dftn  besteht  noch  eine  gegenseitige  Keactiou  dor  Kerne  >»  und  »«,.  Diese 
leuttre  sei  für  die  Einheit  der  Eutfcrnnug  und  der  materiellen  Substanz 
jlnch  c,   in  der  Entfernung  r  dagegen  gloieb  ('/'(/')»  wenn /*(/-)  eine  noch 

kiiüWtimmto  Function  der  Entfernung  bezeichnet 
Es  ist  nun  die  Gegani Mitwirkung  beider  Systeme  auf  einander  zu 
luchcn.  Wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  den  oben  abgeleiteten  Nor- 
tncu  «  eine  Anziehung ,  l>  eine  Abstossung  bedeuten,  welche  beide  abneU* 
»tto,  wie  dun  Quadrat  der  Entfernung  wächst,  uud  wenn  man,  dem  Vor- 
finde Caucby 's  folgend,  der  Abstossung  das  Zeichen  —  giebt,  so  dass 
«*Oauiid  0  für  sich  positive  Grüssen  bedeuten,  su  hat  man,  wenn  ff' die 
Gesammtwirkang  angiebt, 

8«Ut  ia«D  »latt  M  uud  iVj  ih^  Werthe  ans  3ö)  und  37),  so  ergiebt  sich 

I^ic»c  Formel  muss  nun  mit  den  Erfordernissen  des  Schweregesetzes  in 
Leberciostimmung  gebracht  werden,  denn  wir  habm  hier  die  Action,  welche 
«*ci  von  einander  entfernte  Kürper  gegenseitig  ausüben.  Das  Schwere- 
geictx  sagt ,  dass  diese  Thätigkeit  eine  demProducte  der  Masse  mr/i,  direct, 
«m  Quadrate  der  Entfernungen  umgekehrt  proportionale  Anziehung  sei, 

»eahalb,  wenn  c  in  Gleichung  3fl)  von  Null  verschieden  ist,  f{r)  gleich  - 


»ein  masa.    Die  Gleichung  39)  geht  also  über  in 
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Gilt  das  obere  Zeichen  bei  c,  so  haben  wir  zwei  AjBziehungen  und  ff 
hat  einen  positiven  Werth,  bedeutet  also  auch  eine  Anziehung.  So  weit 
die  An8prüche  des  Schweregesetzes  reichen,  kann  man  ganz  gut  das  obere 
Zeichen  gelten  lassen;  wenn  man  aber  die  Bedürfnisse  der  MolecuUractio> 
nen  zu  Rathe  zieht,  so  geht  dieses  nicht  mehr,  denn  die  beiden  Systeme 
würden  sic|i  bis  zum  Contacte  anziehen  und  mit  der  Porosität  der  Körper 
wäre  es  vorbei.  Es  muss  daher  eine  Wirkungsweiue  gesucht  werden, 
welche  auch  die  Porosität  ermöglicht,  welche  unter  Umständen  auch  Ab* 
stossungen  eintreten  lässt.     Unbedingt  ist  es  nöthig ,  dass  eine  der  beiden 

Grössen  c  oder  —  negativ  sei,  und  da,  wie  sich  aus  dem  Früheren  ergiebt, 

—  positiv  sein  muss,  so  folgt,  dass  man  bei  c  das  untere  Zeichen  zu  neh- 
men bat.  Das  Ne  wton'sche  ISchweregesetz  ist  also  repräsentirt  durch 
die  Formel 


.)  -=(?-«)^. 


und  ich  halte  mich  daher  für  berechtigt,  der  allgemein  herrschenden  An- 
nahme entgegen  den  Satz  aufzustellen,  dass  die  Massentheilchen  sich  nicht 
anziehen,  sondern  sich  abstossen. 

Die  Gleichung  41)  entspricht  der  Gleichung  4)  meiner  früheren  Ab- 
handlung: „Entwurf  einer  Molecularphysik***,  und  es  besteht  nur  der  Un- 
terschied ,  dass  dort  die  Anziehung  das  Zeichen  —  hat,  während  ich  in  mei- 
ner gegenwärtigen  Schrift  ihr  das  Zeichen  -f  gegeben  habe,  um  in  einer 
und  derselben  Abhandlung  für  die  gleiche  'J'hätigkeit  nicht  zweierlei  Zei- 
chen zu  bekommen.  Wie  Porosität ,  Cohäsion  und  Krystallisation  der  Kör- 
per sich  aus  Gleichung  41)  ableiten  lassen,  habe  ich  bereits  in  der  citirten 
Arbeit  (S.  180—191)  nachgewiesen,  und  da  ich  mich  nicht  veranlasst  sehe, 
auch  nur  die  geringste  Aenderung  daran  vorzunehmen,  so  möge  es  mir  ge- 
stattet sein,  darauf  zu  verweisen. 

Fasst  man  nun  die  im  Vorstehenden  Seltenen  Resultate  zusammeui 
so  ergiebt  sich : 

1.  Aethertheilchen  und  Aethertheilcben,  sowie  auch  Massentheilchen 
und  Massentheilchen  stossen  sich  ab ; 

2.  Aethertheilchen  und  Massentheilchen  ziehen  sich  an; 

3.  alle  Kräfte  nehmen  ab ,  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  wftchst. 
Oder  auch : 

1.    Es  giebt  zweierlei   träge,    materielle  Substanzen    in 
der  Natur,  Aethertheilchen  und  Massentheilchen; 


^  Siehe  diese  ^Zeitschrift  XI,  8» 


Gleicbartlges   stösst  sich  ab,    Ungleichartiges  zieht 
sich  an; 

beide  Arten   von  Kräften  siud  derriQnaJrale  derKiit 
fernung  aingekehrt  jtroportional. 
Diese  Sätxe  siod  die  oiimltcfaen,  welche  ich  in  meinetn  „Entwurf  einer 
ecularj)h_j'aik''  a  priori  aufgestellt  habe  und  ans  denon  ich  dann  verschie- 
B  Molecülarerscheinungen  ableitete.     Jetzt  l.st  es  wir  gt-luugen ,  diesel- 
l>eQ  aus  den  vorhundeneo  Beobachtangco  abzuleiten,  sie  durch  Induction 

IM  erbalteu. 
Es  giebt  also  zweierlt'i  Stoffe  iti  der  Natur,  nud  die  sogenannte  Schwere 
Ist  insofern  keine  allgemeine  Eigenschaft  der  materiellen  Substanz,  als  es 
«ine  Materie,  den  Aether  im  allgemeinen  Räume  glebt,  der  ihr  nicht  unter- 
"•orfen  ist,   "während  die  Massentheilcht n  und  die  b'w  zunHchst  unigebenden 
Aabertheilchen  Systeme   bilden,    welche   sich  allerdings  in  der  von  dem 
'      Nflwion'schen  Schwereget.etze  ausgesprochenen  Weise  anziehen.    Diese 
—   Systeme    o  der  Verbindungen    von  Aether-  und   Massentheil- 
B  eben  sind  schwer,  wenn  man  dem  Worte  ,, schwer*'  den  Begriff 
beilegt,  der  in  den  Büchern  allgemein  üblich  istj  die  Aether - 
iheilchen  im  Welteuraume  dagegen  sind  nicht  schwer. 

Die  gegenseitige  Annäherung  der  Körper,  welche  man  als  das  lirgeb- 
i>i»8  eiuer  ,, Schwere"  genannten  ThHtigkeit  au  betrachten  gewohnt  ist,  ist 
die  verschwindend  kleine  DiflFerenz  von  Anziehung  und  Abstossung.  Könnte 
der  Aether,  welcher  in  unserer  Erde  gebunden  ist,  entfernt  werden,  und 
httte  man  andererseits  soviel  Aether  beisammen,  dasa  das  Quantum  seiner 
Ulgon  Substanz  demjeni^i^n  der  Massontheilchen  eines  Körpers  gleich- 
kommt, so  wurde  eine  AnKiehuug  die  Folge  sein,  welche  die  der  Schwere 
d?i  Körpers  vielleicht  mehr  als  millionenraal  tiberträfe.  Die  Schwerewir- 
kuog,  dicae  winzig  kleine  Difierenz  der  wirklichen  Naturkräfle,  ist  i'iiv  uns 
«cbr  wohl  bemerkbar,  wie  sich  leicht  daraus  ergiebt,  wenn  es  sich  darum 
bwileli,  einen  grösseren  Körper,  etwa  cineu  Felsblock,  in  die  Uöhe  zu 
heben,  und  dieser  Umstand  dürfte  daher  geeignet  sein,  uns  von  den  uns 
1  »w  Disposition  stehenden  Kräften  ganz  bescheidene  Begrifl'e  beizubringen, 
[JKBist  daher  nict*t  zu  verwundern,  wenn  wir  es  auch  alsbald  spüren,  wenn 
Nie  Differenzen  zwischen  Anziehung  und  Abstossung  durch  veränderte 
I  ßroppirung  der  Massentheilchen  etwas  anders  werden. 

Es  kommt  hierbei  noch  eine  weitere  Thätigkeit  in's  Spiel:  der  Druck 

Hes  Aethers.     Die  Aethertheilchen   s<iad   über  den  ganzen  Welteuraum 

»erbreilet  und  stosseu  sich  nut  ungeheurer  Kraft  ab,  suchen  sich  daher  in 

•Jen  iftberleeren  oder  ätherverdünnten  Raum  einzudrängen  und  üben  einen 

»deutenden  Druck  auf  denselben  aus,    wenn  ihnen  der  Eintritt  verwehrt 

rixd.    Dieser  Aetherdruck  hat  auijserordeutlich  viel  Aehnlichkeit  mit  dem 

Luftdrücke,  den  er  aber  an  StKrke  weitaus  übertrifft.   Wir  durchwandern 

iie  Luft,  ohne  von  einem  Widerstände  viel  zu  spücen,  der  \ibxv^ft\i%  %'tV\^x» 
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da  ist,  wie  er  auch  bei  'dem  Aetber  eintritt  (Enke*8cber  Komet).  Der 
Luftdruck  wird  sofort  wahrnehmbar,  wenn  wir  den  mehr  oder  weniger  eva- 
cuirten  Recipienten  von  dem  Teller  der  Luftpumpe  abheben  wollen.  Ebenso 
ist  es  bei  dem  ätherverdünnten  Räume,  und  einen  solchen  haben  wir,  wie 
die  Brechung  des  Lichtes  lehrt,  überall  in  den  Körpern.  Wie  diese  äther- 
verdünnten Räume  entstehen ,  das  habe  ich  in  meinem  „Entwarf  einer  Mo- 
lecularphysik"  in  dem  Abschnitte  ,, Entstehung  einiger  Krystallformen  des 
tcsscralen  Systems"  gezeigt.  Gerade  so,  wie  durch  den  Luftdruck  die 
Magdeburger  Halbkugeln  zusammengepresst  werden,  ebenso  veranlasst  der 
Aetherdruck  die  Cohäsion   der  Körper. 

Bei  der  ausserordentlichen  Stärke  der  Kraft,  mit  der  sich  die  Aether- 
theilchen  abstossen,  mnss  wohl  der  Widerstand ,  den  sie  leisten,  wenn  man 
sie  einander  nähern  will ,  ein  sehr  bedeutender  sein.  Dieser  Umstand  mag 
mit  Ursache  sein,  warum  bei  dem  auf  den  Aetherschwingungen  beruhenden 
Lichte  nur  Trans  Versalschwingungen  beobachtet  werden.  Man  sieht  die 
Lnngitudiunlschwingniigen  darum  nicht,  weil  sie  nicht  existiren.  Jeden- 
falls ist  sicher,  dass  bei  Longitudinalschwingungen  grössere  Annäherungen 
der  vibrireuden  Theilchen  vorkommen,  als  bei  (einem  Strahlenbnndel  von) 
Transversalschwingungen.  Auf  diesen  Umstand  hat  übrigens  schon  Free- 
nel  hingewiesen.  Er  sagt:*  „En  e/fet,  la  resislance  ä  la  compression  etant 
bien  plus  grande  que  Cautre  force  elaslique  qui  est  mise  en  Jeu  par  le  simple  glisse- 
menl  des  tranches,  Vonde  produUe  par  la  premiere  s'etendra  beaucoup  plus  loin 
que  Celle  qui  resuUera  de  la  seconde  .,,0r^  il  est  naturel  de  supposer  que  Vinten- 
site  de  la  Sensation  dipend  de  J'amplitude  des  vibrations  du  nerf  optique^  et 
qu^ainsi  la  Sensation  de  lumiere  resultant  des  vibrations  normales  aux  ondes  serait 
sensiblement  nulle  relativement  ä  celte  qui  serait  produite  par  les  vibrations  paral- 
leles ä  leur  surface.'* 


In  dem  Vorstehenden  habe  ich  verschiedene  Sätze  angenommen, 
welche  die  Lehrbücher  der  Physik  nicht  kennen,  und  unter  ihnen  ist  wie- 
der ganz  besonders  das  Theorem ,  dass  die  Massentheilchen  sich  abstossen, 
von  Allem ,  was  sich  in  der  Physik  seit  langer  Zeit  das  Bürgerrecht  erwor- 
ben hat,  so  abweichend,  dass  es  gar  nicht  unangemessen  sein  dürfte,  wenn 
ich  im  Nachfolgenden  eine  Rechtfertigung  meiner  Theorie  zu  geben  ver- 
suche. 

In  jedem  Lehrbucho  der  Physik  ist  unter  den  allgemeinen  Eigenschaf- 
ten der  Materie,  also  auch  der  Körper  der  Satz  zu  finden ,  dass  Materie  und 
Materie  sich  anziehe,  und  es  fehlt  nicht  an  Physikern,  welche  geneigt  sind, 
diese  Anziehung  als  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Körper  zu  erklären. 
Wesentliche  Eigenschaften,  solche,  ohne  welche  wir  ans  Körper  gar  nicht 


f  fAcwL  d»  franee,  tf^ii.  Mim,  tvr  la  double  rifiraetkm,  78. 
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c/enkdn  können ,  bei  deren  Fehlen  ein  Körper  überbanpl  zn  existiren  gar 

niebt  verning,   kennt  die  Physik  nur  dr^i :   die  Ausdehnung,   GcstnU  nnd 

tJddarcbdringlichkeiL*     Die  Schwere  gehört  nicht  nnter  die  wesentlichen 

£Iigeu8chaflen  der  Körper,   und  in  der  That  haben  anch  die  Physiker  bis 

.^^ewton  wohl  die  Körper  gekannt,  aber  nicht  gewamst,  dnss  sie  sich  an- 

auidieo.      Die  Schwere  ist  aber  nicht  nur  keiao  wesentliche  Eigenschaft  der 

SLSrpcr ,  sondern  es  wurde  anch  Newton  (meines  Wissens  von  Lcibni  tz ) 

t>«i  Veroffeutlichnng  seines  Gesetzes  sogar  zum  Vorwurfe  gemacht,  dass  er 

die  glücklich  beseitigten  Qualitäten   der  Materie  wieder  einführen  wolle. 

Di«  actio  m  (lixtofts   der  Körper   ist  kein  von  selbst  verständifchos  Axiom, 

Ln  katio   sich  sogar  nicht  einmal  erklären,   wie  diese  Wirkung  auf  die 

I«  tu  Stande  kommt.    Die  Schwerewirkuug  ist  nur  eine  Sache  der  Be- 

itung  und  mau  kann  eigentlich  nicht  sngcn:   „Die  Körper  ziehen  sich 

\  sondern  ntir:  „Die  Erscheinungen  erfolgen  gerade  so,  als  ob  sich  die 

orper   anziehen**.     Man    kann  die  befreffonden  Naturerscheinnngeu  ver 

liUelät  der  bekannten  Formel  Newton'»  hus  den  gegebenen  Voranssetzuu- 

ableiten;  ob  aber  wirklich  Anziehung  der  Körper  die  Ursache  der  Er» 

Kelnnngeo    sei,   das    weiss  man  nicht;    man  kennt  die  Ursache  der  An- 

aebiing  nicht. 

Bei  den  Gasarten  ist  es,  wie  ich  oben  erwähnte,  gerade  so,  als  stiessen 
•ich  die  einzelnen  Theilchen  mit  einer  Kraft  ab,  welche  der  Entfernimg 
^»mgckfhrt  proportional  ist.  Kedtenb acher  nahm  auch  in  der  That  eine 
rtrtige  Absto»s)ung  an  und  bestimmte  nach  ihr  sein  Gosetss  der  Aether- 
;ang.  Jeder  Physiker  kennt  Krön  ig 's  Erklärung  der  Volumverhält- 
liiM  der  Gase  und  Mciss,  dass  man  eine  gegenseitige  Abstossung  von  in 
dem  Gase  enthaltenen  Stoifen  nicht  uoth wendig  hat,  wenn  man  die  bolrof- 
dadtn  Erscheinungen  erklären  will.  Es  ist  aber  der  Erfolg  gerade  so,  als 
^_||t<MMen  »ich  die  Gastheüchen  ab,  und  ich  halte  e»  für  zulässig,  dass  man 
^Hie  entsprechenden  mathematischen  Formeln  in  den  etwaigen  Hechnungeu 
^H^nützt.  Es  kann  ebenso  irgend  ein  Physiker  oder  Metaphysiker  die  Ur- 
HPbacho  der  der  Schwerewirkung  zu  Grunde  liegenden  Erscheinungen  finden, 
tt  kann  möglicherweise  zeigen,  dass  es  hier  ebenso  wenig  eine  Ferncwir- 
hmtg  gebe,  als  nach  Krön  ig  bei  der  Ausdehnung  der  Gase,  aber  die  Er- 
«lielnungen  werden  doch  sein,  als  ziehen  sich  die  Körper  an,  und  die 
betreffenden  mathematischen  Formeln  werden  nicht  weniger  anwendbar,  als 
fle  e«  gegenwärtig  sind.  Der  ganze  Unterschied  wird  nur  der  sein,  dass 
»an  einen  zweiten  Weg  gewinnt,  auf  dem  man  zu  den  Ergebnissen  der 
Sckwereerscheinutigen  gelangen  kann,  gerade  so,  wie  man  das  Mariotte- 
■cha  Goüets  abzuleiten  vermag,  gleichviel,  ob  man  die  Fernewirkung  oder 
die  Krönig*sche  Hypothese  zu  Grunde  legt. 

Trota   der  grossen  Anwendbarkeit   der  Newton 'sehen  Formel   darf 


•    K«   ni"»pt'    mir  hier    iff^stnttct  sein,    den  bokannton  Versuch,  dt'U  A.t\%l«» 
Itlaa  mit  »ihem  Kruge  voll  Asche  gemacht  hat,  zu  iguoruttU. 


niemals  übergehen  werden,  dass  die  Schwere  keine  wesentliche Bigensehaft 
der  materiellen  Substanz  ist,  dass  man  nur  dnrch  Beobachtungen  veranlasst 
wurde»  sie  vorauszusetzen.  Wenn  man  nun  durch  weitere  Beobachtnngen 
auf  Resultate  kommt,  welche  mit  den  Consequenzen  des  Schweregesetaes 
im  Widersprach  stehen,  so  folgt  nothwendig,  dass  ihnen  etwas  Anderes  zu 
Grunde  liegen  müsse. 

Erscheinungen,  welche  mit  den  Consequenzen  des  Schweregesotzes 
nicht  harmoniren,  bietet  uns  die  Porosität  der  Körper  und  ganz  besonders 
die  Lehre  vom  Aether,  ein  Etwas,  das,  wie  die  Lehre  vom  Lichte  zeigt, 
über  den  ganzen  Welteniaum  verbreitet  ist.  Dieser  Aether  ist  nun  offenbar 
eine  materielle  Substanz  und  wird  in  der  Rechnung  allenthalben  als  solche 
behandelt.  Fasst  man  nun  das  Newton'sche  Gesetz  so,  dass  man  sagt, 
lalle  materielle  Substanz  ziehe  sich  an,  so  müsste,  wenn  diese  Auffassang 
richtig  wäre,  der  Aether  längst  za  einer  kleineren  oder  grösseren  Anzahl 
von  Haufen  vereinigt  sein;  allein  bisher  hat  er  keine  Miene  gemacht,  dieses 
zu  thun.  Man  kann  nun  allerdings  annehmen,  die  Aotherthcilcheo  im 
Räume  seien  in  einer  Weise  vertheilt,  dass  die  auf  sie  von  den  verschiede- 
nen  Seiten  ausgeübten  Anziehungen  sich  gegenseitig  aufheben,  aber  diese 
Bedingung  hört  auf,  erfülllt  zu  sein,  sobald  die  geringste  Bewegung  eintritt. 
Ist  das  Gleichgewicht  einmal  gestört,  so  wird  die  Anziehung  nach  der  einen 
Seite  grösser  als  nach  der. andern  und  ein  Zusammenstiss  der  AethertheiU 
chen  ist  die  unausbleibliche  Folge.  Man  kann  nun  weiter  annehmen,  die 
Aethertheilchen  seien  elastisch.  In  diesem  Falle  würden  sie  allerdings  nach  ■ 
dem  ZusammenstoKse  sofort  sich  wieder  von  einander  entfernen,  allein  dann 
fragt  es  sich:  Sind  die  Aethertheilchen  Atome  oder  sind  sie  es  nicht?  Sind 
sie  Atome,  so  können  sie  nicht  elastisch  sein,  denn  der  Begriff ,, elastisches 
Atom*'  ist  eine  rnnlradirlio  in  adjecUs,  da  die  EInsticitJlt  immer  wieder  Theü« 
voraussetzt,  die  sich  einander  nähern,  die  sich  von  einander  entfernen  kön- 
nen. Sind  also  die  Aethertheilchen  Atome,  so  sind  sie  nicht  elastisch «  sind 
sie  aber  keine  Atome,  so  bostehen  sie  aus  solchen.  Wenn  nun  awei  Aether- 
theilchen zusammenstofsen,  so  bleiben  sie  als  starre  Körper  bei  einander, 
wenn  sie  Atome  sind,  nnd  wenn  sie  aus  Atomen  bestehen,  dann  rucken  dicM 
vermöge  des  äusseren  Stosses  bis  zum  vollständigen  Contaeto  susamis«ii 
und  bilden  dann  ein  vollkommen  starres  Aggregat. 

Man  kommt,  wie  sich  aus  dem  Vorstehenden  wohl  ergeben  dürfte,  bei 
Zugrundelegung  einer  auf  die  materielle  Welt  wirkenden  Anziehungskraft 
niemals  dnrch,  wenn  man  niclit  auch  Etwas  annimmt,  was  die  einxelnea 
Atomo  wieder  von  einander  zu  entfernen  strebt:  eine  Abtossiing.  An- 
ziehung und  Abstossnng  zusammen,  nicht  eine  derselben 
allein  bauen  die  We 1 1. 

Das  Newton'sche  Gesetz,  da«?  nur  Anziehungen  kennt,  genflgt  mko 
nicht,  um  die  GeÄammtheit  der  physikalischen  Erscheinungen  zu  erklären, 
und  e»  ist  daher  nothwendig,  eine  Combination  von  Anziehung  und  Abstos- 
^17/7^  xa  gochen,   welche  den  Beobachtungen  entspricht.     Dass  dabei  die 


I  X«wtoq*8chc  Norm  bis  auf  den  Wortlaut  beibehalten  werde,  ist  nicht  er- 
^B^erüch;  Hnaptsache  bleibt  immer,  dass  sich  die  einschlägigen  Erscbei* 
^Ringen  durch  die  nenen  Sätze  ebenso  ungezwungen  erkUren  lassen,  als 
durch  Newton 's  Formel,  dass  sich  aber  diesen  Sätzen  auch  die  Phänomene 
der  Molecularweh  fügen ,  bei  denen  das  Gravitationsgesetz  bekanntlich 
^Aieht  ausreicht. 

^B      Ich  glaube  behaupten  zu  können ,  dass  die  von  mir  oben  aufgestellten 
^Btze  den  im  «ie  gemachten  Forderungen  entsprechen;  wenigstens  ist  mir 
^■Bme  Erscheinung  bekannt^  die  damit  im  Widerspruch  stünde. 
^P        Die  Annahme  von  Abstossungen  ist  unuragäoglich,  und  darum  kann 
B«a  80  oft  in  den  Büchern  über  Physik  finden,  dass,  wenn  es  sieh  um  die 
Brklirung  einer  Molecularerscheinung  handelt,  zur  rechten  Zeit  als  Deus  ej: 
i^moehina  eine  AbstoBsung  anftritt,  die,  so  wie  man  sie  nicht  mehr  braucht, 
^Btrscfawindet ,  um  einer  Anziehung  Platz  zu  machen.    Von  Seiten  der  Ma- 
^Hkmatiker  sind  bezüglich  der  Molecnlarerscheinungen  »chon  die  ver.schie- 
^BMrten  Formeln    aufgestellt    worden,    die  das   Gesetz  der  Molecularkraft 
■Sfsodrticken  haben,  und  es  ist  ganz  sicher,  dass.  wenn  man  die  Entfer- 
nimg r  zweier  Theilohen  als  Exponenten  benützt  und  eine  von  r  «bhängige 
»Winkelfanction   einführt,   die  so   erhaltene    Formel   selbst   ziemlich   weit- 
lebenden  Anforderungen    entspricht,    denn    man    bekommt  sehr  raschen 
Wechsel  in  der  Intensität  bei  kleinen  Werthen  vgn  r,  sowie  auch  Umkehrung 
des  Sinnes  der  Wirkung,     Ich  kann  mich  bei  Betrachtung  solcher  Formeln 
■i«  erwehren,  an  die  alten  Epicykeln  zu  denken.     Es  ist  eine  alle  Erfah- 

kfBng,  dnss  sicli  die  sämmtlichen  Naturgesetze  um  so  besser  bewähren,  je 
hnfacher  sie  Kind,  und  ist  es  nicht  viel  einfacher  und  nntnrgemässer,  sich 
kn  mannichfaltigen  Wechsel,  den  man  an  den  Moleciilarkräften  wahrnimmt, 
•tM  I)ifforenzen  von  zwei  Kräften  zti  erklären  ,  die  einem  einfachen  Gesetae 
^^^ehorchen,  als  eine  einzige  Kraft  für  die  ganzen  Aenderungen  haftbar  zu 
^H^cbeo  und  sie  dafür  einer  complicirtcn  Formel  zu  unterwerfen?  Nach 
^B*elcbem  Gesetze  muss  diejenige  Kraft  wirken,  die  für  sich  allein  die  Thä- 
^»tigkeit  ausdrücken  soll,  welche  zwei  Magnete  in  den  verüchiodenen  Stel- 
lungen und  Entfernungen  auf  einander  ausüben,  und  wie  einfach  erklärt 
»ich  der  ganze  Wechsel,  wenn  man  zwei  Kräfte  einführt? 

Ich  muss  übrigens  hier  bemerken ,  dass  die  erwähnten  complicirten 
iFormeln  zunächst  bei  den  Molecularerscheinungen  ihre  Anwendung  finden, 
rnnd  wie  die  Gleichungen  13)  und  24)  zeigen,  treten  gerade  bei  den  Molecu- 
jf^Uri^Dtfernungen,  wenigstens  bei  demAether  solcheKräfte  nicht  auf.  Gerade 
|b«iden  einander  benachbarten  Theijen  gehorcht  die  gegenseitige  Wirkung 
[otDem  ganz  einfachen  Gesetze. 

Die  von  mir  oben  aufgestellten  Sätze  enthalten  an  sich  nichts  Ungereim- 
ftet,  denn  sie  haben  längst  das  Bürgerrecht  in  der  Physik,  und  es  handelt 
lieb  also  eigentlich  nicht  um  die  Einführung  neuer  Theoreme,  sondern  nur 
hdie  Ausführung  der  Anwendbarkeit  längst  anerkannter  Gesetze. 
fMaa  kann  mir  entgegeühalteiif  dass,  weon  die  actio  in  dislaixs  «iLXxtA 
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für  sich  schon  unerklürbar  ist,  es  noch  viel  nnerklärlicher  sein  müsse,  wen 
ich  dieser  actio  ^ewissermassen  noch  ein  Stockwerk  aufsetze  and  den  ein-  , 
zeltien  niftteriellcn  Grundstoffen  das  Vermögen  zuschreibe,  gegen  entfernt© 
Theilchen,  je  nachdem  sie  gleichartig  oder  ungleichartig  sind,  ein  verschie- 
denes ^'e^haltcn  lu  heobachtou.  Es  ist  allerdings  richtig,  dass  diese  Art  von 
Auswahl  unerklHrlicli  ist,  und  ich  kann  darauf  uur  antworten,  dass  hier 
immer  vorauszusetzen  ist,  die  Erscheinungen  erfolgen  gerade  so,  als  ob 
Gleichartiges  sich  abstosse  u.  b.  w.  Was  eigentlich  die  Ursache  davon  ist«  ■ 
lässt  sich  nicht  angeben,  und  wenn  ich  oben  sagte:  „Gleichartiges  stösst  ^ 
sich  ab"  u.  s.  w. ,  so  habe  ich  mich  nur  dem  allgemeinen  Sprachgebrauchc 
gefügt.  Die  Auswahl  in  die  Feme  ist  übrigens  längst  schon  bekannt,  wenn 
auch  nicht  erklärt,  und  ich  brauche  hier  nur  noch  an  die  Doctrinen  der 
Electricität  und  des  Magnetismus  zu  erinnern.  In  der  Chemie  wird  sogar 
gelehrt,  dass  ein  und  derselbe  Stoff  gegen  mehr  als  00  andere  StoSe  ein 
jedesmal  verschiedenes  Verh«llen  beobachten  kann. 

Man  kann  mir  aber  auch  den  eTitgogcngesetzten  Vorwurf  machen,  das« 
die  von  mir  angenommenen  Fernewirkungen  zu  wenig  seien,  denn  man  kann 
die  Frage  aufstollen,  wie  es  sich  mit  der  sogenannten  chemischen  KraA 
verhalte,  für  die  ueben  meinen  oben  ausgesprochenen  Sätzen  eigentlich  gar 
kein  Platz  mehr  ist,  während  wir  doch  ihre  Wirkungen  foilwährend  vor 
Augen  haben.  Ich  gestehe  aufrichtig,  dass  ich  an  diese  chemische  Kraft 
ebenso  wenig  glaube,  als  ich  es  für  wahrscheinlich  halte,  dass  die  gegen- 
wJirtig  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  aufgeführten  sogenannten  Grand- 
stofte  wirkliche  Grundstoffe  und  nicht  Verbindungen  von  solchen  seien. 
Nimmt  man  an,  die  wahren  Grundstoffe  seien  Kugeln  von  verschiedener  Grösse 
oder  sie  seien  verschiedene  EUipsoide,  so  lässt  sich  ganz  gat  denken,  dass 
diese  Elementarkörpor  t-ei  sehr  kleiner  gegenseitiger  Entfernung  eine  ver- 
schiedene TbJiiigkeit  a\»f  einander  ausüben  können,  ohne  dass  man  darom 
in  die  Nothwendigkeit  versetzt  wäre,  an  dem,  was  ich  oben  anführte,  eine 
Aenderung  vorzunehujfn  oder  eine  eigene  chemische  Kraft  einzuführen. 
Der  Reichthum  der  Natur  beruht  nicht  auf  der  Mannichfal- 
tigkeit  der  ihr  zu  Gebote  stehenden  Mittel,  sondern  darauf, 
wie  sie  die  wenigen  vorhandenen  benutzt. 

Ich  muss  mich  jedoch  damit  begnügen,  zu  zeigen,  dass  eine  eigene 
chemische  Kraft  anzunehmen  nicht  nothwendig  sei;  ein  weiteres  Eingehen 
auf  die  Sache  verbietet  der  gegenwärtige  Stand  der  Chemie,  da  man,  weil 
die  Grundstoffe  unbekannt  sind  (ich  erinnere  hier  an  die  verschiedenen  Wi- 
dersprüche, in  die  man  bei  Bestimmung  der  Atomgewichte  geräth)  gar  nichts 
hat,  was  man  einer  Rechnung  zu  Grunde  legen  kann,  während  anderer- 
seits auch  die  Mathematik  zu  wünschen  übrig  lässt,  denn  die  Difi'erential- 
und  Integralrechnung  roichen  nicht  aus,  wenn  man  nyl  endlichen  Differen- 
«en  zu  ihun  hat,  nnd  wenn  man  jedesmal  auf  lange  Reihen  übergehen 
muss,  werden  die  Rechnungen  leicht  umfangreicher,  al»  einem  lieb  ist. 


tt: 


Vn,    Nene  homogene  Flancoordinaten. 

Die  von  Plückcr*  eingeführten  hümogecieu  Flancoordinaten  —  die 
stände  der  variabeln  Geraden  von  den  drei  Eckpiiokten  des  FuDdaraen- 
dreiecks,  resp.  die  Abstände  der  variabeln  Ebene  von  den  vier  Eck- 
pQukten  de«  FundanjentAltetrnedera  —  haben  den  homogenen  Funktcoor- 
dicaten  gegenüber  nicht  unbeträcblliche  analytische  und  geometrische 
Kachtbede:  es  gicbt  uuzählig  viele  Gruppen  von  liancoordiiiaten**,  denen 
line  reellen  Geraden  oder  Ebenen  entsprechen,  nud  die  identische  Gleich- 
iwischen  den  Coordinaten  einer  Geraden  oder  Ebene  ist  vom  zweiten 
Beide  Umstlindo  stören  den  Paralleliamus  zwischen  den  Entwicke- 
;en  in  homogenen  Funkt-  und  denen  in  homogenen  Flancoordinaten,  so 
es  mir  wünschenswerth  schien,  andere  Flancoordinaten  zn  verwenden; 
habe  die  folgendon  gewählt. 

Man  denke  sich  die  vaiiabelo  Ebene,   welche  die  sechs  Kanten  des 
irdiuateutetracders  Jo^it  vi,  ./j  schneidet;  wird  dabei 
Jf^  vi,  im  Verhältnis»  jit^ :  /*,, 

'^i  ^t   1»  >»  /*«  *  Ma 

»choitten,  wobei  Süssere  Theilung  mit  dem  positiven,   innere  mit  dem 
fifj^atireu  Zeichen  versehen  werden  möge,  so  wird  jede  andere  Kante 

Ai  Ak  im  Verhältuiss  yn  :  fn- 
jeihcilt  (iöch  Vorzeichen),  Zu  jeder  Ebene  gehört  nur  ein  Verhälfniss 
m:^,  :^,  :  ^,»  und  zu  jeder  Gruppe  fi^  jUi  ju,  ^3,  die  man  auf  die  vier  gleich 
minigeu  Tetraederecken  bezieht,  eine  und  nur  eine  Ebene.  Jlan  kann 
iilier  vier  solche  Zahlen  als  Coordinaten  recht  wohl  verwerthen;  um  dabei 
j^der  Ebene  eine  bestimijite  Gruppe  von  ^t  (nicht  blos  ein  bestimmtes  Vor- 
ililoi«»  ^y  :  ^,  :  |M, :  jm,)  zuzuordnen,  kann  man  eine  beliebige  Gleichcmg  fest- 
MU«'a,  welche  alle  Gruppen  von  fi  erfüllen  müssen. 


*  Pluckcr,   8jr8tera  d«r  aaalytisclieo   Geometrie   1835.  —    Plücker,  Gco- 
» des  Raumes  1840. 
Diener  An»<trac'k  iii«g  für  Geraden-  undEbenencoordlnaten  verwendet  wtrden. 

'Mlt^hhA  r.  MalhvntaUk  a.  Diyaik  \V.  2  ^ 
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Diese  Gleichung  wird  man  am  einfachsten  linear  wählen;  da  sonst 
keine  bestimmenden  Gründe  vorliegen ,  wird  man  sie  so  wählen ,  dass  die 
Transformationsformeln  aus  orthogonalen  In  homogene  Coordinaten  mög- 
lichst einfach  werden. 

Bezeichnen 

«0  ßo  yoi    «I  ßt  Yx ;    «t  ßt  y«;    «a  ß*  y% 

die  orthogonalen  Coordinaten  der  Tetraederecken  A^A^  A^A^^  ferner 

U, 95, SB, SR 
die  Abstände  dieser  Ecken  von  der  variabeln  Ebene  T,  und 

die  reciproken  Abschnitte  von  T  anf  den  orthogonalen  Axen,   so  ist  be- 
kanntlich 


U: 


©  = 


1) 


SGß: 


9I{  = 


1  —  n^xi  — 15,  p  —  y,  n? 
1  —  «,  tt  —  ßtV  —  y%n> 
1— a^— |5ji>  — y,W 


Hierbei  hat  man  die  Wurzel  immer  positiv  zu  nehmen  und  erhSlt  die 
Abstände  U,  Sß,  903,  9i  positiv,  sobald  sie  mit  dem  Ursprünge  anf  derselben 
Seite  der  Ebene  T  liegen ,  im  Gegenfalle  negativ. 

Diese  Abstände  —  die  Plücker'schen  Coordinaten  von  T  —  afnd 
den  Zahlen  fi^  fi,  fi,  \k^  proportional;  derjenige  Werth,  mit  welchem  U933B9i 
erweitert  werden  mfissen,  um  die  Formeln  1)  zur  wechselseitigen  Trans- 
formation möglichst  geeignet  zu  machon,  ist  ^m* -f- t>* -f- «>• ,  Üer  reciproke 
immer  positiv  zu  nehmende  Abstand  des  Ursprungs  des  orthogonalen  Sy- 
stems von  7.  Bezeichnet  man  die  so  erweiterten  linken  Seiten  von  1)  mit 
uttDt  and  bringt  die  Gleichungen  auf  Null,  so  ergiebt  sich  für  u\>tOt  die 
Identität: 


(u-1) 
(t-i) 
(n)-l) 
(r-1) 


oder : 


2) 


«1 


ßs 


yi 
yt 
y» 


—  to- 


—  r 


«0 

«t 


«8 

«0 

«0 
«I 
«t 


ß. 
ßt 
ßt 

ßs 

ß. 

ßo 
ßo 

ßi 
ß. 


Yo 
Yi 

y« 
ya 

yt 
ys 

yo 

Yo 

y. 
y« 


=  0, 


+  tt) 


«» 

^. 

r* 

«0 

^0 

Yo 

«1 

ßi 
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i      «a 

ßo 

Yo 

1      «, 

ßt 

Yt 

1      Oi 

ß* 

Yt 

1      a. 

ß. 

Yt 
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Bezeichnet  V  den  Inhalt  des  Coordinatentetracderfl  ,  gf^gifftOt  *^*ö  I*'''»- 
chromhnlt  ilor  den  gleichbeznichneten  Ecken  gegenüherliegendeuTetraeder- 
teiten;  a^aftt^a^  die  Abütatule  des  UrHprutjg«  de»  orthogonalen  System«  von 
9w9\9%9t*  "öd  rechnet  ni«n  die  ins  lunero  des  Tetraeders  gerichteten  Nor- 
mativ drtr  Tetrnederflüchen  positiv,  so  gestaltet  sich  2)  einfacher  zu: 

In  den  absoluten  Werthen  stimmen  2)  und  3)  augenscheinlich  Gliotl 
f^r  Glied  Qberein;  von  der  Uichtigkeit  der  Vorzeichen  in  3)  überzeugt  man 
■leb,   wenn  man  z.  B.  »  =  hj  =  r=iO  setzt;  dann  fällt  T  mit  gf,  zusammen 

■nd  u  wird  (incl.  Vorzeichen)  =  — ,  wenn  h^  die  Tctraederhöho  auf  ^^  he- 

seiebnet f  nnd  man  erhält  die  auch  in  den  Vorzeichen  richtige  Gleichung 

Kgo=  V' 

Dasselbe   erfolgt,  wenn  man  drei  andere  Plancoordinaten  annullirt. 

Da  man  homogene  Coordiuaten  nicht  zur  Au-sfühiung  von  Zahleurech- 
aopeen.  sondern  zur  leichtern  Erlangang  allgemt'incr  analytisch -geome- 
^Bucber  8&tse  verwendet,  so  Kchmiilcrt  es  die  Brauchbarkeit  unseres  Sy- 
^^BtaBt  nicht,  wenn  wir  einen  bestiuiuiteu  Punkt  doi»  Tetraeders  als  Ursprung 
^HHi^Drthogonalen  Coordiuaten  vonrnssetzen ,  um  einfachere  Formeln  zu  er- 
I  halten.  Wir  nehmen  daher  den  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  innerlich 
eingeschriebenen  Kugel  als  Ursprung  des  orthogonalen  Systems,  denken 
TlOJ»  also  bei  jedem  Ucbergange  ans  orthngonnlen  in  tetraodrischo  Coordi- 
otien  er«!  in  orthogonale  Coordiuaten  mit  diesem  Ursprünge  und  dann  in 
Vftraedrische  trauhformirt.  Ist  der  Radius  dieser  Kugel  =  p,  so  gehl  3)  in 
öie  einfachere  Form  über: 

y 
«)  u  9o  +  t^  .'7i  +  U^  .Vi  -h  r  i/»  =  -  ^  V\ 

if 

Dies  zusammenfassend  erhüU  man : 

tfÜBter  den  neuen  Plancoordinaten  u  0  )0  r  einer  Ebene  versteht  man 
^le  Quotienten  aus  den  Abstünden  der  Ebene  von  den  Telraederecken  und 
Ton  «Je m  Centrum  der  eiDgcschriobeuen  Kugel;  sie  werden  positiv  gerech- 
wl  für  die  Tetraederecken,  die  mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der 
EI»eno  lii'gen ,  im  Gegenfalle  negativ, 

Uoter  Bezugnahme  auf  die  obigen  Bezeiclinungen  erfüllen  »!<•  die 
Iileiuitki: 

Uf7o  -f  »!/i  +  vag»  +  xOi  =  y. 

Um  die  Ebene  zu  finden,  deren  Coordinaion  u » tu  t  gegeben  sind, 
ibeile  man  die  Kanten  des  Tetraeders  A^A^A^A^  im  Verhältnis^  u  .  »  Mu  :  r, 
•0  Ja«  X.  B.  A^Ai  im  Verhältniss  t) :  r  getheilt  wird  u.  s.  w.  und  rechne  da- 
W  tüssere  Theilnng  positiv,  innere  negativ,  so  liegen  die  sechs  Theilungs- 
pnkte  auf  der  gesuchten  Ebene.  —  Oder  filr  die  EbeDe: 

ÜDter  den  neuen  Plancoordinaten  nur  einer  Geraden  versteht  man  die 
^ttotieuten  an«  den  Abständen  der  Geraden  von  den  drei  Ecken  des  Co- 


lio 
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ordinfttendrciecks  nnd  dem  Centrutn  des  dem  Dreieck  eingeschriebi 
Kreises;  sie  werden  positiv  gerechnet  für  die  Dreieckseckeo ,  welche  mit 
dem  Ceutrum  nnf  derselben  Seite  der  Geraden  liegen,  im  Gegenfallc  nega- 
tiv; wenn  g^g^Qt  die  Seitenlangen  des  Coordinatendreiecks,  V  den  Quo» 
tienten  ans  Inhalt  nnd  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  Lezeicbneo^ 
so  erfüllen  sie  die  Identität: 

w-Zo  +  ^^j+T^t^  ^'. 

Man  findet  die  den  Coordinaten  utr  zngehörige  Gerade,  wenn  man 
die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  im  Verhältnisse  u  :  ^^  :  r  theilt  und  dabei 
äussere  Theilung  als  positiv,  innere  als  negativ  betrachtet;  die  drei  Thei- 
lung^punkte  liegen  auf  der  ge^nchten  Geraden." 

Ks  sei  mir  erlaubt,  anf  einige  Kntwickelnugen  hinznweisen  ,  die  für 
diese  riancodrdinalen  Giltigkeit  Laben,  nicht  aber  für  PIückcrNche 
Plancoordinaten. 

1.  Alle  Transfornintionen  aus  oitliogoualen  oder  schiefwinkligen  Sy- 
stemen in  homogene  Systeme  oder  homogener  Systeme  in  niclitlioniogiene 
erfolgen  dnrch  lineare  Substitutionen. 

2.  Bezeichnen  Uu\>oi^ut(j.  U,t),  W,  T, ,  u»  t?»  »»  r,  die  Coordinaten  dreier 
Kbeneo  T^  T,  y,  nnd  ist  A(,  -f-  A,  ==  1 ,  bez.  Ao  +  A,  +  'Ij  =  •  i  so  gebt  die  Ebene, 
deren  Coordinaten 

U  =  AolloH- A,M,,  IV^ÄottJoH-^itlJM 


\>  — ^o'Ja+^iVj 


r  =  K  T«  +  Ai  r, , 


dnreh  die  Kante  r„7', ,  bez.  so  gebt  die  Ebene  mit  den  Coordinaten 
11  =^  ^oU„  +  Ar  t«i  +  ^»  ti» '        ^v  =  K\x\  +  A,  ir,  +  A,  n>, , 
V  =  A„too  +  h  v^  +  A, ü,,         x^K V«  +  Ai  r,  4-  K  r« 

durch  den  Punkt  T^  T,  7». 

3.  Transformirt  man  diese  Ebenen  in  ein  anderes  homogenes  oder 
nichthomogenes  System,  so  werden  die  Coordinaten  von  T  aus  denen  von 
Tq1\  Tt  ira  neuen  System  mit  Hilfe  derselben  Coefficienten  Xo^i^  ^od  anf 
dieselbe  Weise  abgeleitet,  wie  im  ursprünglichen  System.  Der  Beweis  er- 
folgt  leicht  aus  I).  liicse  Ableitungscoefficienten  sind  demnach  für  die 
Ebenen  charakteristisch  und  kennzeichnen  Lagenverhältnisse  der  Ebenen 
unter  sich. 

4.  Der  fundamentale  Satz  über  den  Zut^nuimeiihang  der  Coefficienten 
Aji,  mit  den  SchuittverhUltnissen  einer  durch  T^l\  7' geschnittenen  Geraden 
lässt  sich  für  Pluckcr'sche  Coordinaten  nur  anf  Umwegen  gewinnen, 
während  er  hier  auf  die  leichteste  Weise  hervortritt:  Um  das  Schnittver* 
hältniss  äu  bestimmen,  welches  die  drei  Ebenen  T^^Tf  T  auf  einer  Geraden  G 
hervorbringen,  denke  man  sich  die  Ebenen  in  ein  System  transformirt ,  in 
welchem  T„  und  T,  zwei  Coordinatenebenen  sind  und  G  die  Gegenkante 
von  T<>r,  ist.    Die  übrigen  beiden  Ecken  wähle  man  auf  T„l\  beliebig. 

Sind  j4g^f.4  dio  Schnittpunkte  von  J,  r^T'mit  G,  Ä^/i,  die  Lothe  von 
i4„  «nd  Af  bez.  anf  Tl,  und  7',,  goff^gtOt  die  auf  T^T^  and  den  beiden  will- 


I 


1 


I 


i 
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rlichen  Klienten  liegouilen  Flächen  deä  Tetraeders,  so  haben  T^  niid  7', 
Coordioitteu 

«•=-1     v„  =  0,      »r,  =  o,    r,-=o, 
u,  =0,      V,  =  — »    rv,  =0,    V,  —  0. 

sind  die  CoordiiiatcD  für  T: 

X„h„  X.fi. 

u=^-^.      V=  -^,       lü=0,       r=-0. 
9  Q 

Nach  der  Definition  für  die  Plancoordiiiaten  wird  demottch  G  goschiiittcn 
im  Verhiltniss: 

iat  mau  denmacl»  zwei  Ebeneu   T  uud  T'  ans   7'^,  T,  abgeleitet  durch  die 
DefBctenlen  Ag  dj ,  X\X\  und  werden  diese  von  G  gesclinitten  in  A  uud  A'j 
i»t 


Dreeden« 


Aji  A      Aq  A    Aq       *  0 

Ai  A     A^  A        kx      k  X 


Dr.  HiciiAKn  Hegeb. 


VHL    Rednction  eines  vielfachen  Integrale. 
•t«t  man  zur  Abkürzung: 

M  l»l  da»  au  entwiclvelnde  n-  fache  Integral : 


"  ''=JJ  J}nr7z:\ 


■2£ax)  {i  +  B—2£bxy 
wo  die  Integration  über  alle  reellen  Werthe  von  ap, ,  x»,  ...  .t:»  auszudehnen 
i«l,  »eiche  der  Bedingung- genflgon: 
4)  .r,«  +  V  +  ...  +  ar„»<l. 

FOr  11  =  3  bat  Her  mite  den  Werth  den  Doppeliotegrals  P  gegeben 
Üts  scientif.  de  Ticote  normale  superieure.    T.  11  p.  49.    Paris  1865). 
Statt  X,,  X,  ...  .r„  füllte  man  »/, ,  y,  ...  y«  in  /*  als  Integrationsvaria- 
I  mittelst  der  orthognuulrn  Substitution  ein: 


^.=  Cj.ny,  4-<'t.«ya  +  - .  +  <•».» yn. 


Zwitcheo  den  n*  Cocfficienten  r,-,,  bestehen  die     -^         Relatloueu 


0) 
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(    6V,-f-cV.2  +  ...  +  cV.=  I. 

Setzt  man : 

7)  a,b,-\-a,b,-\-...  +  a„b„  =  C,       AB-C*=^D\ 

8o  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  P  von  Ay  B^  C  und  D  abhängt.      Zu  den 
Gleichungen  ti)  nehme  m.an  nobh  die  folgenden : 

SOiC\  \  +a2<^i,2  + •••  +  «« <?i,«  =  «  . 
"1  <'2.1  +  02  C2.2  +  ••.  +  ««  ^2,1,  =  «', 
i    «l<^r,l  +  «2<^r,2  +  .-.  +  ff«'^r,«=»0, 

(  r  =  3,  4,  ..    n. 

[    frlQ.l  +  ^2Ci,2  +  ...  +  6«C2,it  =  ftt 
^1  '•2,1  +  ^2<*2,2  +  .  ..+  *«<?«,«  =  ^'. 
^1  ''r.t  +  /'2<*r.2  +  •  -  •  +  ^n  '^r,.  =  0 , 
r  =  3,  4,  .  . .  H. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  n  Gleichungen  8)  ist  nach  1)  and  O) 
gleich  A,  Multiplicirt  man  die  n  Gleichungen  8)  mit  den  n  Gleichungen  0), 
80  ist  nach  6)  und  7)  die  Summe  der  Producte  gleich  C     Man  findet  so: 

10)     rt»  +  a«=^,     6»+ 6''  =  ^,     ah-^ab'=Cf     ab'—ab^D. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6),  8)  und  9)  geben  die  Gleichungen  5): 
Zax  =  ay^  +  ay^,     Sbx^by^-^-b'y^,      a:,«  +  ...  +  x«*  =  y,«  + ... +y,«. 
Die  Gleichung  i)  nimmt  durch  die  obige  Substitution  folgende  Form  an: 

JJ"J  MN 

il/=l  +  ^-2(fly,+a'y,).       A^=l  +  »-2(*y.  +  <''yi). 
wo  die  Integration  über  alle  reellen  Werthe  von  y, ,  9t  •••y«  aossttdehnen 
ist,  welche  der  Bedingung  genügen: 

y.*  +  y.'+...  +  y.*£i. 

Setzt  man : 

y,  =co5Ö,,       t/2  =  sinQt  cosdi,      ya  =  st/iO,  «tnOfCOsO,  ... , 
^n— 1  =  sindi  sinBt . . .  sin 0«_2  cosdn^x  > 
yn  ==  sin  0,  sin  0,  . . .  sin  0„  _  i  cos  0„ , 

so  nehmen  6] ,  d^  •  •  •  ^n  'tHe  Werthe  von  0  bis  n  an.     Es  ist  dann  : 

0  0  0 

/jy  =  1  +  ^  —  2  ('/  COÄ0,  -f  "'  *"'  0,  ro«  0,) , 
A-  =  I  +  /?  -  2  (^  cos 0,  +  6'  51« 0,  cos%t) . 
Da  iV  und  N  nur  von  0,  und  0,  ablikngen,  so  lassen  sich  die  Integra- 
tionen  in    Beziehnng  auf  0,,04...0„   unmittelbar  ausführen.     Setat  mau 
0,  =  M,  0^  =  ü,  so  ibt: 
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P^ 


«  —  2 
'1 


'■(9 


Q. 


0  0 


*-! 


'dudt>, 


MN 


M  =  \  •\-  A~  'l[n  cos  u  4"  «'  y"  "  cos  p) , 
A'  =  1  H-  /?  —  2  (/v  cos  u  -\-  b'  sin  u  cos  v). 


8«tzt  mao: 


i«t: 


_/*/*         sinududty 

J  tJ  ii  —  :  sin  u  sin  v) 
ü   Ü  ' 


•)itfiV' 


^    i.2...(«  — i)  \aj'-Vr=ü 


Das  lutegra)  R  lässt  sich  vollstSnilig  entwickeln.     Eine  genauere  Un- 

prs-ucliung  zeigt  indessen,  flass  fJie  Bildung  des  {n  —  l)^*-'"  Difl'erentialqiio- 

ä<!titen  selir  coroplicirt  und  niiihiiaQ)  ist,  so  dass  es  einfacher  2U  sein  scheint, 

ieo  Werth   von   Q  für   ein   gegebenes  n   dkect  darzuKtellen.     Durch  die 

[Gleichungen  lO)    bind   a,  a',  it ,  b'   nicht   vollständig   bestimmt,    diese    Un- 

iimmlheit  kann  nur  durch  Ausführung  des  Doppeüntegrala  Q  aufgeho- 

«erdco«   indem  Q   nur   solche   Verbindungen  der  bemerkten  Quauti- 

'^titen  enthalten  wird,   welche  sich  in  Folge  der  Gleichungen  tO)  durch  J, 

B,  C  ausdrücken  lassen.     ^lau  kann  auch  a,  a\  6,  b'  bestimmen  durch  eine 

oene  Bediuguugsgleichung   awischen  den  Coefticientcn  der  Substitution  &), 

Xumnl  inaii  z.  15.  «'=0,  «o  geben  die  Gleichungen  10): 


Es  i<t  diitu : 


1«) 


«=/:/,  6=-_. 


6*. 


D_ 


Q 


0  0 


\sin  k)"  [sin  v)"  ~ ' 


MN 


dudvy 


M=i\-^A—2  costt  }/A,  N={1-^B)  y A^2C  cosn  —  'l D  sinu  cosv. 

Die  Anzahl   der  willkürlichen  Coefficienten   c^,.  ist  in  diesem  Falle 
gl<ith  \{n*  —  5n-|-<5).    Diese  Zahl  ist  positiv  von  n  =  4  an,  sie  verschwin- 
del  für  n  =  2  und  n  =  3«     Für  «  =  2  und  n  =  3  ist  die  Substitution  5)  voU- 
«ttadig  bestimmt.     Maq  hat  dann  die  folgenden  Gleichungen : 
n  =  2. 
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«  =  3. 

^1  =  -T=7  y»  H — ^  /-  y«  H ?i —  yi 


j/^'  2)/^ 


/> 


Srs» 


^' =  /!«''+  "^73^ ''•+^ *•• 

Für  n  =  2  erhält  man  aus  11)  und  12)  das  von  Hermite   gefandeue 

Resultat :  — 

^       n  D 

P  =  -jr  arclang  - 


D  •'1  — C7 

Für  n  =  3  geben  die  bemerkten  Gleichungen: 


4/>'j,_(l  +  g)^- 

7t  y 


wo: 

oder  auch: 


A  V-V^J 

(i+^)/?-(i+»c    /i+//?Y 

'^  (l-f-^)(l  +  -5)-4C7-2/iy 

^=(^+5)(l4-^^)-2C(l4-^)(l+i5)+4C% 

4^={(l  +  ^)(l  +  ^)-4Ct»-(l-^)«(l-5)*.' 

A.  Enneper. 


IX.    lieber  reotificabele  Curven. 

Den  verschiedenen  bisher  angegebenen  Methoden  zur  Aufsnchang  rec- 
tificabeler  Curven  kann  man  die  folgende  anreihen ,  welche  auf  der  iden- 
tischen Gleichung 

(tt + y2^y + (j/^v + vy = (« + y2üv + »)* 

beruht  und  mittelst  deren  sich  unter  Anderem  die  Functionalgleichung 

ohne  Specialisirung  der  willkürlich  gewählten  Function  1^  auflösen  Iftsst. 

Bezeichnen  g>(/)  und  i/;(/)  zwei  willkürliche  Functionen  der  unftbhSn- 
gigen  Variabelen  t  und  ist  ferner,  wenn  A  und  B  willkürliche  Constanten 
bedeuten, 

2)  y  -  p= v^co + jr/29'(o  ^'  (0 .  dt, 

so  hat  man 
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dy  =  WWW¥^)  +  ^' (OJ  ^', 
I    ^xnithlo  uacb  dem  anfangs  erwälmten  Satze 

'     nnd  durch  Integration 

3)  «  -  C=  tp  (0  +  1^  (')  +  //2  qp'  (/)  V  (/)  .  dt. 

Die  Functionen  q>(0  und  ■«//(/)  können  leiclit  8o  gewählt  werden,  dass  die 
in  den  Formeln  l),  2)  und  3}  Torkommeade  Integration  bequem  auBflihrhar 
■t ;  jede  solche  Wahl  liefert  eine  quailrirbare  Curve,  bei  der  x,  y  und  s 
Inrcb  /  ausgedrückt  sind.  Will  ninti  die  Curve  durch  eine  Gleichung  Äwi- 
cHen  X  und  y  charakteiisiren,  so  bat  man  f  aus  Nr.  1)  und  2}  zu  elimi- 
nlreu.  In  analoger  Weise  lassen  sich  Gleichungen  zwischen  .r  und  ,v  oder 
V  und  *  bilden.  Beinerkeuswerth  für  diesen  Zweck  sind  noch  die  beiden 
ReUlionen 

4)  5-j:H-.4-C^t/>(/),       s-y-itB-C=^cp{t), 

Nimmt  man  specieller  Ä=^B^^C  und  (p{t)^=i^  so  geben  die  Gleich- 
ungen 4) 

nnd  die  zugehörige  Curve  ist  durch  die  beiden  Gleichungen  bestimmt: 
x  —  c  =  t  +J-/2ri}'{t),dtf 
y-C  =  tlj{t)  -\.Jy2^'{()  .  dt. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 


(^— y)»  =  24a'(*— jr)  oder  ■«/>(<)  = 


24  a« 


Giebt  man  y2^/{tj  das  positive  Zeichen,  so  hat  man 


4a 


odor  für  c^o  und  durch  Elimination  von  / 

Der  Bogen  s  ist  hier  von  der  Stelle  ab  gerechnet,  wo  «  =  0,  mithin  x  gleich 
ifird  dem  speciellen  Wcrthe 


(y'^f+V'-^-^y-o, 


1038...«. 
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geben f   die  Anznhl  v  derer,   welche  irgend  eine  Gerade  G  berühren,  und 
endlich  die  Anzahl  p  derer,  welche  irgend  eine  Ebene  E  berühren. 

Die  zweite  Polarflache  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  /'„  ist  von  der 
(n — 2)^^"  Ordnung,  schneidet  demnHch  /  in  «  —  2  Punkten,  deren  n  —  2  qua- 
dratische Polarüächcn  sowohl  zu  S'gehörpn,  als  auch  durch  P  gehen  mGs- 
een.  Da  ferner  er»icbtlich,  dass  diese  Bodingungen  von  keinen  anderea, 
als  von  diesen  n — 2  KlKchen  gleichzeitig  erfüllt  werden,  8o  resuUirt: 
4)  ^  =  «  —  2. 

Durch  jeden  Punkt  j^  einer  Geraden  G  gehen  also  « — 2  Flächen  des 
Systems  S.  Diese  schneiden  G  in  n  —  2  zweiten  Schnittpunkten  g*.  Da 
auf  diese  Weise  jedem  Punkte  g  von  G  n  —  2  Punkte  g'  zugeordnet  sind, 
und  umgekehrt  auch  zu  jedem  Punkte^'  n  —  2  Punkte  g  gehören  mdssen, 
80  giebt  es  nach  einem  bekannten  Satze  2(h  — 2)  Stellen  auf  C,  wo  der- 
artig zugeordnete  Punkte  g  und  </*  zusammen faiien.  Es  fragt  sich  dqo,  , 
wodurch  solche  Stellen  hervorgerufen  M^erden  können.     Entweder  dadurch,  fl 

j /y   j^-i ..: rr<i--^i-_    J^.  ^...i. U_^.-iL„i   „.-i     _.!-_   j.j i.      j 


I 


I 


dass  G  dort  von  einer  Fläche  des  Syntems  berührt  wird,  oder  dadurch,  dass 
G  dort  von  einer  in  eine  Doppelehenc  degenerirteu  Fläche  geschnitten 
wird.     Da  letzteres  nach  Satz  3)  nicht  der  Fall  sein  kann,  so  folgt  jetzt: 

5)  .  v  =  2(«— 2). 

Jeder  Strahl  e  eines  ebenen  Strnhlbüschels  E  wird  also  von  2(n — 2) 
Flächen  des  Systems  5  berührt.  An  jede  derselben  geht  noch  eine  Tan- 
gente e\  welche  auch  zu  den  Strahlen  von  E  gehört.  Da  somit  jedem 
Strahle  e  von  E  2 («  —  2)  Strahlen  e  zugeordnet  sind  und  auch  umgekehrt 
zu  jedem  Strahle  e  2(w — 2)  Strahlen  e  gehören,  so  giebt  es  also  in  E 
4  (n  —  2)  ausgezeichnete  Strahlen,  in  denen  zwei  derartig  zugeordnete 
Strahlen  zusammenfallen.  Dieses  Zusammenfallen  kann  herrühren  erstens 
dem  Satze  4)  gemäss  von  den  /ii  =  /i  — 2  Flächen,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt des  ebenen  Strahlbuschels  E  gehen,  zweitens  von  den  ()  Flächen, 
welche  die  Ebene  dieses  Strahlbiischels  berühren,  und  drittens  von  den 
etwa  im  Systeme  vorkommenden  in  Ebenenpaere  degencrirten  Flächen. 
Da  solche  nach  dem  Satze  2)  überhaupt  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden  ■ 
sind,  also  bei  der  allgemeinen  Lage  der  Geraden  l  nicht  vorkommen,  so 
folgt  nun: 

ö)  p  =  3(«-2).  f 

Jede  Ebene  h  eines  Ebenenblischela  //  wird  also  von  3(« — 2)  Flächen 
des  Systems  S  berührt.  An  jede  derselben  geht  noch  eine  Tangential- 
ebene //,  welche  auch  zu  den  Ebenen  von  //gehört.  Da  auf  diese  Weise 
jeder  Ebene  h  3(;/— 2)  Ebenen  h'  zugeordnet  sind,  und  auch  umgekehrt 
jeder  Ebene  li  3 («  —  2)  Ebenen  h  entsprechen  müssen,  so  giebt  es  in  dem 
Ebenenbüschel  I/Q{n^2)  Ebenen,  in  welche  derartig  zugeordnete  Ebenen 
h  und  //  zusammenfallen.  Dies  sind  erstens  nach  Satz  b)  die  v=2(n— 2) 
doppelt  zu  denkenden  Tangentialebenen,  welche  durch  die  Axe  des  Ebenen- 
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Bchels  an  die  sie  berühiPodon  Fläclien  gelegt  werden  können,  und  zwei- 
ft»  die  doppelt  zu  denkenden  Eleucn,  welche  durch  die  Axe  gehen  und 

etwa  vorkommenden  in  Kegel  (legeui'rirten  Flächen  des  Systems  be- 
aren,   d.  h    die  Ebenen,  welche*  durch  die  Axc  und  die  Mitlelpunkte  die- 

Kegel  geben.  Bezeichnen  wir  also  die  Anzahl  der  in  dem  Systeme  5? 
atnenden  Kegel  A,  so  erhalten  wir: 

Es  könnte  sich  nun  vielleicht  noch  fragen  ,  ob  nicht  jeder  dieser  Kegel 

nadi mische  Polarflliehe  mehrerer  Punkte  der  Geraden  /  sein  könnte.    Dies 

erörtern,  wollen  wir  annehmen,  «lie  Anzahl  der  auf/  liegemlen  Punkte 

.1 ,  welche  ein  und  dieselhe  cjuadiatische  Polarfl.'k'ho  in  Bezug  auf /'„  ha- 

en,  sei  x.     Dann  entsprechen  jedem  Punkte  X  auf  l  zwei  Punkte  (  als  die 

cbnittpnnkte  der  zu  X  gehörigen  Polartläche  niit  /.      Durch  jeden  Punkt  f 

eben  nach  Satz  4)  fi  ^^  n  —  2  quadratische  Polarfläcben.     Jede  dcrselhen 

»t  Polarfläche  2U  x  Punkten  i^wi  U     DeinnneL  entsprechen  jedem  Punkte  ( 

r{n  —  -i)  Punkte  X.     Es  giebt  also  auf  l  2-\-x  («—2)  Stellen,  wo  derartig 

lo^eordnete  Punkte  /"und  -V  zusaminenfallen.     An  solcbeu  Stellen  liegt  ein 

^lukt  auf  seiner  eigenen  PolarH^che,  muss  also  auch  nuf  F^  liegen.    Jene 

Ißtellt^n  können  also  nichts  anderes,  als  die  n  Punkte  sein,  in  welchen  l 

i  fg  schneidet.     AVir  baben  also  2  -f  ar  (w  — 2)  :=  n ,  woraus  folgt  o-  =  1.     Da 

iBUB  die  Anzahl  der  im  Systeme  vorkommenden  Kegel  nach  Satz  7)  4(n— 2) 

Fisl,  so  giebt  es,  weil  x  =  \   sich  ergab,   auch   auf  der  beliebigen  Geraden 

M(n— 2)  Punkte,    welche  Kegel   zu  q^uadratischen   Polarfläcben    haben, 

'  DeiDOacU  ist  der  Ort  aller  solcher  Punkte  oder  die  Hesse' sehe  Kernflache 

[von  der  Ordnung  4 («  —  2). 

H.  Schubert,  cund*  math. 


XL    Einige  Sätze  tiber  die  Epicycloide  und  Hypocycloide. 

1 .  W  en  n  b i  c li  zwei  P «i  n  k  t e  auf  einen»  und  d  e  ra  s e  1  b  e  n  K r  e i  ß e 
i  gl  eich  förmig,  aber  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort- 

l'^wegen  und  wenn  die  gleichzeitigen  Lagen  beider  Punkte 
^ttrch  gerade   Linien    verbunden   werden,   so  umhüllen  diese 

Lioien  eine  Epicycloide,  wenn  die  Be wegnugsrich tung  der 
{fceidcn  PunkJe   eine  gleiche,    und    eine    Hypocycloide,   wenn 

•i«  eine  entgegengesetzte  ist. 

üw  diesen  Satz  zu  beweisen,  lege  man  durch  das  Centrum  des  Kreises 

»In  Aieukrenz  und  zwar  der  Einfachheit  halber  so,  da«»  die  -r-Axo  durch 

«iD^n  der  Punkte  geht,  in  welchen  sich  die  bewegten  Punkte  begegnen. 

Algdaun  sind,  wenn  man  das  VeihHltni»»»  der  Geschwindigkeiten  durch  n 
I  l)*zeichnet ,  wobei  n  ütnis  grösser  als  1  angenommen  werden  kmm ,  die 
I  gleichzeitigen  Lagen  der  zwei  Punkte  ausdrückbar  durch  die  Gleichungen: 
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Xis=a  cos  (p ,  yt  =  asm  (pf 

a-,  =  a  cos  n gj ,        y^^=  a  sin  n q>. 
Indem  man  nun  ans  der  Gleichung  der  Verbindnugslinie 

X  [sin  nq>  —  fin  q>)  —  y  {cos  nq>  —  cos  9»)  =  a  sin  (»  —  1)  <p 
und  der  aus  derselben  durch  Differenziren  nach  9)  erhaltenen  Gleichung  x 
und  y  bestimmt,  erhält  man  schliesslich: 

X  =  — -r—  («  cos  tp-{'Cosnq>), 

y  =  — j—    («  sin  q>  -f-  sin  n  q>). 
n  +  1 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  aber  eine  gemeine  Epicycloide  dar, 
bei  welcher  die  JC-  Axe  durch  einen  der  Punkte  geht,  welche  vom  Centram 
am  weitesten  abstehen.     Der  Halbmesser  des  Wälzungskreises  ist 

a 

und  derjenige  des  Grundkreises: 

ajn-l) 

"  +  1    * 
Hierbei  war  die  Bewegungsrichtung  der  beiden  Punkte  als  gleich  angenom* 
men;  im  entgegengesetzten  Falle  würde  n  mit — n  zu  vertauschen  gewesen 
sein  und  man  würde  die  Gleichungen  der  gemeinen  Hypocycloide  erhalten 
haben. 

2.  Ans  den  obigen  Gleichungen  für  x  und  y  ersieht  man  sofort,  dass 
die  Sehne  des  Kreises  durch  den  Berührungspunkt  in  dem  constanten  Ver- 
hältnisse n:l  getheilt  wird,  so  dass  sich  der  Satz  ergiebt: 

Jeder  Punkt  einer  gemeinen  Epicycloide  theilt  die  in- 
nerhalb des  umschriebenen  Kreises  liegende  Strecke  seiner 
Tangente  in  constantem  Verhältniss. 

Gleiches  gilt  für  die  Hypocycloide,  nur  dass  hier  der  nmschriebene 
Kreis  mit  dem  eingeschriebenen  zu  vertauschen  ist  und  der  Berührungs- 
punkt die  Tangente  stets  von  aussen  theilt. 

Wenn  man  die  Verbindungslinie  der  zwei  sich  bewegenden  Punkte  in 

einem  andern  Verhältniss  theilt,  so  erhält  man  auch  noch  eine  Epicycloide, 

aber  eine  verlängerte  oder  eine  verkürzte;  denn  durch 

a 
X  =  — — -  (m  cos  q>  -f-  cosn  (p) , 

a 
y  =  — — -  im sinm  +  sinna) 

wird  eine  solche  dargestellt,  bei  welcher  der  Halbmesser  des  Gmndkreises 

am{n—l) 

und  der  des  Wälzungskreises 
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Srend  der  beschreibende  Punkt  vom  OcDtrtim  des  Wnizungtikreises 
_Ötrecke 

a 
m"-fi 

Absteht.     Je  nachdem  m^ri^  ist  diese  Cjcloitlo  eine  verkürzte  oder  eine 
Terlängerte. 

Wenn  insbesondere  wu=!l  ist,    wenn   also  die    Carve  zn   unter- 
icheD  ist,  welche  vom  Mittel  punkte  der  Sehne  beschrieben 
p  ird,  so  erhält  mau  : 


X  =^7-  {cosip  -|-  cosn  qp)  1=  ff  .  cos 


y=j  c*'"  "p  +  ^'"' "  9>)  =  "'  ^'""  [  -g"  9) '  cos  y  -^  <pj. 

Führt  man  Polarcoordiunten  ein,  so  erhält  raan  den  Raditta  vector 


die  Anomalie 


«— l 

r  =  a  cos w 

2     ^ 


10  (law  die  Polargleichung  der  Curve  wird: 

«  —  1 

r  =  a  cos  — ;—  oj. 
n  +  1 

Es  ist  dies  die  Cnrve,  welche  z.  B,  von  D«rt*g6  im  \l.  Bande  dieser  Zeit- 
schrift untersucht  worden  ist. 

,    3.  Theilt  man  die  Sehne  nicht  von  innen,  sondern  von  aussen  in  dem 
llanten  Verhältniss  m:l,  so  werden  die  Coordinaten  des  Theilpunktes 

ar  = (m  costp  —  cosnq>)y 

fn-—  1 

y  ^ (m  sin  tp  ^stnn  (p). 

Anch  diese  Gleichungen  stellen  noch  eine  Epicycloide  dar,  bei  welcher 
•1>«T  die  positive  X-Axe  durch  einen  der  Punkte  geht,  welche  dem  Cen- 
tnim  am  nächsten  liegen.     Der  Halbmesser  des  Grundkroises  ist  dabei: 

a  m  (tt  —  1 ) 


lierjenige  des  Wälzungskreises: 


H(in-l)' 


«(m— 1)* 
'  >nd  d«  Abstand  des  beschreibenden  Punktes  vom  Centrum  des  Wälzangs* 
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m—l 
Unter  diesen  durch  äussere  Theilung  der  Sehnen  erhaltenen  Curven 
ist  auch  eine  gemeine  Epicycloide  enthalten;  sie  entspricht  dem  speciellen 
Werthe  m=n.  Die  Punkte  derselben  würden  sonach  erhalten,  wenn  man 
auf  jeder  Sehne  den  Punkt  sucht,  welcher  dieselbe  von  aussen  in  demselben 
Verhältnisse  theilt,  als  der  Berührungspunkt  innen.  Diese  Epicycloide  ist 
der  inneren  ähnlich  und  hat  ihre  Spitzen  in  den  Scheiteln  derselben. 

4.  Bestimmt  man  den  Winkel  z,  welchen  eine  Sehne  mit  der  Tangente 

an  die  durch  Theilung  im  Vorhältniss  m:l  erhaltenen  Epicycloide  bildet, 

so  ergiebt  sich 

ffi — n         n  —  1 

tangz  =  — ; —  tang m, 

m-\-n  2 

Dieser  Werth  wird  0  für  m=w,  wie  bereits  oben  erörtert  ist.  Er  wird  aber 
für  m=  —  n  unendlich,  also  t=90".  Die  zweite  von  uns  erhaltene  ge- 
meine Epicycloide  schneidet  daher  alle  Tangenten  der  er- 
sten rechtwinklig  und  ist  somit  eine  Evolventederselben  und 
zwar  diejenige,  welche  sich  ergiebt,  wenn  man  die  Abwicke- 
lung am  Scheitel  beginnt. 

Man  erhält  daher  z.B.  die  Bogenlänge  einer  gemeinenEpicycloide  vom 
Scheitel  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte,  indem  man  in  diesem  eine  Tan- 
gente an  dieselbe  legt  und  zu  dem  Berührungspunkte  derselben  und  den 
beiden  Schnittpunkten  mit  dem  umschriebenen  Kreise  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  sucht.  Die  Entfernung  desselben  vom  Berührungspunkte 
giebt  die  Bogenlänge  an. 

5.  Auch  die  oben  erwähnte  Curve 

n  — 1 
r=:acos  — —-  flo 
n-fl 

hat  mit  der  ersten  Epicycloirle  einen  einfachen  Zusammenhang.    Sie  ist 

nämlich,  wie  eine  sehr  einfache  Betrachtung  ergiebt,   die  Fusspunkts- 

linie  derselben  für  einen  im  Centrum  gelegenen  Pol.    Ueber- 

haupt  ist  jede  Curve  von  der  Polargleichung 

r  =  a  cos  m  o> 

die  Fusspunktslinie  einer  Epicycloide  oder  Hypocycloide,  je  nachdem 

ist. 

6.  Von  dem  zu  Anfang  bewiesenen  Lehrsatze  kann  man  Anwendung 
machen  zur  Bestimmung  der  Catacaustica  eines  Kreises,  wenn 
der  Leuchtpunkt  entweder  in  der  Peripherie  oder  anendlich 
fern  liegt. 

Nimmt  man  im  ersten  Falle  an,  die  ^'-Axe  gehe  durch  den  I«eadifr> 
pnnkt  und  es  tveffe  irgend  ein  Lichtstrahl  im  Kreise  so  auf,  daat  d«r  I 
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_W  twiKcben  dem  Kailiuß  dos  Eirifa1Ui»iinktc.s  und  der  AhscissonÄxe  or  ist, 

bÜddt  der  Radins  des  Punktes,   in  welclipm  der  reÜectirtc  Strald  den 

xcU  wieder  trifft,  mit  dorst-lhon  den  Winktd  2«.    Für  den  Eudjmiikt  des 

MMiual  rellectirien   Straldes  ist  jener  Winkel  3«  u.  s,  w.j   für  den  dc-g 

-mal  reHoctirten  Strahles  (/}-|-l)<i(«    I^s  ist  daher,  wenn  der  eine  Endpunkt 

stcren  gegeben  ist  durch  die  Coordinntcu 

X  =  n  cos  9) ,     y  =^  o  fin  «p , 

ier  andere  Endpunkt  bestimmt  diuch 

.    "  +  I 
y  =  a  sm  —^  cp 


«H-i 

a:  =  n  cos  q> , 


id  die  n'*  Brennlinie  ist  als  UmhüUoude 'der  Verbindungslinie  dieser 
■meine  Epicycloido,  welche  zu  don  Uaibineasem  dos  Grund- 
Kiciäes 

a  .       an 


Wenn  hingegen  die  Strahlen  parrtllcl  aufrallen,  so  nehme  man  ihre 
Richlan^  zur  }'-Axe  und  bt-zcichno  den  Winkel,  welchen  der  Radius  eines 
liül'flilenden  Strahles  mit  der  X-  Axe  bildet,  mit  «.  Alsdann  it»t  derselbe 
Winkel  für  den  zweiten  Endpunkt  des  einmal  reflectirten  Strahles  3o,  dos 
iwpiüial  reÜectirteu  Strahles  b«  u.  s.  w. ,  des  n-mal  reflectirten  Strahles 
In-fl)  u.  Es  ist  daher,  wenn  die  Coordinaten  des  elnrri  ICndpunktes  dt!.s 
•ttlcren  durch 

xr=:  a  cos  qp ,     y  =  a  sin  qp 

ben  eind,  der  andere  Endpunkt  bestimmt  durctt 


2n+l 

x  =  a  cos q> , 

2«  — 1 


y  =  a  sin 


2n  +  l 


<P. 


2«  — 1 

()iM  auch  für  parallel  einfallende  Strahlen  die  «'^"  Breuulinie  eine  Epi- 
fcloide  iüt  mit  den  Halbmegsern 

(2«  — 1)0 


—  und 
211 


An 


7.    Wenn  man  in  zwei  parallele  Ebenen  zwei  glcichgroRse  Kreise  so 

^t,  dans  ihre  Mittelpunkte  senkrecht  über  einander  Hegen,  und  wenn  man 

luer  in  denselben  sich  zwei  Punkte  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten 

tichfbrmig  und  in  gleicher  Richtung  fortbewegen  litsst  und  die  gleichzei- 

rn  Lagen  dieser  Punkte  mit  einander  verbindet,  so  ent»teht  eine  Kegel- 

Dicsc  liefert,  wenn  man  sie  durch  Parallelebenen  zu  den  Kreisebe- 

bneidet,  stets  Epicycloiden  als  Dnrchschnittslinien.    Unter  diesen  ist 

bttchst  eine  gemeine  Epicycloide  enthalten,  welche  zugleich  für  ein  in 

btuog  der  Axo  unendlich  fern  liegendes  Auge  die  sichtbare  Grenze  der 

bildet.     Zwischen  der  Schnittfläche,   in  welcher  diese  Linie  liegt, 

der  Kreisebene,  in  welcher  sich  der  langsamer  gehende  Punkt  bewegt, 

pd  die  Schnii''t  ■  V   '■•'  '-'i:-»"  verkürzte,  auf  der  andern  Seite  dagegen 
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verlängerte  Epicycloiden.  Die  Ebene,  welche  von  beiden  KrebfllclieB 
gleich  weit  absteht,  schneidet  die  Oberfläche  in  der  oben  in  5)  besprocbo- 
nen  Schleifenh'nie. 

Unter  den  Schnittlinien,  welche  durch  Parallelebeneo  entstehen,  dit 
nicht  zwischen  den  beiden  Kreisebenen  liegen,  ist  wieder  eine  gemeiM 
Epicjcloide  vorhanden,  nämlich  jenseits  des  Kreises,  in  welchem  eich  d«c 
langsamer  gehende  Punkt  bewegt ;  die  Schnittlinien  zwischen  dieser  Schnitt- 
fläche und  dieser  Kreisebene  sind  verkürzte ,  die  übrigen  Yerllngerte  £^* 
cycloiden. 

Zu  je  einer  äusseren  giebt  es  eine  ähnliche  innere  Schnittlinie;  legt 
man  irgend  eine  gerade  Linie,  so  wird  das  Stück  derselben,  welches  zwi- 
schen den  beiden  Kreisebenen  liegt,  durch  die  Ebene  jener  swei  Schnitt* 
linien  harmonisch  getheilt.  Wenn  sich  die  Punkte  in  den  beiden  Kreises 
nach  entgegengesetzter  Richtung  bewegen,  so  werden  die  Schnittlinien  der 
entstehenden  Fläche  Hypocycloiden. 

8.  Wenn  die  beiden  Kreise  verschiedene  Halbmesser  haben,  so  lodert 
sich  das  Resultat  nicht  wesentlich,  denn  auch  durch 

x  =  — ; —  (atncosfp4-bcosnq>), 
wH- 1  ' 

y  =  — p- (am  «ngj-ffcsmny), 

werden  Epicjcloiden  dargestellt,    unter  denen  sich  auch,  wenn  m  tuuiI^ 

zwei  gemeine  Epicycloiden  vorfinden  (für  m  =  —  und  m  = j.     Nwr 

ist  die  sichtbare  Grenze  der  Fläche  keine  Epicycloide  mehr,  sondern  eine 
zusammengesetztere  Curve. 

Reichenbach  i.  V.  F.  E.  Eokasdt. 


Xn.    Veber  das  Diriohlet'sche  Paradoz<m  bei  nnendlidMB  MHkm, 

Unter  dem  vorstehenden  Titel  giebt  Herr  Unf erdinger  im  October- 
hefte  1869  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  eine  Verallgemeine- 
rung des  Satzes ,  den  ich  im  14.  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  250  mittelst  be- 
stimmter  Integrale  abgeleitet  habe.  Der  letztere  betraf  die  Aenderong, 
welche  die  Summe  der  Reihe 

-} '-  +  -1 L_  +  ... 

z+l      «+2^2+3      t+4^ 

in  dem  Falle  erleidet,  wo  die  Reihenglieder  so  umgestellt  werden,  dnsi  p 
positive  und  q  negative  Glieder  auf  einander  folgen;  die  Differens  der  bei- 
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pitigen  Summen  beträgt  Däuilich  ^ /f  —j*.      In   «lern   Uofer  d  i  nger- 

en   Aufsätze  wird  eine  allgemeinere   Keihe,  in  welcher  m  positive  und 
Degativd  Glieder  mit  einander  abwechseln,  zum  Ausgangspunkte  gewählt, 
ilich: 


1 


t-f  I       t  + 


N^.  +  .:' 


4-3"*"-*"''c  +  m 


1 


1 


r  ^-  OT  4-  H 


r  H-  w)  +  1       :  -i-  ;/i  +  2      -  -|-  ct  +  3 

"^z-fffi-l-w-l-l  "*"  2  -f^-f7r+  2  "*"  "  *  "^  2  -H^ffT-l-  n 
I  1  1 


Z  -f.2w  -h  w  -I-  1       r  -f  2»!  -f  "  H-  2 


z-|-2w  +  2w 


+ 


nd  es  handelt  sich  dann  um  die  Bestimmung  der  Aenderung,  welche  die 
&ainiae  erleidet,  wenn  die  Terme  so  umgestellt  werden,  dass  auf  »im,  po- 
fetiTe  Glieder  nn,  negative  Glieder  folgen.  Der  Verfahser  findet  als  Dif- 
[lereni  der  beiderseitigen  Reihensummeti  den  Ausdruck 

m  Im^  —  n  ln^ 
m  +  rt        ' 

Iwelcher  für  m  =  w  ^=  1 ,  m^  =/>,  w,  =q  in  den  früher  erwähnten  übergebt. 
|ltr  den  Fall  mtm^^^  nhti  verschwindet  die  obige  DiÖereuz. 

SCHLÖMILUd. 


Xin.    Heber  die  elektrische  Entladung. 

In  den  Sitznngsherichten  der  Königl.  Bnyer'schen  Akademie  der  Wis- 

leoÄcLafteD  (1870,1,2  vom  5.  Februar  d.  J.)  tbeilt  Professor   Beeta  die 

I    fi<»sn]tat6   einer   von   Professor  von  Bezold    ausgeführten    Untersuchung 

aber  die  elektrische  Entladung  mit.     Dabei  wurden  folgende  bemerkene- 

wertbe  Resultate  gewonnen : 

l.  Bietet  man  einer  elektrischen  Entladung  nach  Durchbrechung 
einer  Funkenetrecke  zwei   Wege  zur  Erde  dar,  einen  kurzen 


Herr  Unferdlnger  tagt  am  Ende  von  §3  seiner  Abhandlung,   daas   ich 
der  (genannten  Untersuchung^  durch  eine  briefliche  ^JtLheikmg  von  seiner  Seite 
laQ^eregt  worden  Bti.     In  der  That  hat  niir  Herr  U  n  f  erdi  n  g;er  eine  Notiz  hier- 
über lukotumen  lassen,  aber  auch  umg-ehend  die  Antwort  erhalti-n,  das»  mir  dio 
Saab«  nicht  neu  sei,  denn  «ie  war  lilngst  l'iir  den  »weiten  Hand  meines  in  wenigen 
Wothon   cracbcinendeo    l'obun(»'8buchs   der   höheren   Anidysiii   redig'irt.      IJebrigens 
'  Uegenataiid  au  den  Kleini|,'keitcn ,  die  Jeder  tludet,  der  sie  finden  wi 


^gart  darC 
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und  einen  längeren,  durch  eine  Probeplatte  unterbrochenen, 
so  findet  bei  kleinen  Scblagweiten  eine  Tbeilung  des  £nt- 
laduiigsstroines  statt.  Bei  grösseren  Funkenstrocken  hingegen 
sclilägt  die  Eloktricität  nur  den  kurzen  Weg  ein  und  reiset  so- 
gar aus  dem  anderen  Zweige  gleichnamige  Elektricität  mit  sich 
fort. 

2.  Sendet  man  einen  elektrischen  Wellenzug  in  einen  am  Ende 
isolirten  Draht,  so  wird  derselbe  am  Ende  reflectirt.  Die  Er- 
scheinungen, welche  diesen  Vorgang  bei  alternirenden  Ent- 
ladungen bogleiten,  scheinen  ihren  Ursprung  der  Interferens 
der  ankommenden  und  reficctirten  Wellen  zu  verdanken. 

3.  Eine  elektrische  Entladung  pflanzt  sich  in  gleich  laugen  Dräh- 
ten gleich  rasch  fort  ohne  Rücksicht  auf  das  Material,  aus  wel* 
chcm  diese  Drähte  bestehen. 


XIV.    Zur  Geschichte  der  Telegraphle  und  des  Magnetismns. 

In  der  kleinen  Mittheilung  auf  Seite  60  dieses  Jahrganges  hat  sich  ein 
Irrthum  eingeschlichen,  aufweichen  mich  brieflich  aufmerksam  zu  machen 
Fürst  Balthasar  Boncompagni  in  Kotn  die  Gewogenheit  hatte.  Ueber 
die  auf  Seite  C6  erwähnte  Mittheilung  des  Barnabiters  Bertelli  in  Neapel 
berichtete  Chasles  der  Pariser  Akademie  (Compl,  rend,  LXVII ^  p.  785), 
führte  aber  nach  J.  B.  Porta,  1558,  irrthümlich  „L.  Barbiert,  secrelaire 
de  la  bibliolheque  palaiine  de  Parme,  1009"  unter  Denen  auf,  in  deren  Wer- 
ken sich  früher,  als  1030  (Seite  06  steht  fälschlich  „als  1830"  und  „S.  B. 
Porta")  die  Idee  eines  magnetischen  Telegraphen  finde.  Jene  brief- 
liche Mittheilung  Bertelli's  an  Boncompagni  ist  in  dem  von  Letzterem 
redigirten  BuUeliuo  di  Bibliograßa  e  di  Sioria  delle  ücienze  matemaliche  e 
fisiche  {Giugno  1808)  enthalten,  und  die  hier  in  Frage  kommende  Stelle  lautet: 

„ . .  . .  trovo  in  un  altro  documenlo ,  comunicalomi  dal  Sig.  Abate  Luigi  Bar- 

bicri,  Segretario  della  Biblioihcca  Palalina  di  Parma, Questo  documenlo  e 

vn  passo  d'un  opera  di  Auselmo  de  Boodt  di  Bruges  intilolata  „  Gemmarum  et 
Uipidum  kisloria'\  e  sUimpala per  la  prima  volla  in  Hanau  nel  1609." 

Barbieri  ist  also  zur  Zeit  Bibliothekar  in  Parma  und  Seite  CO  hätte 
der  Leiharzt  Kaiser  Kudolph  IL,  Anselm  de  Boodt  in  Brügge,  ge- 
nannt werden  müssen. 

Ans  der  erwähnten,  von  Fürst  Boncompagni  mir  gütigst  übersandten 
Juni -Nummer  des  Bultelino  habe  ich  aber  ersehen,  dass  die  auf  Seite  66 
angeführten  Quellen  dem  Wesen  nach  sehr  verschieden,  auch  wenigstens 
zam  Theil  nicht  ohne  Innern  Zusammenhang  sind ,  und  deshalb  sei  es  rer- 
gönot,  etwas  ausführlicher  auf  die  betreffende  Sachlage  einzageken.        i 


t.  Am  Schlass  dos  21.  Kapitels  des  aweiten  Baches  in:  „Magiar  natu- 
/»«,  me  dr  miraruf is  rentm  naturnlium  libri  III.  Jo.  Baptista  Porta  Ncfipoli- 
rdauclvrf  Neapoli  MIHV lll'^  heisst  es: 

„iVüif  wüw  vtjucundum  casu  invenimits  euperimentum  ^  tä  arenam  albam  a 
Xtvjrü  srparet^  vcl  nlio  discrimme  notabilcm  ,  et  fortasse  vxpcrimcntum  hoc  anti- 
l  jMorMW  fufrit^  </uod  magneSy  el  ferrum  ,  arenam  oleum  ,  el  omne  trahcrct.  Tandem 
Vijta  cummoililate  per  loa^intjua  inlervalla  aUocuntur  simul^  et  si/nul  riunliauL*'^ 

PortA  berichtet  also  über  diese  Anwendung  des  Magnetes  nicht  wie 
IbRT  eine  eigene  Snche,  sondern  wie  über  ein  Experiment  eines  Andern. 
K*cli  einer  Andeutung  in  <)er  Vorrede  zu  der  15»0  erschieueueti  zweiten 
Auflage  der  Magia  naturalis  dürfte  die  Hernusgnbe  der  ersten  Auf  Inge  tna 
Mr  1553  fallen.  Der  obige  Vorschlag  zu  einem  magnetischen  Telegraphen 
litQut  sich  auf  die  Voraus^ietzung  von  sy  m  pathetisc  bcn  «ynclironen 
ficbviogungen  zweier  von  einander  entfernten  Magnetnadeln.  Da  nun  in 
dw  20  Bücher  enthaltenden  zweiten  Auflage  der  Mm/ia  naturalis  die  eben 
ingpzogeno  Stelle  nicht  mehr  vorkommt»  so  scheint  Porta,  der  sich  in 
[dwVoncde  za  dieser  sweiten  Auflage  als  einen  „sorgsamen  Forscherin 
(Im  G<'heimnihsen  der  Natur"  bezeichnet,  sich  inzwischen  enttäuscht  und 
Toii  der  Ünaubfülirbarkcit  jenes  Vorschlags  überzeugt  zu  haben.  Dies  dürfte 
«ohl  nm  80  mehr  anzunehmen  sein,  als  Porta  im  ganzen  10.  Buche  (das 
tli«  Ucberschrtft  führt:  de  invisibilxbus  lUerurum  noHs)  von  der  ,, Geheim-  und 
FfTD* Schreiberei"  handelt.  Im  12.  Kapitel  (dessen  Titel:  quomodo  lougc 
tit^ui  possit)  desselben  Buches  spricht  er  auch  von  der  Ketlexion  des  Schalles, 
«ad  Ju  demselben  Kapitel  schreibt  rr: 

„Sed  lutius  el  clarius  per  lubtim  amicis  omnia  significare  potcrimtis ^  Sit 
tuliiu  ßclilis^  sed  melius  pliimbeuSy  vcl  ex  aliqua  materia  optime  clausus  ^  ne  vox 
kihjüudine  exinntiiatur  ^  nam  quiequid  loqtieris  ex  una  parte  j  ro.v  incorrupta  in- 
♦'yf«,  ul  ex  ore  loquentis  prodiit,  ita  ad  alUrius  anrcs  provcnit^  quod  ctiam  per 
»U^ot  miliaria  fieri  poase  non  dubito  ....  Nos  per  biscentum  pasisus  experti 
nmut,  quum  alia  commodilas  non  daretur,  et  verba  ita  aperta  et  claru  ex  audie- 
hanlur^  ut  per  os  luqtu'jilis  prolala  eranl.** 

An  diesen  Vorschlag  zn  einem  akustischen  Telegraphen  (welchen 
ich  \fm  und  spUter  nach  „Poppe,  die  Telographic,  Frankfurt  1848,  S. 2«" 
tU  iD*  Jahr  1579  fallend  angeführt  habe)  knüpft  Bertelli  einen  eigenthüm- 
liehcn  Vorschlag  zur  Verbindung  der  aknstisclicn  und  elektri.schen  Telo- 
.^'»ilile  für  die  Zwecke  der  unterseeischen  Telegraphie:  „es  sollen  um  eine 
mt:;iU«nc  Köhre  isolirte  Driithe  spiralförmig  gewickelt  und  mit  der  Köhre 
vfr»etikt  werden,  wobfi  man  ein  leichtes  und  festes  Kabel  erhielte,  das  als 
akn«ti«cher  und  elektrischer  Telegraph  zugleich  dienen  könne", 

2,  Im  2.V4.  Kapitel  des  zweiten  Buches  von  ,,Afiselmi  ßoelU  de  Itoodt 
Bnigrtuin  Üelgae  .  .  .  Grmmanim  et  Lapidum  Historia  . .  .  Hanociae  . .  .  MDCIX'''' 
vird  bestimmt  auKge^pruchea,  dass  der  Magnet  nur  auf  kleine  Entfernungen 
wirken  könne : 
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„  Putant  aliqui  magnetem  aut  acum  magneticam  U8ui  esse  ad  animi  secreta 
patefacienda  amico  a  nobis  centum  aut  duceniis  tniliaribus  distante^  sed  vehC' 
menter  errant.  Causam  errori  praebuit  virlus  magnelis ,  quae  acum  ferream  etiam 
per  tabulatum  tnovet ,  ac  deinde  facultas  polt  arctici ....  qui  ad  multa  centena 
miliaria  in  acum  magneticam  ut  Uli  arbitraniur  agere  potest.  Existhnant  enim 
magnetem ,  qui  tetigii  acum  ac  Uli  virtutem  suam  communicavü ,  simüem  ht^ere^ 
et  talem  cumilla  consensum  :  ut  si  moveatur^  exempli  gratia  decem  gradibus  orien- 
iem  versus^  etiam  tot  gradibus  acum  moveri,  etiamsi  centum  miliaribus  ab  illo 
distel.  Sed  ut  dixi  falluntun  quia  certissimum  est  magnetem  qui  ferream  acum 
tetigit,  tantum  intra  certum  spacium  et  exiguum ,  forte  trium  aut  quatuor  pedum 
illud  movere.^*^ 

In  der  Leydener  Ausgabe  (besorgt  von  Adrian  Toll^  1636)  des  Wer- 
kes von  Anselm  de  Boodt  lautet  diese  Stelle  genau  ebenso;  desgleichen 
in  der  dritten,  auch  von  Toll  besorgten  Auflage,  Leyden  1647.  Dieselbe 
Stelle  findet  sich  in  französischer  Uebersetzung  in  dem  1644  in  Lyon  er- 
schienenen Werk :  „Ze  parfait  joaillier  ou  histoire  des  pierreries  . . .  compose 
par  Anselme  Boece  de  Boot , . .  enrichi  par  Andre  Toll^  Doct.  Med,  de  Leide,^*^ 
3.  Trotzdem  besingt  der  Jesuit  Famiano  Strada  in  seinen  Pro- 
lusiones  Academicae  (Rom  1617;  Ueb.  II,  prolusio  VI,  Acad.  II)  den  magne- 
tischen Telegraphen  und  das  Telegraphiren  mit  einem  Zeigertelegraphen 
mit  folgenden  Versen: 

„Magnesi  genus  est  lapis  mirabile,  cui  si 

Corpora  ferri  plura^  stylosve  admoveris;  inde 

Non  modo  eim^  motumque  trahent^  quo  semper  ad  ürsam, 

Quae  lucet  vicina  polo  se  vertere  tentent: 

Verum  etiam  mira  inter  se  ratione  modoque 

Quotquot  cum  lapidem  tetigere  styli,  simul  omnes 

Conspirare  situm  motumque  videbis  in  unum, 

Ut  si  forte  ex  his  aliquis  Romae  moveatur 

Alter  ad  hunc  motum ,  quamvis  sit  dissüus  longe 

Arcano  se  naturae  foedere  vertat. 

Ergo  agCf  si  quid  scive  voles^  qui  distat  amicu  ^ 

Ad  quem  nulla  accedere  possit  Epistola ,-  sume 

Planum  j  Orbem  patularnque^  notas  elemenlaque  prima, 

OrdinCy  quo  discunt  pueri ,  describe  per  oras 

Extremas  orbis:  medioque  repone  Jacenlem^ 

Qui  tetigit  magneta ,  stylum :  ut  versatilis  inde 

Litterulam  quamcunque  velis ,  contingere  possit. 

Hujus  ad  exemplum ,  simili  fabrico  veris  orbem 

Margine  descriptum,  munitumque  indice  ferri^ 

Ferri  quod  motum  magnete  accepit  ab  illo. 

Hanc  Orbem  discessurus  sibi  portet  Amicus , 

Convenüitque  prius  f  quo  tempore  queisve  diebus 
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£xplorety  Stylus  an  Irepitifl,  quidveindice  signet. 
His  iia  cotnpositis,  si  dam  cupis  alloqui  Amicum 
Quem  prucul  a  li'lc  terra i  tlislintt  ora-, 
Oibi  udjunge  mamim^  fcrritm  tctsatUe  tracta. 
Hie  (iisposta  mdes  elementn  in  ninrgrne  toto: 
Queis  opus  est  ad  vcrba  notiSy  huc  dirige  ferrum^ 
Litteniiiisqtic  modo  futnc,  modo  cl  illam  cuspide  fanget 
Dum  ferrum  per  eas  Herumque  ilerumque  rotando  , 
Componas  sigilialim  $erisa  amnia  menlis. 
Mira  fidcs ,  ionge  qui  diatcit  cernil  amicus 
Nullius  impulsu  Irepidare  volubile  ferrum 
Nunc  huc^  nunc  illuc  discurrere :  conscius  haeret^ 
Olmervalquf  ntt/H  ductum ,  scquilurque  legendo 
Hinc  afque  hinc  elementa ,  qttibus  in  verba  coactis 
Quid  Sil  opus  sentit,  ferroque  interpretc  discit. 
Quin  etium  cum  sture  stglnm  videt^  ipse  vicissim 
Si  quae  respondenda  putet ,  simili  ratione 
Litterulis  varie  t/tctis ,  rescriOit  amieo»^* 
l)me  Stelle  wurde  von  Joseph  Addison  in  «einem  Joarnal  „The 
[Spectator^S  Nr.  241,  vom  ß.  Decembor  1721  engliBch  wiedergegeben,  und 
dtrwis,  glaubt  Bertelli,  hat  Abb{5  Fr.  Moigno  die  in  der  1852  in  Paris 

tfrichienpneu  zweiten  Anfinge  seines  ,,Troite  de  ielegniphie  electrique'*^  (S.  58 
«U  M)  enthaltene  Notiz  geschöpft,  welche  anhebt:  „Strada^  dans  ses  Prolu- 
tiofij,  parle  d'une  correspondance  fantastiqn^'\  und  mit  den  Worten  schliesst: 
„Charmant  ti're  ou  Operation  necromanciennet  Ce  passage  curieux  a  die  citc  par 
Addison  en  1711".  Vor  Moigno  spricht  von  Jenem  magnetischen  Tele- 
graphen Georg  Bidone  in  einer  die  Verse  Strada's  wiedergebenden 
tfe^cbichtlichen  Notiz,  welche  zuerst  Prof.  Baruffi  in  dem  Werke:  ,,Z\4«- 
Jßodatore  Piemontese . . . ,  per  Mich.  Ponza,  vol,  VII,  p.  115—116.  Torino''^ 
und  «laon  Rani  belli  in  seinen  ,,Letterc  interna  invemioni  e  scoperte  üaliane^ 
Uodma  1844,  lett.  83*  mittheilt. 
4.  Nun  folgt  die  schon  auf  S.  OO  dieses  Jahrgangs  in  ihrem  lateinl- 
•chen  Wortlaute  gegebene  Stelle  aus  dem  1632  in  Florenz  zuerst  gedruckten 
H^iaUtgo  irilurno  ui  dtie  massitni  syslemi  del  mondo  Tolemaico  e  Copernicano^\ 
G«lilei  begann  lf321  — 1623  seine  Dialoge  zn  schreiben. 

5.   Vor  1627.  Nicht  minder  deullieh  boachreiht  (unter  Beigabe  einer  Ab- 
^Udnog)  Nicoiao  Cabeo  aus  Ferrara  in  seiner  erst  1629  in  Ferrara  ge- 
ackten,   aber  früher  verfassten    „Philosopkia  magnetica^^  (lib.  IV  Cap.  X 
,  ^1  —  306),  wie  dor  von  Anderen  orwähnte  magnetische  Telegraph  einzn- 
cblcn  sei,  leitet  aber  dnnn  mit  den  Worten:   ,,Sic  iati  somniant,  nc  dicam^ 
ntiuntur  ...  Bunc  igitur  non  e/fecium  probOy  sed  improbo  errorem^  ne  quis  spe 
Via   deJusus,    nos   severns   leges  snbent   nullo  eventu'^  die  Aufführung   einer 
IciJi*«  von   gewichtigen  Gcgcngriinden    nin.     Den  vierten  derselben  führt 
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Berte lli  mit  den  Worten  auf:  „4.  Che  la  forza  dalla  quäle  dirigesi  natural- 
mente  Vago  verso  i  poU,  nelle  due  bussole  e  eguale  per  entramhi  gli  aghi^  mentre 
la  forza  della  mano,  la  quäle  ad  arte  rilira  uno  degli  aghiy  per  trasporlarlo  sulle 
singole  lelierc  del  quadrante^  e  una  forza  avventizia^  che  trovasi  soUanto  in  una 
hussolüj  e  tion  nelC  allra^  qxnndi  Yeffelto  dynamico  delle  forte  non  pud  essere 
identico  nelle  due  bussole^^.  Zum  Schluss  theilt  Cabeo  (der  Entdecker  der 
magnetischen  Bipolarität)  mit,  dass  Andere  ^^sapienter^  ut  deterreant  ab  ex- 
peritnento**  umgekehrt  riethen,  das  Versorium  aus  Eisen,  die  im  Kreise 
stehenden  Buchstaben  aus  demselben  Magnet  herzustellen. 

6.  Der  in  den  zu  Ronen  1828  anonym  erschienenen  „RecrSaiions  mcUhe- 
matiques'^  erwähnte  Versuch  stimmt  der  Sache  nach  mit  dem  von  Cabeo 
beschriebenen  überein,  wurde  1636  mit  sehr  geringen  Abänderungen  von 
Wynant  van  Westen  übersetzt,  und  von  ihm  war  in  der  französischen 
Akademie  {Compt.  rend.  LXVI,  1109;  vergl.  auch  S.  351 -352  im  XIV.  Jahr- 
gang dieser  Zeitschrift)  die  Rede  in  Folge  einer  Notiz  in  Boncompagni*8 
,,BuUetmo  di  Bibliografia".  Die  im  Eingange  zu  meiner  heutigen  Berichtigung 
und  auf  S.  60  erwähnte  briefliche  Mittheilnng  Bertelli'san  Boncom- 
pagni  war  veranlasst  durch  eine  von  Vorstermann  van  Oijen  aus- 
gehende, auf  S.  100  der  Märznummer  des  genannten  „Bulletino  di  Bibliografia** 
abgedruckte  Hinweisnng  auf  denselben  Artikel  der  „RecrSaHons  malhema- 
iiques''.  Ed.  Zetzschb. 


Ueber  die  Anwendung  der  Besserschen  Functionen  in  der 
Theorie  der  Beugung. 

Von 

Dr.  E.  Lümmel, 

Prof«8vor  au  der  UnivevsitRt  Erlaageo. 


Die  Bcagnngser8cheinungßn  lassen  sieb,  je  nach  der  Art  und 
rdse  ihrer  Entstehung  und  Beobaclitnng,  in  zwei  grosse  Abtheiliingen 
io^en.  Bei  der  ersten  Grappo  ist  das  am  beugenden  Schirm  ankommende 
Liebt  wellrnsystem  im  Allgemeinen  kn  gel  form  ig;  die  durchgelassenen 
VTrlJentheJle  entsenden  dem  Jl  n  ygb  ens'ächen  Princip  gemäss  nach  allen 
Ricbtangen  ElemenlarstraUleii,  welche  iuterferirond  anf  einem  Auffang* 
■ebinn  da.$  Bengungsbild  objectiv  erzeugen.  In  Jedem  Punkte  dieses 
bildes  wirken  alle  jene  Elementnrstrahlfn  zusammen,  welche  von  sämmt- 
licheo  durchgelassenen  Wellentheilen  aus  in  diesem  Punkte  convergi- 
rend  xuNRmiuentreiTen.  Wir  wollen  die  so  charakterisirto  Gruppe  von 
PhHnomeuen  nach  dem  bnnihmten  Physiker,  der  uns  ihre  Gesetze  kennen 
'Oifte,  die  Fresncl 'sehen  Beogungserscheitiungen  nennen. 

Bei  der  zweiten  Gruppe  von  Erf^cheinungen  wird  das  ankommende 
I.ichtwellpnsystem  stets  eben  oder  als  von  einem  nnendlich  entfernten 
Ltchiponktc  ausgehend  gedaoht.  Unmittelbar  liinter  der  beugenden  OeÖF- 
aang  befindet  »ich  eine  achrotualische  Sammellinse,  welche  in  ihrer  Brenn- 
fliehe  das  Reugung.sbild  entwirft.  Dasselbe  eignet  sich  vorzugsweise  am 
subjectiveu  Beobachtung,  sei  es  das»  man  es  mittelst  eines  Fernrohrs 
oder  auch  nar  mit  blosem  Auge  betrachtet;  im  ersteren  Falle  versieht  das 
Objifctiv,  im  letzteren  die  brechenden  Medien  des  Auges  die  Kolle  der 
Saoimelliuae.  Das  nharakterisfisclic  bei  dieser  Erzeugung  eines  Beugnngs- 
btldes  besteht  nun  darin,  dass  sünmitliche  in  eäneni  Punkte  des|elben  Jntcr- 
ffrirenden  Elementarstrahlen  bei  ihrem  Durchgang  durch  die  beugende 
Ocffnnng,  wo  sie  ihre  Gangunterschiede  erhielten,  unter  sich  parallel  waren; 
die  Linse  bewirkt  nur  ihre  Vereinigung  in  einem  Punkte,  ohne  an  den  be- 
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reits  erlangten  Gangunferschiedeu  etwas  zu  Sndern.    Diese  zweite  Gmnp«| 
von  Beagungserscljelnungen,  welche  durch  Interferenz  parn  11  el  er  StrjiA- j 
len    entstehen,    bezeichnen    wir   als  Fr  aunho  Ter^scbo    Beugungsersclief- 
nungen,   da  Fraunhofer  zuerst  die  beschriebene  Beobachtung^metliode 
anwandte. 

Der  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Arten  von  Diffractionsph^no^ 
inenen  spricht  sieb  besonders  auch  aus  io  der  verschiedenen  Schwierig 
ihrer  theoretischen  Behandlung.    Bei  den  FresncTschen  Beugungsersche 
nungen  begegnet  derCalcul  fast  unüberateiglichen  Schwierigkeiten  und  ist  bin 
jetzt  aucb  nur  für  einige  ganz  einfacbe  Fälle  mühsam  durchgeführt  wordM. 
Die    Fraunhofer'schen    BengungsersclioJnungen    dagegen    unterwerfen 
sich  mit  verhäitnissmässiger  Leichtigkeit  dor  Analyse,  und  ftlr  eine  grosse 
Manniehfaltigkeit  von  Einzelfällen  gelingt  die  Herstellang  einer  .geschlos- 
senen Formel,  welche  Gestalt  und  LichtstHrko  des  Bcugungsbildes  »n  ele- 
gantester Weise  ausdrückt.     Die  Aufgabe,  die  wir  uns  hier  stellen,  besteht 
nun  darin,  zu  zeigen,  dass  in  den  für  Theorie  und  Praxis  wichtigsten  Fäl- 
len die  Intensitätsausdrücke  für  die  Fraunhofer'schen  Beugungserscbei- 
nungen  durch  BesseTsche  Functionen    darstellbar  sind.     Durch  Anw©»' 
dang  dieser  neuen  Hilfsmittel  werden  wir  namentlich  in  den  Stand  gesell 
sein,  die  Flille  des  Kreises,  des  Kreisrings  und  Kreisgitters  erschöpfende^'] 
■Is  dies  bisher  möglich  war,  zu  behandeln. 

Die  IntensitStsfnrmeln  für  die  Fraunhofer'schen  Bengungserschc^*' 
nungen  sind  bekanntlich  in    hinreichender  Ausführlichkeit  von  Schwer  ^^ 
durch  Sumroation  von  Reihen,  von  Littrow  und  Anderen  durch  Integr^^ 
tionen  entwickelt  worden.    Es  sei  jedoch«  zum  bessern  VerstSndniss  d9-^| 
Folgenden  und  zur  grössern  Bequendtchkeit  de»  Lesers,  gestattet,  die  Ent 
Wickelung  des  allgemeinen  Intensilatsausdrucks  hier  in  möglichster  Kürz 
vorzuführen,  wobei  ich  mir  erlaube,  den  in  e^Iner  früheren   Pnblication 
verfolgten  Ideengang  beizubehalten. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen ,  dass  das  durch  schief  einfallende  Strahlen  her- 
vorgerufene Bougungsbild  mit  dem  der  senkrechten  Incidenz  entsprechen- 
den auf  einfach  gesetzniassige  Weise  zusaramenhHugt.  und  daher  aus  diesem 
ohne  Weiteres  abgeleitet  werden  kann.  Es  genügt  daher,  unsere  Betrach- 
tung auf  senkrecht  einfallende  Strahlen  zu  beschränken. 

Wir  wählen  zu  dem  Ende  die  Ebene  des  beugenden  Schirms  zur  ary-, 
Ebene  eines  Systems  räumlicher  Coordinaten»  dessen  z- Axe,  mit  der  opti- 
schen \xe  des  Fernrohrs  zusammenfallend,  gegen  den  Beobachter  gerichtet 
ist;  der  optische  Mittelpunkt  des  Ohjectivs  liege  im  Coordinatenanfang. 
Der  Ort  des  Beugnngsbildes  ist  aladann  eine  mit  der  Brennweite  des  Oh- 
jectivs als  Badius  von  dessen  optischem  Mittelpunkte  aus  beschriebene  Halb 
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\,  welche  die  Schirmebene  seihst  zur  Basisfläcbe  hat.  Es  handelt  sich 
fUrtim,  den  Bewegiingszustanrl  irgend  einos  Punktes  der  Bildfläche  zu 
frroiffeln.  Die  Bewcgnng  desjenig;en  Punktes  der  Unlhkugel,  dessen  znge- 
luriger  Rwdins  mit  den  drei  Axen  der  a-,  y  und  z  Winkel  bildet,  deren  Co- 
ttHöjder  Reihe  nach  durch  n,  b  und  c  vorgestellt  sind,  ist  aber  die  Rosul- 
t»m  ^us  allftn  Eletnpntarbewegwtigen  derjenigen  W^llenebene,  welche  die 
Üiüikugel  ira  Punkte  (a,  A,e}  beriihit.  Denn  das  zu  der  genannten  Wel- 
ifb*^ne  gehörige,  in  die  Richtnng  («,  6,  c)  gebeugte  Strablcnbündel  wird 
ilnrcb  die  Wirkung  des  Ohjectivs  in  dp m  Bildpunkte  («,  //,  c)  zusammen- 
ffMst,  ohne  dnss  durch  die  erlittene  Brechung  neue  Gangnnterschiede  ent- 
n.  Bezeichnen  wir  nun  mit  v  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  mit 
rtin  WrllenlÄnge  des  oinfMlIenden  homogenen  l^iehts,  und  zählen  wir  dtf^ 
Icit/ von  jenem  Momente  an,  in  welchem  der  im  Coordinatennnfang  liegende 
lüierpnukt  seine  Schwingungen  begann,  so  besitzt  derselbe  zur  Zeit  /  die 

27r    , 

[üenllinliche  Phase  ist  alle»  Aethertheüehen  gemein,  welche  in  der  heu- 
[{MxleD  Oeffnung,  d.  h.  in  der  Ebene  der  einfallenden  directen  Welle  liegen. 
IWer  Punkt  (x,  y)  der  beugenden  Oefi'nnng  mu.ss  nun,  nach  dem  Huyg- 
li«DM'jchen  Princip,  als  leuchtender  Punkt  angesehen  werden,  der  nach 
illcn  Seiten  Elementarstrahlen  aussendet.  Derjenige  Strahl,  welcher  die 
Klchtnng  (a,  6,  c)  verfolgt,  hat  nun  bis  zur  oben  erwähnten  Taogential- 
'iifne  (wenn  die  Brennweite  des  Objectiva  mit  /  bezeichnet  wird)  den  Weg 
(—[ax  -f-  hy')  zunickzulegen,  und  wird  daher  mit  der  Phase 

duelbst  anlangen.     Die  Excursinn^  welche  der  von  (.r,  ♦/)  au.sgehende.  nach 

i«i  l,  f)  gebeugte  Btrahl  auf  jener  die  Fiildlläche  berührenden  Wellenebene 

«rteugt,  erhält  man,  wenn  man  den  Sinus  dieser  Phase  mulliplicirt  mit  der 

AmpHiude  des  Strahls,     Um  für  letztere  einen  Ausdruck  zu  gewinnen,  den- 

L«D  wir  nns  aus  dem  einfallenden  Lichte  ein  Strahlenbündcl  herausgehoben, 

1  senkrechter  Querschnitt  der  Flächeneinheit  gleich  ist   und  alle  Ele- 

rtaiÄtrahlen  desselben  zu  einem  einzigen  Strahle  vereinigt;  die  Ampli- 

!  diese»  Strahl«  wird  der  Summe  der  Amplituden  aller  Elementarstrahlen 

l'gleieli  sein;  bezeichnen  wir   diese  Summe  mit  A^  so  wird  das  nnendlich 

NllnnpStrftb1«^nbündel,  welchen  dem  Elemente  dxöy  des  Schirmes  entspricht) 

Nie  Amplitude  Adxdy  besitzen. 

Die  Excnrsion  also,    welche  der   vom  Punkte  (x,  y)  der  beugenden 
Dtlnaog  aasgehende  Strahl  auf  der  Berührungsebene  der  Bildfläche  er 
t,  wird  vorgestellt  sein  durch 
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Adxdy  sin  —  {vi  —  jr+  '^^'  -h  ^y) 
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Zufolge   dem  Priocip  der  Uebereininderlagernng  kleiner  Bew<>gangea 
hSU  Tnan  die  Excnrsion  des  Bildpunktes  (a,  6,  c),  wenn  man  alle  Excnm 
nen  addirt,  welche  in  der  zugehörigen  Tangentialebene  stattfinden,  d. 
wenn  man  das  Doppelintegral 

aJj  sin  '^^{vl~f-\-ax^by)dy,dx 

über  alte  jene  Pankte  des  Sühirmes  ausdehnt,  welche  dem  Lichte  den  Durei 
gaug  Tcrstatten.     Mit  Hilfe  dieses  Integrals  lassen  sich  dann  alle  UmstUni 
angeben,  welche  die  Oscillation  des  Punktes  (a,  A,  c)  begleiten,  also  m 
mentlich  anch    die  Lichtstarke,  welche  er  auf  der  Bildfläche  hervorbrin^ 
Da  nun  das  Integral  nur  von  den  Coordinaten  fa^  fb  der  Projectton  di 
Biidpnriktes  auf  die  Schirmebene  abhüngig  ist,   so  können  wir  uns  die  \ 
Punkte  (a,  6,  c)  der  liÄlbkngeligeo  Bildfläche  stattfindende  Lichtstärke  ai 
der  Schirmebene  selbst  im  Pankte  (/*a,  /A),  oder,  da  es  nicht  auf  die  abs« 
Inte  Grösse,  sondern  nur   auf  die  Gestalt  des  Bildes  ankommt,  in  irgend 
einem  Punkte  des  Schirmes  aufgetragen  denken,  dessen  Coordinaten   den 
Grössen  {tt^  b)  propurtional  sind.     Wir  brauchen  alsdann  statt  des  halbka* 
geligen  Bildes  selbst  nur 'diese  seine  Projection  oder  den  Grandriaa 
Bildes  weiter  zu  anter«:uchen. 

Führen  wir  nun  der  Kürze  wegen  die  Bezeichnungen 

2««  2ftb 
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ein  ond  setzen  den  Factor  A  der  Einheit  gleich,  weil  ja  doch  nur  die 
tensitätsverhKltnisse  des  Bildes  in  Betracht  kommen,  so  können  in  dem  ao 
abgeänderten  Doppelintegral  ^ 

JJ  sin  {p-^qx  -{-ry)  dydx  ■ 

die  Grössen  q  und  r,  welche  den  Cosinussen  a  und  ft  direct,  der  Wellen- 
länge X  aber  umgekehrt  proportional  sind,  selbst  als  Coordinaten  des  Grund- 
risses  angesehen  werden. 

Um  das  letztere  Integral  in  der  bequemen  Form  eines  Productes  aus 
Amplitude  und  Phasensinus  zu  erhalten,  lösen  wir  zunächst  den  Sinns  anf,  in-^ 
dem  wir  den  Theil  p  der  Phase,  welcher  die  Zeit  in  sich  schliesst,  von  de« 
übrigen  Theile,  der  die  Coordiuaten  x  und  y  enthält,  trennen,  und  erhalten:! 
sin p  JJ  cos (^q X -{-  r y)  dydX'\-  cos p  fC sin  (qx-^ry)  dydx 
=  C sin  p-^-  S  cos  p  , 
wo  abkürzend 

ffcos  (q.r  -{-ry)dydx  =  C 

«od 

ff  sin  (qj-  -{-  ry)  dydx  =  S 
gesetzt  wurde.    Macht  man  alsdann 

C  =  ff  cos  ^  imd  S  =iJIsin  (p , 
so  nimmt  jenes  Doppelintegral  die  Form 


jy»  =  c«  -{-  s" 

UT  BestimmiiDg  von  tp  und  B  dienen. 

Der  Ausdruck  ü*  giebt  die  LicLtstärke  des  Punktes  (y,  r)  im  Beugungs- 
bUde  «Q. 

Wenden  wir  diese  Formeln  sofort  auf  die  Berechnung  der  Beuguogs- 
incheinnng  an,  welche  vou  einer  kreisförmigen  Oeffnuug  hervorgebracht 
wird;  hier  müssen  offenbar  alle  durch  den  Mittelpunkt  des  Grundrisses,  als 
den  Sanimelpankt  der  dirccten  Strahlen,  gezogenen  Geraden  die  nämliche 
Rühenfolge  von  Intensitäten  zeigen;    ea  genügt   daher,  blos  eine   dieser 

I Geraden,  z.  B.  die  Abscissenaxe  selbst,  zu  untersuchen.    Setzt  man  zu  dem 
Ende  in  den  Integralen  C  und  S  die  Ordinate  r  =  0,  so  bemerkt  man  leicht, 
hau  das  Integral  Ä  verschwindet-  das  Integral  C  dagegen  wird,  wenn  R 
i<D  Radius  der  kreisförmigen  Oeffnung  bezeichnet: 
C  =^  j         §  CHS  qx  ,  dydx 
t«       
_                    ••                               ^'i  j  cosqx  ,yR*  —  x* .  dx 


—  R 


oder,  wenn  man  a:=/fM  setzt: 


+  1 

C  =  2R^  fcos  liqu  .  /l— «'.  du. 


Nun  ist  in  dem  unten  citirten  Schriftchen*,  auf  welches  wir  noch  Öfter 
(natl.  c.)  hinzuweisen  in  der  Lage  sein  werden,  die  BessePsche  Func- 
tion /*{s)  definirt  durch  die  Gleichung 

+  1 


worws  für  V  =  /  hervorgeht 


-*,du 


/'(t) 


coszu,}/l-~u*,  du 


8etzt  man  daher  in  obigem  für  C  gefundenen  Ausdruck  Bqt 
tn«o  C  h  folgender  Form 


■s,  so  hat 


*  LoxBXB«!,  Studien  über  die  B  es seTschea  Functionen*    Leipzig  1868. 
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Z 

durch  die  Bessel'sche  Function  /*  (z)  ausgedrückt.  Die  Theorie  der 
B es s ersehen  Functionen  würde  uns  nun  sofort  zur  numerischen  Ber^^cb- 
nnng  von  C  die  unendlichen  Keihen 

ü^=,-^+^: t +,... 

z  2.4       2.4.4.6        2. 4.6. 4. ö. 8 

und 


,.^       :f/2      .  ,    ^(.,3.5.1/lY      3.5.7.9.1.3.5/1  V 

^*^  =  //^*'"^'-^")i'  +  T:i6  (tJ  "     8.16.24.32-17) 

..7/2         ,         1    ^  J  3       1        3.5.7.1.3  /  1  Y 
+  j^-co.(.-i.)|-.-~     8.16.24     UJ 


+  . 


8. 5. 7. 9.  11. 1.3. 5. 7/1  Y 

'  O        lA       .1>I        QO        üA  \    2  J 


8  .  16  .  24  .  32  .  40 

an  die  Hand  geben,  von  denen  die  erstere,  für  jeden  Werth  von  z  conver*! 
girend,  besonders  für  kleinere  Werthe  von  z  sich  eignet,  die  letztere  balh*| 
convergente  dagegen  für  grössere  Werthe  von  z  bequem  ist.    In  der  Tt 
hat  auch  schon  Airy***  die  erstere  Reihe  benutzt,  um  eine  Tabelle 
die  Werthe  des  Integrals 

+  1 


—    I  cos  zu.yi  —  t^  .  du 


—  l 

zu  entwerfen ,  welche  die  Functionswerthe  für  alle  um  0,2  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  des  Arguments  von  z  :=  0  bis  z  =  12  enthält.  S  cb  werd^f- 
hat  auf  einem  ganz  anderen  Wege,  indem  er  den  Kreis  als  ein  180-  Eck  be* 
rechnete,    eine  Tabelle   hergestellt,    welche    mit  einem   Incremente    von 
15^  =  0,2618  bis  z  =  \\2b^  =  19,635  reicht.     Die  Bemerkung  aber,    dasa  C  j 
durch  die  BesseTsche  Function  J*  ausgedrückt  wird,  führt  uns  mit  Leicfa>  j 
tigkeit  zu  einer  noch  umfassenderen   und  genaueren  Tabelle  der  Wertiio! 
von  C.    Schon  Besseljf  hat  Tabellen  der  Functionen  J^  und  J"  gegebenij 
welche  jedoch  nur  bis  z  =  3,2  gehen  und  deshalb  für  das  vorliegende  Froble 
nicht  ausreichen.    Hansenfff  berechnete  später  für  die  Bessel*« 
Functionen  Tafeln  von  grösserem  Umfange,  welche  meinem  oben  cidrli 
Schriftchen  als  Anhang  beigegeben  sind.    Aus  diesen  ergiebt  sich  mt 


•I.e.  §6.        ••    1.  c§l7. 
***  Airy,  über  die  Diffraction  eines  Objectivs  mit  kreisrunder  Aper 
gen  der  ff 's  Annalen  Bd.  45.    1838. 

f  Schwerd,  die  Beugongserscheinangen.    Mannheim   1885. 

tf  B e  8 sei,  Untersnchunj;^  des  Theils  der  planetarischen  StSnu 

der  Bewegung  der  Bonne  entsteht.    Abh.  der  Berl.  Akad.  der  Wiss, 

•fj^  Hansen,  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  F^ 
EzcentricitiLt  und  Neigung;  Schriften  der  Sternwarte  Seeben 


L  2.1' CO 

^ue  Tabelle  der  Werlhe  von  C  = ~  (der  Factor  Ä'w,    welcher  den 

riicbeninhalt  der  KreisÖffoung  vorstellt,  ist  der  Einfachheit  wegen  =  1  ge- 
setzt uorden);  man  braucht  ja  nur  die  verdoppelten  Werthe  von  J'(2)  durch 
das  zugehörige  Argument  zu  dividiren.  Die  so  berechnete  Tafel  folgt  am 
Scbliisse  dieser  Abhandlung  (Tab.  I);  sie  reicht  mit  einem  Tncrernente 
=  0»l  bis  2  =  20.  In  der  zweiten  Columno  finden  sich  die  Werthe  von  C*, 
d.  h.  die  Lichtintensitäten  selbst,  auf  diejenige  der  Bildmitte  als  Einheit 
■gezogen,  angegeben.    Für  den  Gebranch   der  Tabelle  in  spociellen  Fällen 

^Brt&nem  wir  uns,  dass  z^Bq=  - — ■—  ist;  bezeichnen  wir  nun  den  Bcu« 


,  ,    ,     .              .                    ,              .         .          ,            ,           2  7t  h  sin '^ 
nogswinkel  mit  t//,  so  ist  a  =  cos  (90  —  %>)=■  *?"  V^x  demnach  t  = . 


Um  einen  Zwischenwertb  von  C,  der  in  der  Tabelle  nicht  vorkommt  zu  er- 
tnillelu,  geht  man  auf  die  Hansen 'sehe  Tabelle  von  J'  zurück,  und  be* 
ccUnet  nach  der  Formel 


(tcclinet  uacli  Ucr  t  ormei 
I       ,.(.+,)=,wo+.{+<,(;)"+.(^)' 
A^-n    «ntienrftchpn^pn    WprfK    vnn  J'     tun     rlunn   sofort,    n 


N 

^ 

» 


^eu  entsprechenden  Werth  von  J\  um  dann  sofort  auch  den  geforderten 
Werth  von  C  zu  haben.  —  In  praktischer  Hinsicht,  behufs  der  Verißcation 
der  Theorie  durch  das  Experiment,  konnton  allerdings  die  Tabellen  von 
Airy  und  Seh  werd  als  ausreichend  betrachtet  werden.  Im  Hinblick  aber 
•nf  den  geringen  Aufwand  an  Mühe,  der  zur  Herstellung  der  hier  vor- 
liegenden genaueren  Tabelle  nöthig  war,  muss  die  hierdurch  erreichte  Ver- 
vollkommnung der  Theorie  immerhiü  willkommen  erscheinen,  zumal  da- 
durch  aach  eine  genauere  Bestimmung  der  Intensitätsmaxima  und  der  Null- 

werthe  ermöglicht  wurde. 

Um  die  Nullwerthe  zu  ermitteln,  wurde  die  obige  Formel  für  7* (r  +  •) 

benutzt;  nachdem  man  diejenigen  Werthe  von  J'(2),  a,  h  und  c  der  Han- 

•  en'scben  Tabelle  entnommen  hatte,  welche  einem  Nullwerthe  von  7'  am 

•iebsten  liegen ,  musste  man  die  cnbische  Gleichung 

j.,.)+<,_;.+,(^y+c(i)'=o 

Mcb-  auflösen,  wo  t  die  zn  dem  tabellarischen  Werthe  von  t  hinzuzufü- 
h 

geude  Grösse,  h  das  Increment  der  Tafel  bedeutet.    Eine  nJiherungsweise 

Attflöaung  (etwa  nach  der  Hörn  er 'sehen  Methode)  führt  rasch  zum  Ziele. 

In  Tab.  I  a  sind  die  so  erhaltenen  Werthe  von  s,  für  welche  7*  und  darum 

•ach  C  verschwindet ,  zusammengestellt. 

JHz) 
Cm  die  Maxima  und  Minima  der  Function — ^^  zu  bestimmen,   wurde 

* 

•  I.  e.  A  nhang. 
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der  nach  «  genommene  Differentialqnotient  von  —  v — gleich  Nall  geseilt. 

Man  gelangt  so,  unter  Vernachlässigung  der  dritten  Potenz  von  l-rji  «ar 
quadratisch  en  Gleichung 

in  welcher  der  dem  Maximum  oder  Minimum  nächstliegende  Werth  von  z 
unserer  Tabelle  I,  die  zugehörigen  Werthe  von  J^(z),  a,  6  und  c  aber  der 
Hansen'schen  Tabelle  entnommen  wurden.  Eine  Eigenschaft  der  Bes- 
serschen Functionen  gewährte  die  Möglichkeit,  die  so  gefundenen  Werthe 
einer  Controle  zu  unterwerfen.    Es  ist  nämlich  allgemein* 

oder  speciell  für  v  =  1 : 

oz 
Ist  nun  z~~  ^  7*(z)  für  irgend  einen  Werth  von  z  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum ,  so  verschwindet  der  Differentialquotient  zur  Linken ,  und  es  mnss 
für  denselben  Werth  von  z  auch 

J«(z)  =  0 
sein.     Nun  ist  aber** 

also  mu86  im  Falle  des  Maximums  oder  Minimums 

z 

sein.    Indem  man  daher  die  Maximal-  und  Minimalwerthe  von  C  =  — 

z 

mit  den  aus  der  Hansen  'sehen  Tabelle  berechneten  zugehörigen  Werthen 
von  3^{z)  verglich,  hatte  Uian  eine  Probe  für  die  Richtigkeit  der  oben  «o* 
gedeuteten  Rechnung.  —  Die  gefundenen  Resultate  sind  in  Tab.  Ib  sn- 
sammengestellt;  die  Rubrik  C*  enthält  demnach  die  relativen  Lichtstärken 
der  hellsten  Stellen  der  Ringe ,  von  welchen  das  mittlere  Liohtscheibchen 
umgeben  erscheint,  bis  zum  fünften  Ringe. 

In  den  Tabellen  la  und  Ib  findet  sich  noch  eine  Columne  mit  der 

Ueberschrift  „Vielfache  von  A" ;  dieselbe  enthält  die  Werthe  von ^ 

oder  — ,  d.  i.  die  Gangunterschiede  der  beiden  äussersten  Randstrahleo  in 
Wellenlängen  ausgedrückt.  Manersieht  daraus,  da ss  dunkle  Binge  auf- 


•  1.  c.  §  3.  ••  1.  c.  §  1. 


»ten,    v>fiiu    der    Gatj<;uDterscIi  ied    der  Rftttdstrablen    bei- 

liafig  1  .2,  '2.2,  3.2,  4.2,  5.2,  0.2  Wellenlängen    beträgt;    helle 

BiDge   dagegen,    so    oft    dieser   Gftngaot erschiod    1.0,2.7,8.7, 

4.7,5.7  Wellenlängen  ausmaclit.    Dieses  Gesetr.  wird  nm  so  genauer, 

Je  grösser  z  oder  je  grosser  der  Beugungswinkel   wird.     Denn ,  was  zueröt 

Üe  Nullwertbe  anlangt,  so  ulihert  sich  der  Unterschied  zweier  aufeinander« 

blgeaden  Wurzeln  der  Gleichung  J^{:)  =  0  um  so  mehr  der  Grenze  n,  je 

mtht  z  wächst*,  oder,  was  dasselbe  heisben  will,  das  Verhältuiss  aus  dieser 

DifferCDS  und  der  Zahl  n  uälhert  sich  der  Einheit.    Was  ferner  die  Werthe 

betrifft,  welche  C=  —  zu  einem  Maximum  oder  Minimum   und  da- 

raia  C*  tn  einem  Maximum  machen,  so  sind  sie,  wie  wir  wissen,  zugleich 
tlic  Wurzelwerthe  der  Gleichung  7'  {z)  =0,  und  unterliegen  daher  dem- 
elbeu  Gesetze. 

Mau  bemerkt  ferner,  dass  das  Intervall  von  einem  Nu llwerth 

bis    xam    nächsten    Maximum    beiläufig    einer   Differenz    der 

rangunlerschiedo  von  einer  halben  Wellenlänge  eutspric ht, 

ladi  dieses  Gesetz  wird  bei  wachsendem  Beugungswinkel  immer  genauer 

ebenfall«  in  dem  Wesen  der  Besserschen  Functionen  begründet. 

lullworthe  entsprechen  nämlich  den  Wurzelnder  Gleichung  J^(r)  =  0, 

Maxima  den  Wurzeln  der  Gleichung  J^  (:)  —  0.    Nun  gilt  aber  der  Satz, 

««die  Differenz  der  gleichvielten  Wurzeln  zweier  Bessel'schen  Func- 

oneo,  deren  Indices   um  I  verschieden   sind,  »ich  bei  wachsendem  c  der 

ärenxe  ^n  nähert*. 

Für  grosse  Werthe  von  :  hat  man  nahezu*: 


/»( 


,,=/x. 


siM  {z-^  l  n)  , 


[I^onns  einer  der  Werthe,  welcherCzu  einemMaximum  macht,  so  Hegt  bei 
Wwelcheud  grossem  z  das  nächste  Maximum  bei  »  +  '«♦  ^^^  ^^^  ^^^  Werth 


f.^i.  A-.V{z-ia) 


E<  rerbüU  sich  demnaoh 


n'      (z-^nY 


C*:6*,=  i-:- 


<^  b.  tiielntensitätsmaxima  verhalten  sich  nahezu  umgekehrt 
>U  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Ganguuter schiede, 

"     *:      *  l  i  >  1 

*>«  "^^  :—..  —  :—   ;  —  :  etc. 
in«      «7«      37«      47*      57» 


U«.|17. 
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Auch  dieses  Gesetz  knmmt  der  Wahrheit  am  so  näher,  je  grösser  der 
Beugungswinkel  oder  je  grösser  der  Ganguntcrschied  wird.  Wie  befriefi- 
gend  dasselbe  schon  vom  zweiten  Ringe  an  eintrifft,  erkennt  man,  vew 
man  jedes  Intensitätsmaximum  mit  der  dritten  Potens  des  zogehSrigoi 
Gangunterschiedes  mnltiplicirt;  man  erhält  die  nahezu  gleichen  Prodneta 
0,0800;  0,0810;  0,0814;  0,0816.  Wir  sind  also  jetzt  im  Stande,  nicht  blosdk 
Lage ,  sondern  auch  die  Grösse  der  Intensitätsmazima  selbst  jenseits  dsr 
Grenze  unserer  Tabelle  anzugeben ,  soweit  es  immer  verlanget  wird. 

An  der  Hand  der  Theorie  der  BesseTschen  Functionen  haben  irir 
sonach  zwar  nur  genähert  giltige,  aber  einfache  und  darum  denUeberbBi 
über  die  Erscheinung  erleichternde  Gesetze  gefunden,  welche,  wie  es  scheiil 
bisher  übersehen  worden  sind.    Umgekehrt  ist  aber  das  vorliegende  Pit- 
blem  auch  im  Stande,  uns  eine  Eigenschaft  der  BesseTschen  Panctioa  J^ 
zu  enthüllen ,  was  ich  hier  im  Vorbeigehen  zeigen  will.    Da  das  von  «aat\ 
kreisförmigen  Oeffnung  hervorgebrachte  Beugungsbild  rings  um  die  Bild- 
mitte nach  allen  Richtungen  gleich  beschaffen  sein  muss^  haben  wir  unaeit' 
Untersuchung  auf  eine  dieser  Richtungen,   nämlich  auf  die  Abscissenaza 
des  Grundrisses,  beschräukt.    Fassen  wir  jetzt  eine  ganz  beliebige  dnr^ 
die  Bildmitte  gezogene  Gerade  ins  Auge,  so  müssen  wir  längs  derselben 
dieselbe  Reihe  von  Intensitätswerthen  oder  dieselbe  Function  C  fin  den,  wie 
längs  der  Abscissenaxe.     Es  ist  aber  ganz  allgemein ,  da  auch  in  di 
Falle  das  Integral  S  verschwindet 

C=  I      I  cos^qx  +  ry)  .dydx 

—  Ä  -yRtzr^ 

+  R 
c=  -   / [sm{qx  +r/Ä«  — ^  —  sin  {qx  —  r  /ä»  — sr«) ]  dx 

—  R 
+  Ä 


tJ'' 


Jcos  qx  sin  {rj/]p  -^  a^).dx 

oder,  wenn  xe=Buj  Bq=s^  und  Br  =  ri  gesetzt  wird, 

+  1 


;=?«•  f. 

11  J 


cos^u.  sin  (jri  ^  1  —  m')  du  . 

—  l 


Nun  haben  wir  aber  bereits  für  den  Bildpunkt,  der  um  z^^y^^^f 
von  der  Bildmitte  absteht 

gefunden.    Es  muss  demnach 


Von  Dr.  E.  Lommisl, 


■  «»MllflU^jWloaJWWI^»  >  T^.r^.t^j^.f^, 


.  Hin  (i/  ^  1  —  if") .  du 


lifio;  hierin  dürfen  augenscheinlich  5  und  jj  mit  einander  vertauscht  werden. 
[Setzt  man  darin  |  =  0  und  1;  ^=  ?,  was  einem  Zurückgeben  auf  die  Ordinatcn- 
ze  gleiebkommt,  so  erhält  mau 

-f  l 

/»(ä)  =  1  isin  {zY  \-  u*)  .du. 

TtxJ 

ijese  beiden  Gleichungen  uiud  in  dem  schon  öfter  citirten  Werkchen  (§  5) 

ganz  anderem  Wege  abgeleitet  worden. 

Stellen  wir  ans  jetzt  weiter  die  Aufgnbe,  Gestalt  und  Lichtstärke  des 

agaugsbildes  zu  bestiminen,   welches  durch  eine  riiigtöniiige  OetTnung 

TTorgebracht  wird.    Der  äussere  Kadins  des  Ringes  sei  /?,  der  innere  ^/f, 

^  einen  echten  Bruch  bedeutet;  dann  ist 

+  /t     +  /  Ä»  —  x'  +pÄ    -h/Vä*  — ^* 

'=  1         j  cosqx  .dy  dx —   f  j  cu»  i^jp  .  dy  dx 

—  2  I  cos  gz  .  yn^  —  X*  ,dx  —  2    l  cos  qx  >  }/q* R'  —  x^.dx^ 
—  Ä  — «fl 

oder,  wenn  mau  im  ersten  Integraler  =  Au,  im  zweiten  x  =-^Iiu  einführt 
•f  l  +1 

Ccs2  Ä*  j  cos  {Bqu)  .  /l  — w*.du  — 2(>»Ä*  jcos{^Rqu).y\'-u^du, 


C= 


—  1 

etzt  man  Jetzt  R*/  =  :  und  bedenkt,  dass 
+  1 


—  I 


^-  ^) 


l ,  Bo  hat  man 


l  cos  zu  ,y\  —  u*  .  rf  M  =  «  . 


iBimt  luan  die  Aroplitnde  und  demnach  auch  die  Lichtstärke  des  gesammten 

fdurcb  die  Oeffnung  dringenden  directen  Lichts  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 

=  1  an,  so  bat  man  diesen  Ausdruck    noch  durch  den  Flächeninhalt  der 

ringförmigen  Oeffnung  d.  i.  durch  ä'tt  (1  —  p')   zu  dividiren;  dadurch  er- 

gtebl  «ich 

27' (pz)- 
,^ -• 


>i   J' 


D«p  Tab.  I  setzt  uns  in  den  Stund  ,  in  jedem  einzelnen  Falle ,^  d.  h.  für  je<? 
»pvcieUeu  Wcrth  von  ^,  die  Zahlenwerthe  dieses  Aubdiuckb  xu  besüiÄUj 
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Um  ein  Beispiel  davon  zu  geben,  sind  in  Tab.  II  die  Werthe  von  C'  för 
p  =  ^,  also  für  eine  ringförmige  Oeffnung,  deren  Äusserer  Radius  doppelt 
so  gross  ist  als  der  innere,  niederj^elegt, 

Diese  Tabelle  zeigt  uns ,   dass  dunkle  Hinge    auftreten   für  folgeode  \ 
Wertbe  von  z : 


z 

DJff. 

Vielfache  von 
l 

3.15 

1.0 

7.18 

4.03 

2.3 

10.97 

3.7Ö 

3.5 

12.05 

1.88 

4.1 

15.87 

2.92 

5.0 

10.81 

3.94 

6.3 

Für  eine  voll©  kreisförmige  Oeffnung  von  gleichem  Radins  fanden  wir  den 
ersten  Nullwerth    erst    bei  z  =  3.83  oder  bei   einem  Gangunterschied    von  ^ 
1.2  Wellenlängen,     Wir  sehen  aiso^  dass  der  Durchmesser  des  centralen  fl 
Lichtscheibchens    im  Beugungsbilde  geringer  wird,    wenn  man  die  Mitte 
der  Oeffnung  mit  einer  dunkeln  Scheibe  von  halb  so  grossem  Radius  bedeckt, 
und  dadurch  die  Oeffnung  zu  einer  ringförmigen  macht.     Dafür  ist  aber  der 
erste  helle  Ring  bedeutend  breiter  als  bei  voller  Oeffnung;  auch  der  folgende 
Ring  zeigt  eine  beträchtliche,  wenn  auch  geringere,  Breite  als  der  erste; 
dann  folgt  ein  sehr  schmaler,   dann  wieder  ein  etwas  breiterer  Ring;  der  j 
fünfte  Ring  endlich  kommt  dem  ersten  au  Breite  nahezu  gleich. 

Ueberblickt  man  die  in  der  Rubrik  „Vielfache  von  A"  aufgeführten 
Werthe,  so  bemerkt  man,  dass  der  Gangunlerschied  der  Randstrahlen  beim 
5.  und  ö.  dunklen  Ring  denjenigen  beim  ersten  und  zweiten  je  um  4  Wellen- 
längen übertrifft,  und  wird  dadurch  auf  die  Vermuthung  geleitet,  dass  die 
Gruppe  der  vier  ersten  Ringe  sich  periodisch  wiederholt.  Man  überaeugt 
sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Vermuthung,  indem  man  den  Ausdruck  für  I 
C'  auf  die  für  grössere  Werthe  von  z  giltige  Form 

C  =  -1^,  .  ~  V~[^ir,  {:  -  i^)  -  y^.  sin  (pz  -  ^7.)] 

bringt;  wird  nämlich  dieser  Ausdruck  für  irgend  einen  Werth  von  2  Null, 
so  muss  er  auch,  wenn  wie  in  unserem  speciellen  Falle  ^=  4  ist,  auch  für 
2  +  4«  ;r  verschwinden. 

Die  Lage  und  Lichtstärke  der  Maxima  ist  in  der  folgenden  kleiuen 
Tabelle  angegeben: 


Von  Dr.  E.  Lommrl. 


t6B 


• 

C» 

Violfache  von 
l 

4.82 

0.09633  = 

10 

1.6 

8.67 

0.01247  = 

_i_ 

3.8 

11.87 

0.00038  = 

««•0 

i.% 

144Ö 

J     17.80 

0.00086  = 
0.f>02l8  = 

t 

1  1  OS 
4S« 

4.6 
6.7 

!^ 


Bei  Toller  Kreisöffuung  betrügt  die  Intensität  des  ersten  hellen  Kioges  Jy, 

die  lies  zweiten  y^y  von  derjenige«  in  der  Mitte.     Wir  erkennen  also,  dhss 

hei  anierer  ringförmigen  Oeflnnng  die  beiden  ersten  Kinge  bedeutend  heller 

»ipd,  als  bei  der  Kreisöffnung;    der  dritte  schmälste  Ring  ist  ausserordent- 

ikh  licbtschwRch,  der  vierte  wieder  etwas  heller;  der  fiinfie  endlich,  dem 

«rftfo  eDt«>prechend ,   zeigt  wieder  eine  ziemlich  grosse  Helligkeit.     Auch 

hkr  wiederholt  sich  nach  je  vier  Ringen  die  Reihenfolge   der  Helligkeiten, 

indem  für  die  gleiehvielten  Ringe  jeder  Gruppe  das  Gesetz  der  umgekehr- 

IfD  dritten  Potenzen  gilt.     Die  Wertbe  von  z  nämlich,  welche  C  zu  einem 

Jlf«ximam  oder  Minimum  machen,  werden  gefaoden,    indem  man  den  Dif- 

/erentialquotienten  von  C  Null  setzt;  da  nun 

.  so  Untct  die  aufzulösende  Gleichung 
ttad  nähert  sieb  bei  wachsendem  z,  weil  dann 

rd,  immer  mehr  der  Form 

cos  (2  —  i  «  )  —  p  '  .  CO*  (p  »  —  1  Jt)  =  0. 

öpl  nUo  irgend  ein  Wertb  von  ?  dieser  Gleichung,  so  muss  ihr,  wenn  ^  =  ^ 
auch  z-\-4n7t  genügen,  und  die  Maxima  müssen  dasselbe  Gesetz  der 
'eriodicitüt  befolgen,   wie  die  Nnllwertbc.     Dann  folgt  aber  von  selbst  aus 
'ein  oben  für  C  angegebenen  goniiherten  Ausdruck,   dass  die  Intensitäten 
der  gleiehvielten  Ringe  jeder  Gruppe    den  dritten  Potenzen  von  z  umge- 
kehrt proportional  sind. 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultat:  In  dem  Beugungsbild  einer 
rini^formigen  OeflTnung,  deren  äusserer  Radius  doppolt  so  gro.ss  ist  als  der 
«er»,  wiederholt  sich  eine  Gruppe  von  vier  Ringen  je  nach 
inem  Gangunterschiede  von  4  Wellenlängen;  die  Intensitä- 
ten der  gletchvioltco  Ringe  jeder  Gruppe  verhalten  sich 
oiD§»k6hrt  wie  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Gang- 
anter«ebiede.     Diese  Gesetze,  für  kleinere  Gangunterschiede  nur  an- 
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genähert  richtig,   werden  um  so  genauer,  je  mehr  der  Gangunterschied 
wächst. 

Wäre  der  innere  Radius  der  ringförmigen  Oeffnung  der  nf*  Theil  de» 

äussern,  also  ^=  — ,  unter  n  eine  ganze  Zahl  gedacht,  so  erkennt  man  ans 

den  gegebenen  Ausdrücken  leicht,  dass  alsdann  Gruppen  von  je  %n  Ringen 
nach  je  2n  Wellenlängen  Ganganterschied  wiederkehren  würden. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  ringförmige  Oeffnung  sehr  schmal  d.  h. 
^  nahezu  =  l  sei.  Wir  setzen  dann  ^  =  1  —  c,  wo  e  klein  genug  sei,  um 
seine  zweite  und  "höhere  Potenzen  vernachlässigen  zu  können.  Alsdann  ist 
zunächst 

«(2— OL     2  z  —  ztj 

man  hat  aber,  wenn  e  hinlänglich  klein  ist: 

J'iz-ZB) 


folglich 


z  —  zs 

C^-^Uz-^  y'(?)H-r. 
Nun  ist  aber  ganz  allgemein  * 


=.-.j.(o-i-t--'-^w].„. 

cz 


dz  )  z      '         dz 


üü:^^,,. ,.-,(,) 


also  speciell 


dz 


dz 


Demnach  erhalten  wir 

C  =  (l+i€).^°W 

oder,  wenn  wie  die  Lichtstärke  in  der  Mitte  des  Bildes  (d.  h.  für  «  =  0)  wie 
bisher  immer  zur  Einheit  wählen ,  ganz  einfach 

C  =  jO(z). 
Die  Werthe  von  (f  können  unmittelbar  der  Hansen 'sehen  Tabelle  ent- 
nommen werden.     Die  dunkeln  Ringe  treten  jetzt  ein  bei  folgenden  Wer- 
then  von  z : 


z 

Vielfache  yon 
X 

2.405 

0.7«6 

5.520 

1.757 

8.654 

2.755 

11.792 

3.754 

14.031 

4.753 

18.071 

5.752 

•  l.c.§8. 
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Wir  haben  hier  den  GreoÄCfllT  vor  uns ,  welchem  aicli  die  Beiigungser- 
scheinnng  für  eine  ringförmige  Oeffimng^  nÄhert,  wenn  diese  bri  gleichblei- 
!>en«Jein  Radius  immer  sclmialer  wird.  Wie  man  sieht,  ist  das  miltlere 
Lichtscheibchen  von  noch  geringerem  Durchmesser  als  im  vori^-en  Fall;  die 
hellen  Ringe,  welche  es  concentriscli  umgeben,  sind  nabezii  gleich  breit; 
die  dankein  Ringe  treten  nümJich  auf  bei  ungefähr  },  l|,  2^,  3}  etc.  Wel- 
leolSügen  Gangunterschied.  Um  die  Maxima  zu  finden,  erinnern  wir  uns 
»tt«  der  Theorie  der  Besaersclien  Functinnen  der  Gleicliung*; 

velehe  für  v  =  0  in 

öbergeht ,  nnd  erkennen  daraus,  dass  bei  einer  schmalen  ringförmigen  Oeff- 
aaog  die  Intensitätsmaxima  genau  an  den  Stellen  auftreten, 
wo  bei  einer  vollen  Krelsöffnung  die  dunkeln  Ringe  or- 
«cheinen.  Demnach  entsprechen  die  I^Iaxima  den  Gangunterschieden 
l.tj  2»«;  3,2  etc.  Wellenlängen. 

Die  genaueren  Zahlenwerthe  enthält  die  folgende  kleine  Tabelle: 


z 

jo 

(70). 

3.832 

—  0.402759 

0.162215 

'  7.0  irt 

-h  0.300115 

O.OQOOOft 

10.173 

"  0.24Ü705 

0.002353 

13.324 

+  0  218359 

0.047081 

16.471 

—  0.196406 

O,03H5fl9 

)0.6I6 

+  0.180004 

0.032423 

Da  für  hinlänglich  grosse  Werthe  von  t** 


J"{ 


=>-/S 


co8{z  -  ^re) 


rkennt  man,   da88   die  Intensitätsmaxima   den  Gangun- 
rschieden  selbst  umgekehrt  proportional  sind,  tiod  zwar  nm 
»«*    genauer,  je  weiter  mau  sich   von  der  Bildmitte  entfernt.     In  der  That 

(l^brn  die  vorstehenden  Werthe  von  (J")'  mit  den  zugehörigen  Argumenten 
paltiplicirt  Producte,  welche  sich  mit  wachsendem  z  der  Gleichheit  nJiliern. 
Durch  das  Vorhergehende  sind  wir  auch  in  den  Stand  gesetzt,  die 
Bengnngserscheinung  eines  aus  schmalen  concentrischen  Ringen  zusammen- 
gesetzten Kreisgitters  zu  bestimmen.    Das  Integral  C  erscheint  jetzt  als 


k 


LcfS. 


-  1.  c.  §  17, 


fnwenaüng  der  Besserscben  Functionen  etc. 


thalt,  I 


eine  Samme  von  ebenso  vielen  Gliedern,  als  dos  Gitter  Ringe  enthalt 
deren  jedes  die  Form  2  7tfl*f  J"{:)  besitzt ,  worin  aber  f,  R  und  damit  auch 
2  je  nach  den  Dimensionen  der  entsprechenden  Ringe  von  Glied  zu  Glied 
andere  Werthe  haben. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  da^s  alle  Ringe  die  gleiche  Breite  ß  haben,   so 
ist  Ri^^ß  und  wir  erhalten  die  Summe 

27tß[Rj'>{z)-^n'j'>{z)^R''r{z')^,,,], 

r'  R" 

worin  z'^-^r,  2"  =  — -s etc.  ist,  und  welche  noch  mit^nß  (/?-f  /?'4-Ä''+ 1 

R  R 

dividirt  werden  müsste,  um  die  Intensität  in  der  Bildmitte  anf  I  zurück 

«nriihren.     Specialisircn  wir  noch   mehr   und  setzen  Ä'  =  2i?,  Ä"=  3 

n.  8.  f.,  so  erhalten  wir,  die  Lichtstärke  in  der  Mitte  des  Bildes  gleich  1  ge 

setzt,  für  ein  Gilter  von  n  Ringen  folgenden  Ausdruck: 

_  J\z)  +  2J\2z)^ZJ\Z  c)  -h  •  > .  +  nJ'[nz) 

1+2  +  3+.,. .+/; 

derselbe  kann  für  hinlänglich  grosse  Wertlie  von  z  durch  den  folgenden 

genähert  ersetzt  werden: 

'^=  „-(,Tr)/^=  ^""  (.-i.)+»^.con2.-  i») 

+  /3.  rojf  (3  5  —  ^  ?e)  +  ..  .-\-/n,  cu$  {n  t  —  ^  n)] . 
Für  3  Ringe  (/i  =  3)  tinden  sich  die  Werthe  des  ersteren  Aasdrncks  von 
2^0bisr=7,4  in  Tab,  III  berechnet.  Das  mittlere  Lichlscheibchen  von  ge- 
ringem Durchmesser  zeigt  sich  von  abwechselnd  dunkela  und  hellen  Ringen 
umgeben;  die  dunkeln  Ringe  treten  auf  bei  j=  1,09;  2,06;  2,85;  3,93;  4,61 ;  5,93; 
7,33.  Die  von  ihnen  begrenzten  hellen  Hinge  sind  von  sehr  verschiedener 
Breite  und  Lichtstärke,  doch  bilden  die  fünf  ersten  eine  Gruppe  von  norer 
kennbarer  Symmetrie.'  Der  dritte  Ring  (also  der  mittlere  der  Gruppe)  ist 
von  zwei  schmaleren  and  lichtscliwächeren  Ringen  (dem  zweiten  und  vier- 
ten) eingefasst;  der  erste  und  fünfte,  und  zwar  namentlich  der  letztere, 
sind  wieder  breiter  und  lichtstärker.  Die  Intensität  aller  fünf  Ringe  ist 
verhältnissmässig  unbedeutend;  wir  wollen  sie  daher  kleine  Maxiraa 
nennen.  Der  sechste  helle  Ring  dagegen  zeigt  nicht  nur  eine  j^rössere 
Breite,  sondern  auch  eine  weit  beträchtlichere  Lichtstärke  als  seine  Vor- 
gänger; wir  wollen  ihn  als  grosses  Maximum  bezeichnen.  Der  siebente 
dunkle  Ring,  der  ihn  umschliesst,  en!«pricht  einem  Werthe  von  r,  der  den- 
jenigen des  ersten  dunkeln  Ringes  nahezu  um  Sn  übertrifft.  Ein  Blick  auf 
die  zweite  (genäherte)  Formel  lehrt  nun,  dass  von  hier  an  und  zwar  jedes- 
mal, wenn  z  um  2n  gewachsen  ist,  dieselbe  Gruppe  von  fünf  kleinen  und 
einem  darauffolgenden  grossen  Maximum  sich  wiederholen  muss.  Die  spä- 
teren Gruppen  werden  zwar  natürlich  immer  lichtschwächer,  aber  jede  wird 
in  der  Aufeinanderfolge  ihrer  Ringe,  sowohl  was  deren  Breite  als  Intensi- 
tät betrifft,  den  Typus  der  ersten  Gruppe  nachahmen. 
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Werden  dio  Kinge  des  Gitters  zahlreicher,  so  ändert  sich  darum  die  An- 
lahl  der  gfossoti  Maximakeineswegs,*  auch  hehaltcn  sie  ihrcB  gegenseitigen 
bijtaud  (2?i)unverauderl  bei,  iiahtTiu  sich  nber  der  Bildmitte  bis  äu  t>inerge> 
isseu  Grenze,  welche  jedoch  erst  für  ein  Kreisgitter  von  unendlich  vielen 
ngcn  erreicht  wird.  Dio  kleinen  Maxinm  dagegen  werden  immer  zahlreicher, 
lironler,  lichlschwacher,  indem  sich  zwischen  der  Bildmitte  und  dem  ersten 
;rossen  Maximum  oder  überhauptzwisohen  zwei  aufeinanderfolgenden  grossen 
Muximis  immer  mehr  dunkleKInge  einschieben;  bei  einem  Gitter  ans«  Kr^-i- 
«  ergleht  sich  für  jede  Gruppe    die  Anzalil  der  dunkeln  Kinge  gleich  2n 
Ms  mittlere  Lichtscheibchen  und  die  den  grossen  Maximis  entsprechenden 
llen  Hinge  werden  dabei  immer  mehr  eingeengt. 

Bei  einem  Kreisgitter  von  sehr  vielen  Ringen  verschwinden  die  kleinen 

axima  gegenüber  den  grossen  völlig  und  diese  bleiben  allein  noch  beste- 

;  das  Beugungsbild  reducirt  sich  sonach  auf  einen  mittleren  Lichtpunkt, 

Icher  in  gleichen  Abstünden  von  schmalen  hellen  Hingen,  deren  Licht- 

ke  nacb  aussen  hin  immer  inelir  abnimmt,  umgehen  ist. 

Die  Lage  der  Maxima,  der  kleinen  sowohl  wie  der  grossen,  erglebt 

b  ous  der  Gleichung 

J'(r)+2'JH20-h3'JH3-)+...-f-«*^'("2)=-0, 
oder  für  hinlänglich  grosse  t,  weil  für  solche 

./'(2)=^/— *Ä»«{j^in) 

;t  werden  kann,  aus  der  Gleichung: 

söi  {z  -  {n)  +  22  sin  (2:  -  |;t)  +  3*  sin  (3s  -  i«)  +  . .  . 

-|-  «9  —  sin  {nz  —  ^  t»)  =  0 . 
ein  Kreisgitter  aus  sehr  vielen  Uingcn  würde  dio  Auflösung  selbst  dio- 
genÄbcrten  Gleichung,  da  die  Suuituation  der  Sinusieihc  wohl  schwer* 
lieb   gelingen  dürfte,   weitläufig  und  beschwerlich  sein.     Um  aber  dennoch 
je  beiläufige  Lage  der  grossen  Maxima,  die  uns  vorzugsweise  inleresbiren, 
ermitteln,  genügt  folgende  einfache  Betrachtung, 

Wenn  in  dem  genüherten  Ansdruck  für  C,  nämlich  in 

+  f/3  .  cos  (3?  —  i  Jr)  +  .  .  .  4-  /w  .  cos  («  r  —  ^  «)  ] 

Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  theils  positiv,  theÜs  negativ  sind 

lud  »ich  daher  gegenseitig  ganz  oder  theilwejs*^   aufheben ,   so    kann  v\n 

Maximum  nicht  eintreten.      Wir  werden  uns    aber  einem  solchen 

a,  wenn  alle  Glieder  positiv  werden.    Dies  tritt  angeuschcinlich  immer 

I,  wenn  r  =  2»Jn  (unter  m  eine  ganze  Zahl  verstanden)  gesetzt  wird;  als- 

;  i.I  sÄmmtliche  Cosinus  einander  gleich,  nli m  1  ich  =  cos (—^ä)  =  JT  2- 

liU   kommen    wir   dem    gröbsten    Wcrih,  dessen   jene  Cosinusreihe 

Z#aMb<iri  U  M»«h.n»alik  ...  I'hi»ik,   >iV.  3.  Y'^ 


i 


4 


fähig  ist,  noch  näher,  wenn  wir  z  etwas  grosser  als  2m  tc^  etwa  z  =2mn-\-B 
wählen  und  6  so  bestimmen ,  dass  das  Argaroent  des  letzten  mit  dem 
grössten  Factor  {]/ u  )  multiplicirten  Cosinws  einem  geraden  Vielfachen  voa 

a  gleich  wird.    Hiorza  genügt,  «5—  irr,  folglich  z  =  2OTn-|---2a  nehmeii. 

Dieser  Werth  ist  aber  immer  noch  zu  klein ;  in  die  Gleichung 

jtin  {z  —  i7i)-\-  2«  sin  (2  z  —  4- ä)  H-  3^  «•«  (3r  —  J;t)  -H  .  .  . 
s 
4-  n  ^  sin  («  r  —  J  jt)  —  0 

gesetzt,  bewirkt  er  nur,  dass  die  letzten  mit  grossen  Factoren  mnltiplicirtea 

Sinus  sehr  klein  und  der  letzte  sogar  Null  wird;   alle  übrigen  Glieder  und 

daher  auch  der  Werth  der  ganzen  Reibe  sind  negativ.    Setzen  wir  dagegen 

2==2mjB-| ,  so  verschwindet  das  mittlere  Glied  der  Reibe  (wenn,  bei  uu- 

2  n 

geradem  w,  ein  solches  vorhanden  ist),  und  je  zwei  Sinus,  welche  gleichweii| 

von  dem  vorderen  und  hinteren  Ende  der  Reihe  abstehen,  werden  einander 

gleich,  aber  entgegengesetzt,  und  zwar  negativ  in  der  ersten,  positiv  in  de; 

zweiten  Flalftc  der  Reihe.  Der  Werth  derRcilie  muss  daher,  da  in  ihrer  zweiten 

Hälfte  die  Factoren  grösser  sind,  positiv  ausfallen.     Wir  können  demnacl 

behaupten,  dass  die  Wurzelwertbe  der  obigen  Gleichung,  welche  den  grossei 

Maximis  entsprechen,  zwischen  z^2mn-{ und  t  =2mre  -| liegen. 

4n  2n 

Beide  Werthe  nähern  sich  mit  wachsendem  «  der  gemeinschaftlichen  Grenze 


2mff;  daz  = 


2nBsin^  . 


ist,  unter  M  den  Abstand  zweier  aufeinanderfolgen- 


den  Ringe  und  unter  t^  den  Beugungswinkel  verstanden,   so  können  wir 
folgenden  Satz  aussprechen : 

Im  Beugungshilde  eines  Gitlers  aus  sehr  vielen  gleich- 
weit abstehenden  CO  ncen  tri  sehen  Kreisen  treten  helle  Ringe 
auf,  wenn  nahezu 

d.  h.  wenn    der  Gangunterschiod   der   entsprechenden  Strab 
len  zweier  aufeinanderfolgender  Gitterringe  nahezu  (etwa» 
mehr    als)    eine    ganze    Anzahl    von    Wellenlängen    betrügt. 

Aus  dem  genäherten  Ausdruck  für  C  ergiebt  sich  ferner  «och,  dass  die 
Intensitäten  der  hellen  Ringe  sich  umgekehrt  verhalten  wie 
die  zugehörigen  Werthe  von  c,  also  nahezu  umgekehrt  wie 
die  geraden  Zahlen  2,4,6,8  etc. 

Wir  ersehen  daraus,  dass  die  farbigen,  innen  violetten,  aussen  rotben 
Höfe,  welche  ein  weisser  Lichtpunkt  durch  ein  Kreisgilter  betrachtet  zeigt, 
wesentlich  verschieden  sind  von  den  Höfen,  welche  durch  zahlreiche  im 
Gesichtsfeld  unregelmässig  vertheilte  kreisrunde  Körperchen  (Lycopodinm- 
sporen,  Nebelbläschen)  erzeugt  werden.     Diese  letzteren  entsprechen  den 
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hellen  Riog€n»  welche  im  Bejignngsbilde  einer  einzigen  kreisrunden  OeflF- 
nung  erscheinen*  und  sind  daher,  was  ihre  Lage  nnd  Intensität  anlangt, 
den  oben  für  diesen  Fall  entwickelten  Gesetzen  nnterworfen.  Die  Höfe 
des  Kreisgitters  dagegen  sind  sehr  nahe  verwandt  mit  den  durch  Stabgitter 
cneagten  Beagongsspectren. 

I«l  die  Anzahl  der  Gitterringe   eine  beschränkte,  so  lassen  sich  die 
gTOiaeo  Maxima  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  nnd  ohne  grosse  Mühe  ans  der 

obigen  Sinnsgleichnng  finden,  indem  raau  von  r  =  2  m»  +  —  als  einer  ersten 

4M 

AnnJ4herting  aasgeht  und  die  noch  hinzuzufügende  Correctur  t  etwa  durch' 
die  New  ton 'sehe  NSherungsmethode  berechnet.    Danach  wäre 

/iw  (r— I«)  +  2«  J/w  i2z—in)  -f  3^51»  (3 g  — ^>g)  +  . . .  ~H»^.mt  («  ;  — ^t») 

r««(z— Jjt)  4- 2^co*(2j  — ^jf) -f.  3Vwjr(3t— 1«) +. .  .-j-«ic«5(«j— ^w) 
Bei  dem  dreiringigen  Gitter  z.  B.  findet  man  fUr  das  erste  grosse  Maximum  zn- 

ulehst  x  =  2jr-|-  —■  —  6,54:  die  vorstehende  Formel  liefert  alsdann  i  =0,05, 
12  '  ' 

folglich  hat  man  z  =  6,59,  denselben  Werth ,  welchen  man  auch  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung 

!J'(5)-f  2»./'(2t)  +  3'J'{3:)  =  0 
Indet. 
'         Diese  für  ein  Kreisgittcr  mit  Hquidistanten  Ringen  abgeleiteten  Resul- 
tate ergaben  sich  durch  Speciali^iiiuug  de«  allgempineren  Ausdrucks 
I  2«^[ÄJ0(z)  +  Ä'/-(O  +  Ä"-/V-")]. 

velchor  in  jedem  Falle  noch  durch 
F  27tß{ii  +  /i'-\-fr-^.    ) 

tlividirt  werden  mnss.     T)ie5]er  allgemeinere  Ausdruck  gilt  aber  für  jedes 

System  concentrischer,    gleiclil>rejter,    dabei  jedoch  sehr   sclimfller  Kreis- 

ringo,  nach  welchem  Gesetze  dieselben  auch  unter  sich  gruppirt  sein  mögen, 

also  namentlich   auch,   wenn   die  einzelnen  schmalen  Ringe  ohne  dunkle 

twischcnräume  iimijittelbar  an  einander    stossen.      Dies   ist    der  Fall  bei 

iuer  jeden  beliebigen  ringförmigen  Ocffnung,  wenn  wir  uns  dieselbe  durch 

ncentrische  Kreise  in  schmale  Ringe  von  der  Breite  ßs=dlt  zerlegt  den- 

lO.    Wir  können  also  unsere  Formel  AUch  auf  den  schon  behandelten  Fall 

r  ringförmigen  Oeffnung  anwenden,  nnd  erhalten  für  sie,  wenn  sich   auf 

iesera  Wege  das  oben  schon  gefundene  Resultat  crgiebt,  eine  erwünschte 

obe. 

Ist  H  der  innere,  /?,  der  Uus.sere  Rndius   der  ringförmigen  Oeffnung, 
Ko  hat  man  in  obigem  Ausdruck  R^  R,  It  =  R -^  dR,  R"  =  R -\-2d R,  .  .  . 


•  VcrpL    die     Frannh  of  er»  «chcn     Benpiinjrscrsclioinungen    in    elementarer 
«tHhni^  §  24.    Selilrimilch'.t  Zeitschrift  Jahrg.  XIV. 

12* 
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Ä^")  =  Ä-|-ndÄ  =  Ä,,  ferner  z'  =  z  +  d«,  t"  =  2  +  2rft,  . . .  z(")  =  z  +  « 
s=  z,  zQ  setzen.     Derselbe  lautet  alsdann 
27tdR  \_RJ\z)-\-i,n-\-(iR)  y»(z-|-rfr)  +  (R+2rfÄ)  /•(t  +  2dz)  + 
+  (Ä  +  «dÄ)/»(j  +  Mdt)] 
oder,  wenn  man  mitteleit  der  Relation 

2n  R  sin  yb 

2  = T 

B  und  dÄ  durch   z   und  dz   ausdrückt,   d.  h.  Ä  =  .  z  und 

c=   .dz  setzt: 

2  TT  m^ 

^—'[zJ\z)+  {z'{-dz)r(z  +  dz)  -|-.(t-|-2rfz)  y«»(z  +  2dz)  H 

-\-{z+  ndz)  y»  (z  J-  ndz)]  dz  , 
wo  die  eingeklammerte  and  noch  mit  dz  multiplicirte  Summe  nichts  An 
ist,  als  das  bestimmte  Integral 


,  ,    dz 
oder  auch 


JzJ\z).. 


0 
Nun  ist  aber  allgemein* 

z 


CzJ'^{z).dz-rzr{z).di 


0 

demnach  fUr  v  =  1 

z 


Cz''r-\z).dz  =  z^j^{z). 


I  zJ^{z)dz  =  zJ'{z). 


0 
Der  Zähler  des  gesuchten  Ausdrucks  ergieht  sich  also  in  folgender  G 

,     ^'        k  J'  (z,)  -  «/'(Ol . 

der  Nenner  dagegen  heisst 

27r  d/?(ß  +  Ä  +  dÄ H- Ä+ 2(/Ä  +  . .  .  +  Ä+ ndÄ) 


2  7f  iTI/l*  ^ 

-  f .« 

2 


=  - -^ l2(iz= ~  — 

2»  *tw'  1^  t/  2  m  jyiw*  i/; 


•  1.  c.  §  8. 
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^h«ben  deronach  TUr  die  rrngfiirmige  Oeffnung 

dt  uuD.  wie  früher  angenommen  wurde,  Ä  — ^/i,,  so  bat  man  aucli  z  — (>r,^ 
»d  der  voratebende  Ausdruck  wird,  wenn  der  jetzt  überHilssig  gewordene 
idüx  von  :,  wegbleibt: 


g«  nau  80,  wio  oben  direct  gefunJea  wurde.     Es  bedarf  kaum  der  Er- 
lang, dasa  auch  der  specielle  Fall  einer  vollen  KrcisÖffnung  für  ^  =  0 
6rin  enthalten  ist. 

Unter  den  durcl»  krummlinig  begrenzte  Ooflnungen  hervorgebraehten 

»Qgnngserscbeinungen  bieten  die  bisher  behaudollen  Fälle  (Kreis,  Kreis- 

Bg,  Kreis*itter),  weil  sie.  expt^riinentell  loicht  realisirbar  sind,  d«s  hervor- 

geoil^te  Interejiso  dar.      Die  elliptisclie  Oeffnung,   welche  in   experiraen- 

Uinbicht  zanächcst  in  Uetiacbt  kütiie,  lä«ät  «ich  leicht  und  in  bekannter 

ftfi«e  auf  die  Kreihöfliiung  auiückfübreii.     Ausaerdwm  lassen  sich  für  an- 

tire  Begrcuzungücurven   noch  mnnchu  liebiikute  gewinnen,   welchen  aber 

ir  tlicoretisches  Interesse  beigemessen  werden  kann.    Da  es  jedoch  unsere 

(bsiclit  ist,  auf  die  an.'*gedclitite  KoUe  hinzuweisen,  welche  den  Bessel'- 

b^D  Fnnctionen  in  der  Theutie  der  Beugung  zukommt,    sei  es  gestattet, 

cb   eine  Gruppe  von  Fällen  kurz  zu  berühren,  welche  durch  Besael'- 

Functionen  wenigstens  eine  theilweise  Lösung  finden. 

Kehtoen  wir  au,  die  beugetido  Oeflnung  werde  sowohl  duirch  die  Ab- 

•  n*  als  Oidinatenaxe  syininptii.tch  halhirt,  so  verschwindet  dHS  Doppel- 

ral    5;    beschränken    wir    ferner     unsere     IJetr«chtung    auf   die    Ab- 

eUsenaxe  des  Bengungbildes,  d,  h.  setzen  wir  r  =  0,  6o  wird  dns  Doppel- 

Btegral  C 

•ha    +1/  +rt 

C'=  /       I cos  qx  ,  dy  dx  =2  j  cogqx  .  ydx, 
—  a    ^  y  —  a 

•t  oan  y=  (a*  —  xO*"  ,  wo  v  reell  und  ]>>  —  \  gedacht  wird,  so  hat  man 

+  rt 

C—'i    f  cos  qX  .  («'  —  X»)*  ~      .  (IX 
—  a 
DD  4E  =  au  gubfitituirt  und  aq  =sz  gesetzt  wird 
+  t 
C='in       j  rtta  : »/  ,  (I  -  m')  .  du  . 

V  J 


eusvi 
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Tab.I.     C  =  -./*(z). 


z 

C 

C« 

t 

C 

C* 

0,0 

+  1.000000 

1.000000 

3.0 

+  0.226039 

0,051093 

0,1 

0.998750 

0.997501 

3.1 

0,194143 

0,037091 

0,2 

0.905008 

0.990041 

3.2 

0,163330 

0.026679 

0,3 

0,988792 

0.977709 

3.3 

0,133735 

0,017885 

0.4 

0.980133 

0.960660 

3.4 

0,105427 

0,011114 

0,5 

0,969074 

0.939104 

3.5 

0,078502 

0,000162 

0.6 

0,955670 

0.913305 

3,6 

0,053037 

0,002812 

0.7 

0.939968 

0.883577 

3,7 

0,029099 

0.000846 

0,8 

0.922105 

0.850277 

3.8 

+  0,006748 

0.000045 

0,9 

0.902109 

0,813800 

3.9 

—  0,013971 

0,0ü0195 

1.0 

0,880101 

0.774577 

4,0 

0,033022 

0.001090 

l.l 

0.856186 

0.733054 

4,1 

0,050377  , 

0.002537 

1,2 

0.830482 

0.689700 

4,2 

0,066022 

0.004358 

1.3 

0.803U3 

0.644990 

4,3 

0^70952 

0,006392 

1.4 

0.774211 

0,599402 

4,4 

0,092171 

0,Oo8495 

i.5 

0.743916 

0.553411 

4.5 

0,102694 

0.010549 

1,0 

0,712370 

0.507471 

4.6 

0,111545 

0,012442 

1.7 

0,679723 

0.462023 

4.7 

0.118759 

0.014103 

1,8 

0.646130 

0.417484 

4.8 

0.124375 

0.015460 

l.ft 

0.611743 

0.374229 

4.9 

0,128447 

0.016498 

2,0 

0,576725 

0.332611 

5.0 

0.131032 

0,017100 

2.1 

Q.541231 

0,292931 

5.1 

0.132195 

0.017475 

2.2 

0.505421 

0,255450 

5,2 

0.132009 

0.017426 

2.3 

0.469455 

0,220388 

5,3 

0.180551 

0,017043 

2.4 

0.433488 

0,187911 

5.4 

0.127906 

0.016350 

2h^ 

0.397675 

0,158141 

5.5 

0,124159 

0.015415 

2.(5 

0.362169 

0,131166 

5.6 

0.119405 

0.015257 

2.7 

0.327112 

0.107002 

5.7 

0.113736 

0.012036 

2,8 

0.292649 

0.085643 

5.8 

0,107251 

0.011502 

2.9 

0.258915 

0,067037 

5,9 

0.100048 

O/)100O0 
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^■Beogcngäbildes  einer  recbtcckigen  OefFuung   von  der  Breite  2a;  wir  er- 
H  kfDaen  also,  dass  jene  parabolbch  begrenzte  Oeffnung  gerade  an  jenen 
Stellen  Dunkelheit  hervorbringt,  an  welchen  he»  einer  gfpichbreiten  recht- 
eckigen OefiTunng  die  Inteusitatsmaxima  erscheinen. 
^m      Der  Fall  des  Kechtecks  ist  übrigens  auch  in  unserer  allgemeinen  For- 
^Biel  für  C'  enthalten.    Setzen  wir  ultnilicb  v  =  ^,  80  ist  j/^  :=  1  und  wir  haben 
Vita  mit  einer  rechteckigen  Oeffuuug  von  der  Höbe  2  und  der  Breite  2a  zu 
thna.     Dann  bat  man 


Kd' 

I 


Sin  z 


C'='-^-^ 


J     kz) 


Bedenken  wir  endlich»  dass  sämmtliche  Tntensitätsausdrücke  für  gerad- 
linig begrenxte  Beugungsöffnungen  aus  shius  und  cosinus  zusammengesetzt 
liuil,  and  dass 

^m  *iw  j  =  l/  ^  .  7  '  (z)     und     cos  z=  T/^  , 

^Vw,  V6  erkennen    wir,    dass   auch   allo   Aufgaben   über  die    Beu- 
V  gUDgserschtinungen      geradlinig-      begrenzter      Oeffniingen 

4Drch    BesseFscbe    f^unctiouen     aufgelöst     werden    können. 

Füreine  dreieckige  Oeffnungz.  B.  findet  mau  folgenden  Intensitätsausdrack  : 

U«rin  ist,  wenn  mit  /,  m,  n  die  Cosinus  der  Winkel  bezeichnet  werden, 
welche  der  gebeugte  Strahl  resp.  mit  den  drei  Seiten  m,  f,  rv  der  dreieckigen 
Oeffmmg  bildet, 


W 


«=--«/, 


ib.  die  Argumente  a,  ß^  y  sind  die  mit  —  multiplicirten  Projectionen  der 

reiecksseiten  auf  die  Richtung  der  gebeugten  Strablen.  In  Besserscbe 
Functionen  umgeschrieben ,  lautet  nun  der  obige  Ausdruck  nicbt  minder 
lymmetriseh  wie  folgt: 

Att»  der  gegenwärtigen  Untersuchung  ergiebt  sich  also,  dass  die  Bos- 
«el'«chen  Functionen  in  der  Theorie  der  Fraunhofer'scben  Beugungser- 
»clieioaugen  eine  überaus  umfangreiche  Rolle  spielen,  dass  sie  so  zusagen 
«1er  natorgemässe  analytisch©  Ausdruck  für  diese  Art  mathematisch-pbysi- 
kalischer  Probleme  sind. 
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Tab.l.     C  =  -./'(z). 


z 

C 

C« 

z 

C 

C» 

0,0 

+  1.000000 

1. 000000 

3.0 

+  0.226039 

0.051093. 

O.l 

0,903750 

0.097501 

3.1 

0.194143 

0.03769L 

0,2 

0.905008 

0.990041 

3.2 

0.163339 

0.02667» 

0,3 

0,988792 

0.977709 

3,3 

0.133735 

0.01788» 

0.4 

0.980133 

0.960660 

3.4 

0,105427 

0,01111« 

!       0.5 

0,969074 

0.939104 

3.5 

0,078502 

0.000162 

'       0.6 

0,955670 

0.913305 

3.6 

0,053037 

0.002812 

0,7 

0,939988 

0.883577 

3.7 

0,029099 

0,00084» 

0,8 

0.922105 

0.850277 

3.8 

+  0,006748 

0.00004» 

0,9 

0.902109 

0.813800 

3.9 

—  0.013971 

0,0i)019& 

1.0 

0.880101 

0.774577 

4.0 

0,033022 

0,001090 

l.l 

0.856186 

0,733054 

'4.1 

0,050377  . 

0.00253T 

1,2 

0.830482 

0.689700 

4.2 

0,066022 

0,004359 

1.3 

0.803113 

0.644990 

4.3 

0/)79952 

0,000309 

1.4 

0.774211 

0,599402 

4,4 

0,092171 

O.Oo849S> 

1.5 

0.743916 

0,553411 

4,5 

0,102694 

0,010549 

I.G 

0,712370 

0,507471 

4,6 

0,111545 

0,012449 

1.7 

0,679723 

0.462023 

4.7 

0,118759 

0.014103' 

1.8 

0.646130 

0.417484 

4,8 

0.124375 

0,015109 

1.0 

0.611743 

0.374229 

4.9 

0,128447 

0.01049^ 

2.0 

0,570725 

0,332611 

5.0 

0,131032 

0,01710^ 

2.1 

Q,54123l 

0.292931 

5,1 

0,132195 

0.01747^' 

2.2 

0,505421 

0,255450 

5,2 

0,182009 

0,01742^ 

2.3 

0,469455 

0,220388 

5,3 

0,180551 

0.01704^ 

2.4 

0,433488 

0,187911 

5.4 

0,127906 

0,01035^ 

2,5 

0,397675 

0,158141 

5.5 

0,124150 

0.01&41^ 

2,(5 

0.362169 

0,131166 

5.6 

0,119405 

0,01525^ 

2,7 

0.327112 

0.107002 

5.7 

0.113736 

0,01203ff^ 

2.8 

0.292649 

0,085643 

5.8 

0,107251 

0.01150^ 

2,9 

0.258915 

0,067037 

5.9 

0400048 

ofiiwat^ 

H 

^^H 

I^H 

^1 

!■■ 

> .     ^^^^^^C 

K 

r"" 

T 
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r 

ab.  I.     C=-,J'{z), 

z 

" 

i 

I 

c 

€*■ 

« 

c 

et 

r 

0.0 

—  0.092228 

0.(X)850(i 

«J.O 

+  0.054514 

0,002071 

«.! 

0,083800 

0.011:037 

IM 

0,r>5l084 

0,002000 

«.2 

0.075135 

0.(J0:>I!-15 

0.2 

0.017203 

0,002233      ; 

M 

0.00005« 

O.0O43n3 

0.3 

0.OI3HM) 

0,tMn857      j 

».« 

O.05tt7fi2 

0.003221 

0.4 

0,038045 

0,001403 

l   ''' 

0.047335 

0,(102240 

0.5 

0,033050 

0.00  ü  52 

j    «.« 

(»,ü37H7:j 

n,ooli:i4 

0.»i 

(t,02WfiK 

O.fi008l4 

[       Ö.7 

0.ü284(M) 

O.OOOHIO 

0.7 

0,024010 

0.000578 

L    Mi 

0.1)1«.»  182 

0.U003ÖH 

1».8 

0,018047 

0,000359 

1  '^'^ 

0.0i0U7 

0,000102 

O.U 

0,013812 

O.LHMHOO 

I7.Ü 

—  0.001338 

0,000001 

lO.O 

(►,008005 

0,000075 

I  *'^ 

-f  0,007085 

0,000050 

10,1 

+  0,OO3«13 

0,000013 

I  ^'^ 

0,0150VK) 

0,000227 

10,2 

—  0,001297 

0,000001 

f 

W  7.9 

0.022622 

0,000511 

10,3 

0.006081 

0,000037 

L'* 

0.Ö20Ö28 

0,0<K1877 

10.4 

0,010008 

0»OO0Ü3 

Ht^ 

0.036066 

0.iM)i;iOO 

10.5 

0,015010 

0,(j00225 

■  7.A 

0.041808 

0.001755 

10.6 

0.0 10 100 

0.000304 

■  7.7 

0.047001 

0.LM.J22I7 

10,7 

0.022878 

0.000523 

F  7^ 

0.051030 

0.<JO2005 

10,8 

0,020327 

0,OOOÜ03 

f     7.9 

0,055488 

0,003078 

lO.O 

0.020422 

0,00<J865 

8.0 

0.058659 

0.003440 

u.o 

0.032143 

0.001033 

8.1 

O.OCl  138 

0,003737 

ll.l 

0.034474 

0.001188 

ii,2 

0.0(V2920 

0,003U5l> 

11.2 

0.030402 

0.00 1325 

8.3 

0.064033 

0,004  tOO 

11.3 

0,037021 

0.00J438 

H.4 

0.064473 

0.004  iri6 

U.4 

O.030O2Ö 

0,001523 

8,5 

0.0e42l>i 

0.004120 

11,5 

0.030718 

0.001577 

8.0 

0.063431 

0.00-1023 

ILO 

0.040000 

0,001600 

Ö.7 

0.062004 

0.003814 

U.7 

0.039880 

0.001590 

8.8 

0.0(50017 

0.Ü03Ü02 

11.8 

0.030370 

0,001549 

8.0 

1 

0.057500 

0,003300 

11.9 

0.038485 

0.0014*^1 

^        \ 

,.^ 

• 

A 
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Tab.l.    C=-.7i(z), 


z 

C 

C« 

s 

C 

M 

12,0  . 

—  0,037241 

0.001386 

15.0 

+  0.027347 

0,00074T 

12.L 

0.035661 

0.001271 

15.1 

0.026664 

0,000710 

12,2 

0,033768 

0.001140 

15.i 

0.025730 

0.000662 

12.3 

0.031587 

0.000997 

16.3 

0.024559 

0,000003 

12,4 

0.029147 

0.000849 

15.4 

0.023109 

0.000630 

12.5 

0,020477 

0.000701 

15.5 

0,021576 

0,00040& 

12,Ö 

0.023010 

0.000557 

15,6 

0.019600 

0.000399 

12,7 

0.020577 

0.000423 

15,7 

0.017862 

0.000319 

12,8 

0,017411 

0.000303 

15,8 

0.015784 

0.000149 

12,9 

0.014147 

0.000200 

15.9 

0.013588 

0.000184 

13,0 

0.010818 

0.000117 

16.0 

0.011300 

0,000127 

13,1 

0.007458 

0.000055 

16,1 

0.008941 

0.000079 

13.2 

0.004101 

0.000016 

16.2 

0.006539 

0.000041 

13.3 

—  0.000778 

0.000001 

16.3 

0.004il5 

O.OOOOIO 

13,4 

H-  0.002477 

0.000006 

16,4 

+  0.001095 

0.000102 

13,5 

0.005637 

0.000031 

16,5 

—  0,000609 

0.000000 

13,6 

0.008671 

0.000Q75 

16.6 

0,003043 

0.000000 

13.7 

0.011554 

0.000133 

16,7 

'   0.005313 

0.00002» 

13.8 

0.014260 

0.000203 

16.8 

0.007491 

0.00005^ 

13.9 

0,016766 

0.000281 

16,9 

0.009550 

0.00009  J- 

14,0 

0.019054 

0.000363 

17,0 

0.011400 

0.00018^ 

14.1 

0.021104 

0.000445 

17.1 

0.013277 

0.00017^ 

14,2 

0.022903 

0.000523 

17,2 

0.014001 

0,00022^ 

14,8 

0,024438 

0.000597 

17.3 

0.016349 

0.00026^ 

14.4 

0.025699 

0.000660 

17,4 

0,017611 

o.ooo3ic:^ 

14,5 

0.026680 

0,000711 

17.5 

0.018677 

O.OOOM^^ 

14.6 

0.027377 

0.000749 

17.6 

0.019539 

0.00038^* 

14,7 

0.027789 

0.000772 

17,7 

0.020193 

o.ooa4cr:^ 

14.8 

0.027918 

0.000779 

17.8 

0.020636 

O.lKXHI^^ 

14,9 

0.027769 

0.000771 

17.9 

0.020868 

0,00043^^ 

Von  Dr.  E*  Loäiajbl. 


Tab.I.    C^~,J'iz). 


C 

C« 

z 

C 

C« 

1H.0 

—  0.020888 

0,000436 

10,0 

—  0,011127 

0.000123 

18,1 

0,020702 

0,000428 

19.1 

0.0O942Ö 

0.000088 

IM 

0.020313 

0.000412 

lfl.2 

O.0C7659 

0.OOO058' 

18.3 

0,0H)721> 

0.000389 

19.3 

0.005844 

0.0OO034 

IM 

0»0180ÖO 

0,000359 

19.4 

0.003998 

O.0OO015 

18.5 

0,018014 

0,000324 

10,5 

0.002141 

0,000004 

I8,e 

0.01090Ö 

0,000285 

19.6 

—  0,000292 

0.000000 

18.7 

0.015048 

0.000244 

19.7 

+  0.001533 

0.000002 

18^ 

0.014254 

0;ÜO(>203 

19.8 

o.t^mi5 

0.000010 

18^ 

0.012742 

O.O0O162 

19,9 

0,005037 

0,000025 

20,0 

0.006Ö83 

0.000044 

Tab.  la.     Nullwerthe. 


Vielfache  voa 

; 

3,831706 

1,219670 

7,015587 

2.233130 

10,173467 

3,238315 

13.323Ö90 

4.241062 

16.470631 

5,242765 

19,615861 

6.243923 

Tab.  Ib.     Maxima. 


- 

C 

C* 

Vielfache  von 

0.000000 

+  1,000000 

l,O0O0<X> 

0 

5.135630 

—  0.132279 

0.017498^^ 

1.634722 

■   8.417236 

+  0,064482 

0.<X)4158=^, 

2.679300 

11.619857 

—  0.040008 

0.001601  =  ^^ 

3.698715 

14.795938 

+  0,027019 

O.OO0779  =  yJ^ 

4,709093 

17,900820 

—  0,020905 

0.000437  =  -;-^ 

5,716788 
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Tab.  II.     C-^i('JliÖ-}-.l^ijl) 
3  \      z  4  4^     / 


z 

C 

z 

C 

z 

C' 

s 

C 

0,0 

+  1,000000 

5.0 

—  0,307268 

10.0 

+  0,055271 

15.0 

+  0.024441 

0,2 

0.093748 

5,2 

0.296735 

10.2 

.  0.042330 

15,2 

0.020341 

Ol 

0,975175 

5,4 

0.279577 

10,4 

0,029779 

15.4 

0,015195 

O.tt 

0.944629 

5.6 

0.256756 

10,6 

0.018051 

15.6 

0.009194 

0.8 

0,902763 

5.8 

0.229307 

10.8 

+  0,007532 

15.8 

+  0.002549 

1.0 

0.850444 

6,0 

0.105651 

li.O 

—  0,001471 

16.0 

—  0.004487 

1.2 

0,788753 

6,2 

0,164895 

11.2 

0,008735 

16.2 

0,011660 

1.4 

0,718959 

6.4 

0.130129 

11.4 

0.014123 

16.4 

0.018715 

1.6 

0.642455 

6.6 

0.095076 

11.6 

0.017583 

16.6 

0.025400 

1.8 

0,560804 

«.8 

0,060719 

11,8 

0,019144 

16.8 

0.031479 

2,0 

0.475000 

7.0 

—  0,027951 

12.0 

0,018912 

17.0 

0.036741 

2.2 

0.388500 

7.2 

+  0.002441 

12,2 

0,017061 

17,2 

0.041012 

2.4 

0,301 157 

7.4 

0.029804 

12.4 

0,013817 

17,4 

0.044149 

2,0 

0,215188 

7.6 

0,053615 

12.0 

0,009460 

17.6 

0.046057 

2.8 

0.132128 

7,8 

0.073497 

12.8 

—  0,004295 

17.8 

0,046683 

3.0 

+  0.053413 

8.0 

0.080219 

13.0 

+  0,001355 

18,0 

0.046021 

3.2 

—  0,019671 

8.2 

0,100003 

13.2 

0,007156 

18,2 

0.044112 

3.4 

0,086005 

8.4 

0.107971 

13.4 

0,012789 

18.4 

0.041035 

3.6 

0.144660 

8.6 

0.111225 

13.6 

0.017955 

18.6 

0,036908 

3.8 

0,194917 

8.8 

0,110747 

13.8 

0.022385 

18,8 

0,031887 

4.0 

0.236271 

9,0 

0.106917 

14.0 

0.025851 

19,0 

0.026152 

4.2 

0,268440 

9.2 

0.100190 

14,2 

0.028176 

19.2 

0,010901 

4.4 

0.201368 

9.4 

0.091112 

14.4 

0.029236 

19.4 

0.013347 

4,6 

0.305212 

9.6 

0.080216 

14.6 

0.028963 

19.6 

0.006705 

4.8 

0.310329 

9.8 

0,068079 

14.8 

0.027348 

19.8 
20.0 

—  0.000184 
+  0.006012 
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Tab.  ni.     C=-  [J'^(2)  +  2./<'(2:.)4-3y"(3r)] 


z 

C 

r 

C                1 

0.0 

4-  »,000000 

4.0 

+  0.014870 

0»2 

0.941139 

4.2 

0,041507 

0.4 

0.777728 

4.4 

0.047126 

o.e 

0.545706 

4.Ü 

+  0,002220 

0.8 

0.204102 

4,8 

*-  0,O5O4aS 

1.0 

+  '».072137 

5.0 

0.118690 

t.2 

—  0,083193        j 

2.2 

0.162160 

1.4 

0,155481 

5.4 

0,169240 

Ifi 

0.151041 

5,0 

0.132822 

1.8 

0.01M530 

5.8 

+  0,050006 

2.0 

—  0.019749 

ß,0 

+  0.031320 

2.2 

-1-  n.04l320 

0.2 

0.123407 

2.4 

0,067812 

6,4 

0.185756 

2,0 

(1.054800 

ß.O 

0.206417 

2.8 

-j- 0,012730 

6.8 

0,180«.>42 

3.0 

—  0.0382»! 

7.0 

*  0.124822 

3.2 

0.076750 

7.2 

+  0,051851 

3.4 

0.08782Ö 

7,4 

—  0.027370 

3.6 

0.008539 

Gras 

868  Maximum 

3.8 

—  0.0282U 

6.59 

+  0,206468 

VI. 

Die  Theorie  der  causÜBchen  Linien  und  Flächen  in 
ihrer  geschichtlichen  Entwickelung. 

Von 

Dr.  Ferdinand  Bössee, 

Lehrer  der  Mathenialik  und  Phjstk  am  Gjmuaainm  zu  Eaiio. 
(Hierzu  Taf.  lll,  Fig.  1-^13.) 
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Die  cattetisclien  Linien  und  Fläcben  bieten  ein  interessantes  Beii  ^ 
für  die  ausserordentlich  langsame  Auebildung  einer  wissenschaftlichen 
Theorie.  Durch  die  Arbeiten  vonGergonne,  Malus,  Qnetelotu.  A*fl 
hat  die  Lehre  von  jenen  Linien  and  Flächen  eine  solche  Allgemeinheit  und 
Klarheit  gewonnen,  dass  in  dieser  Hinsicht  nichts  mehr  au  wünschen  übrig 
bleibt.  Die  Endresultate  sind  aber  so  äusserst  einfach,  dass  sich  ihre  Ent- 
decker selbst  darüber  wunderten,  dass  dieselben  so  lange  verborgen  geblie- 
ben waren»  Dass  die  Ursache  dieser  langsamen  Entwickelung  nicht  in 
einem  Mangel  au  Interesse  für  den  Gegenstand  za  suchen  ist,  dafür  sengen 
die  zahlreichen,  zum  Tiieil  überaus  mühsamen  Arbeiten  der  verschiedensten 
Mathematiker  von  Cartcsius  an  bis  auf  die  neuere  Zeit.  Der  Grand 
könnte  vielleicht  eher  darin  gesucht  werden,  dass  man  die  einfache  physi- 
kalische Ursache  jener  Gebilde  zu  sehr  aus  den  Augen  verlor  und  diese 
einer  Betrachtnngsweiäe  unterwarf,  welche  so  zu  sagen  zu  abstract  mathe- 
matisch war.  Es  wird  sich  im  Folgenden  steigen,  dass  die  allgemeinen  fl 
Sätze,  welche  so  spUt  und  zum  Theil  durch  selir  schwierige  analytische 
Untersuchungen  gefunden  wurden,  sich  ganz  einfach  aus  den  Principien  der 
Undttlationstheorie  ableiten  lassen. 

Die  Haaptaufgabe,  die  wir  uns  liier  gestellt  haben,  ist  jedoch  nicht 
die  Zurückfiihrung  jener  Sätze  auf  ihre  physikalische  Grundlage,  sondern 
es  soll  hier  der  Weg  nachgewiesen  werden,  den  die  fragliche  Lehre  wirk- 
lich genommen  hat,  um  zn  jenen  Endresultaten  zu  gelangen.  Dass  dieser 
Weg  durch  grössere  Beriicksiclitigang  der  physikalischen  Verhältnisse  hatte 
abgekürzt  werden  künncn,  mag  dann  nur  anhangsweise  dargetban  werden. 
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Die  Entwickelung  der  canstiscben  Theorie  bietet  zwei  von  einander 

[lebarf  abgegrenzte  Perioden  dar:  in  der  ersten  derselben  waren  die  Unter- 

«chungen    fast    ausschliefislich    anf  die    Beschaflfenheit    der    einzelnen 

Brennlinien  gerichtet,   während  die  Bemühungen  der  zweiten  vorwiegend 

die  Aosbil dang  der  allgemeinen  Theorie  jener  Linien  bezweckten. 

Stiebt  man  die  ersten  Anfänge  der  Theorie  auf,  so  dürften  zmnfichst 
rrci  Mathematiker  zn  nennen  sein,  die  zwar  jene  Lehre  noch  nicht  selbst 
behandelt,  aber  doch  Principien  aufgestellt  haben,  welche  sich  für  die  Be- 
baedlong  derselben  als  äusserst  fruchtbar  erweisen:  wir  meinen  Hujghens 
und  Cartosins. 

Das  von  Unyghena   herrührende  Princip  ist   eine  einfache  Conse- 
aenz  *ieiner  Undulationstheorie:    Nach  diesnr  wird  bekanntlich  jedes  durch 
Lichtwclle  getroffene  und  in  Bewegung  gesetzte  Aetherlheilchcn  der 
jttelponkt  neuer,  kugelförmiger  Wellen.    Es  möge  nun  (Fig.  1)  A  einen 
blenden  Punkt  bedeuten;  dann  wird  —  wenn  wir  hier  der  Einfachheit 
diM  Ausdrucks  wegen  nur  die  Ebene  berücksichtigen  —  ein  jeder  um  A  ge- 
sogener Kreis  die  Form  der   von  diesem  Punkte  ausgehenden  Lichtwellen 
•o  lange  vorstellen  können,    als  das  Licht  nach  allen  Seiten  mit  gleicher 
Oeachwindigkeit  fortschreiten  kann.  Bedeutet  dagegen  eine  beliebige  Curve 
MN  die  Grenze  des  Mittels,  in  welchem  sich  A  befindet,  gegen  ein  zweites 
von  verschiedener,  z.  B.  geringerer  BrcchungNkraft,   dann  wird  die  Form 
jener  Lichtwelle  sich  ändern.    Zieht  man  nämlich  nun  einen  Kreis  nm  A, 
der  jene  Curve  M N  in  zwei  Punkten  /*und  S  schneidet,  dann  kann  dieser 
die  Welle  vorstellen,  welche  m  einer  gewissen  Zeit  um  A  entstanden  sein 
wtrde.    wenn  jene  Verschiedenheit  der   beiden   Medien   nicht  vorhanden 
«Ire.    Oboe  dieselbe  würde  also  das  Licht,   während  es  sich  von  A  bis  P 
oder  S  fortpflanzt,  auch  z.  B.  in  der  Richtung  AO'J  ebenso  weit  fortschrei- 
ttn.    Um  den  Punkt  0,  in  welchem  diese  Richtung  die  Treunungscurve  MN 
trilTI,  eatateht  jedoch   eine  neue  Welle,   deren  Ra*lius  OR  zu  00  in  dem 
Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  ersten  und  in  dem 
«weiten  Medium  steht,  so  dass  der  Strahl  AO  nur  bis  zur  Peripherie  dieser 
te— 1  Welle  fortschreitet,  während  ein  anderer  von  A  bis  P  oder  S  gelangt. 
D«    nun  ein  jeder  Punkt   der  Curve  M N  zwischen  P  und  S  in  ähnlicher 
Weis«  «am  Mittelpunkte  einer  neuen  kreisbogenförmigen   Klemenlarwelle 
wird,   so  kann  die  durch  Interferenz  dieser  Elementarwellen  entstehende, 
xwiscben  P  und  Q  liegende  gebrochen^  Wclln  offenbar  nls  die  einhüllende 
Ca» VI»  aJI*»r  Kreise  definirt  werden,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Treuuungs- 
cerre  M N  liegen  und  deren  R«dien  zu  dem  Abstände  der  Mittelpunkte  von 
d«»r  KreiKporipherie  PQS  in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen,  welches 
die  Genchwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  zweiten  und  in  dem  ersten  Me- 
dium «u  einander  bilden. 

Die  Form  der  gebrochenen  Welle  bleibt  nun  diofselbe,  wenn  diese  wei- 
ter fortuchreitot,  da  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  in  dnm  neuen  Medium 


aeone 


le 

i 


untersucht  zunfichst  die  Catacanstik   des  Kreiees  fÖr  parallol   auffallende 
Strablen. 

Im  Jahre  1682  liess  er  seine   erste  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  ii 
den  Leipziger  ,,Jcta  cruditorum*^  erscheinen  und  sandte  sie  gleichzeitig  der 
Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  zu.     Die  letztere  übergab  sie  einer 
aus  Lahiro,  Cassini  und  Mariotte  bestehenden  Commission  zur  Pro- J 
fang  und  diese  erkannte    Tschirn  haus'   Lösung,    die    er   ohne   Beveig  I 
gegeben  hatte,  leider  als  falsch.    Er  hatte  sich  dabei  offenbar  durch  gewisse 
Aehnlichkoiten,  welche  zwischen  der  Catncaustik  des  Kreises  für  parallele 
Strahlen  und  der  von  ilim  angegebenen  Curve  hinsichtlich  der  Form  und 
der  Quadratur  besteben ,  zu  seinem  Irrthume  verleiten  lassen »  auf  den  wir 
bei  der  Besprechung  jener  Catacanstik  zurückkomoien  werden. 

Nach  acht  Jahren,  im  Februar  1690,  gab  er  eine  berichtigte,  allgemeine 
Methode  zur  Untersuchung  derCatakaustikcn,  nebst  Anwendungen  auf  ver- 
schiedene Beispiele^  und  veröflcutliehte  diese  Arbeit  ebenfalls  in  den  „Jcto 
erudilornm*^.  Diese  neue  Methode  beruht  auf  der  Bestimmung  der  Lunge  des 
reflectirten  Strahles,  wenn  diese  von  dem  Einfallspunkte  bis  zu  dem  Durelt* 
schnitte  mit  einem  unendlich  nahen  Strahle  gerechnet  wird.  Der  Ausdruck, 
den  TschirnhauB  für  diese  Länge  giebt,  ist  jedoch  ziemlich  complicirt, 
da  zu  dessen  Ableitung  die  damals  eben  erst  erfundene  Differentialrechnnng 
noch  nicht  benutzt  wird  und  darin  ausser  den  Ordinatcn  —  die  parallel  aur 
KichtUDg  der  einfallenden  Strahlen  gewühlt  werden  —  und  deren  Zuwachs, 
sowie  dem  Zuwachs  der  Abscissen  fUr  einen  unendlich  nahe  auffallenden 
zweiten  Strahl  auch  die  Suhnorraalen  sowohl  des  ersten,  als  des  zweiten  re- 
flectirten Strahles  vorkommen.  Nennt  man  nämlich  die  Ordinate  der  re- 
flectirenden  Curve  y,  deren  Zuwachs  e,  den  Zuwachs  der  Abscisse  o,  die 
Snbnormale  für  den  ersten  Strahl  s  und  die  für  den  folgenden  s, ,  so  heisst 
nach  Tschirnhaus  der  Ausdruck  für  die  Lhnge  des  reflectirten  Strahles, 
diese  vom  Einfallspunkt  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  nächsten  Strahl« 
gerechnet: 

j^       (oy'-f  25,  gj/-^VQ)(y'H-^') 

{Siy  —  sy  --se)  (—  2y»  —  2ey  —  2  «s,)' 
Die  Ableitung  dieses  Ausdrucks  hier  anzugeben,  würde  zu  weit  führon. 
Es  sei  nur  bemerkt,  dass  sich  derselbe  wesentlich  vereinfachen  lässt,  w>o 
folgt:  BerücksichtigtmandenZasammenhang,  der  zwischen  der  Subnorraal* 
8  und  der  Ordinate  y  auf  der  einen  und  den  Zunahmen  e  der  Ordinate  und  * 
derAbscisseaufdcr  andern  Seite  stattfindet,  und  der  sich  durch  die  Proportiot^ 

ausdrücken  lässt,  so  kann  man  den  obigen  Ausdruck  schreiben,  wie  folgt: 

(»•  +  2S,,-,,')  (1+^)0 
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MadieD  in  deren  einem  Brennpunkte  vereinigt  werden ,  wenn  das 

bäitniss    der  Excentricitat  derselben    zu  ibror  grossen  Hulbaxe  gleich 

coDstanteD   Brecbungaverbaltnisse   ist.     (Dioptriqne  S.  Ö2  flgg.)     Er 

hte  nnn  ancb  Curven,  welche  dnrcb  Brechung  die  von  einem  in  endlicher 

Entfemong  liegenden  Punkte  nwsgebenden  Strablen  in  einem  zweiten  ge- 

Jibenen  Punkte  vereinigen  und  fand  dieselben  jn  den  sogenannten  Ovalen, 

^br  wie  sie  seit  Herschel  genannt  werden,  den  aplanetischen  Linien. 

Wir  wollen  die   Identität  dieser  Curven  mit  den  obigen  Enveloppen, 

lim  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  nur  für  den  Fall  der  ersten  von  den  vier 

Descartes' sehen   Ovnlen   nachweisen.      Die   Constrnction   derselben   ist 

(web  Geometrie  S.  352)  folgende: 

In  einer  Geraden  (Fig.  2)  sind  drei  Punkte  F,  A  und  G  gegeben. 
Durch  y<  geht  unter  beliebigem  Winkel  eine  zweite  Linie  All=  ÄG.  Be- 
tebtibt  man  nun  um  Fals  Mittel|>nakt  mit  beliebigem  Halbmesser  FS'P'FA 
eben  Kreis  und  zieht  eine  Gerade  iS  7,  so  dass  AT  zn  AS  m  einem  constan» 
t»a  VerüJiltaisse  stebt;  ziebt  man  endlich  um  G  einen  Kreis  mit  demliadius 
BT,  »o  sind  die  Dnrchscbnittspunkte  A/,  M'  der  Kreise  um  F  und  am  G 
Punkte  der  ersten  Ovalen.  Zieht  man  nun  um  F  einen  Kreis  mit  dem  Ra- 
iliiifc /W  und  um  G  einen  zweiten  mit  dem  Hadius  G  A^  dann  ist  der  Abstand 
de«  Punktes  M  von  dem  um  G  beschriebenen  Kreise  gleich  AT  (weil  GM 
=Är)  nn<i  sein  Abstand  von  dem  um  F  bescbriebenen  Kreise  gleich  AS, 
Allgemein  stehen  also  die  Abstjiudo,  der  Punkte  M  von  den  beiden  Kreis- 
|K!ri{)herien  in  dem  constanteu  Verhältnisse  AS:  AT.  Betrachtet  man  z.  B, 
''»l«  den  lenchtenHen  Punkt,  den  um  G  mit  dem  Halbmesser  G  A  beacbrie- 
WD  Kreis  als  die  brecbende  Curve ,  dann  giebt  nach  dem  Obigen  der  Ort 
Aei  Punktes  M  die  Form  der  durch  den  Kreis  gebrochenen  Welle  an. 

In  ahnlicber  Weise  lassen  sich  auch  die  anderen  Formen  der  Des - 
t*rtes'schcn  Ovalen  leicht  als  sokbe  Envcloppen,  oder  was  dasselbe  ist, 
(U  Evolventen  von  Brennlinien  auffassen.  Da  jedoch  diese  Identität  erst 
.it  —  durch  die  UnterBuchungen  von  Sturm  und  von  Quetelet  — 
Kf  wurde,  so  mag  das  Vorangehende  genügen,  um  auf  das  Verdienst 
«^MCartesias  aufmerksam  zu  machen,  das  demselben  für  die  Untersuch- 
•ög  der  in  der  Theorie  der  Brennlinlen  spater  so  wichtig  gewordenen  Car- 
fiB  g«bUbrt. 

Nor  eine  Bpraerknng  mag  hier  noch  zugefügt  werden,  nämlich  dass  die 
OtÄlen  vom  vierten  Grade  sind  und  im  Allgemeinen  aus  zwei  conjugirten 
f'arvon  besteben,  was  in  der  „Geomt'VWc"  nicht  erwähnt  ist  and  daher  ihrem 
ßnldecker  entgangen  zu  sein  scheint. 

Hatte  Huyghens   sowohl,   wie  Descarles   nur  die  Evolventen 

tun  Brennlinien   untersucht  und  Letzterer  sogar,  ohne  sie  als  solche  zu  er- 

Blfenen,  so  gebührt  das  Verdienst,  zuerst  die  Aufmerksamkeit  der  Mathe- 

^fttik^r  auf  jene  Curven  selbst  gelenkt  zuhaben,  dem  Deutschen  Tachi  rn - 

^■ft».      Er  geht   Helbstver<)tändlich   von  den  einfachsten  Fallen   ansjgg^ 
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Fragt  man  nnn,  wie  Tech  im h  ans  den  von  ihm  angegebenen  Aus- 
druck für  /  constrniren  will ,  so  wendet  er  genau  das  Princip  d*r  DiflFeren- 
tialrechnung  an.  Er  macht  nämlich  die  Constrnction  abhängig  von  der  Be- 
stimmung des  Verhältnisses  von  e  zn  o  ( d.  h.  von  -^  j,  und  zu  dieser  Be- 
stimmung dient  die  Regel :  Alle  Ausdrücke ,  welche  y  enthalten,  sollen  auf 
eine  Seite  (der  Gleiphnng  der  Curve),  und  alle,  welche  x  enthalten,  auf  die 
andere  Seite  geschafft  werden;  wie  sich  dann  e  zn  o  verhalte,  so  verhalten 
sich  alle  Ausdrücke  mit  y,  multiplicirt  mit  ihrer  Dimensionszahl  und  divi- 
dirt  durch  y  zu  allen  Ausdrücken  mit  or,  multiplicirt  mit  ihrer  Dimensions- 
zahl und  dividirt  durch  x,  Ist  so  das  Verhältniss  von  e:o  gefanden,  kann 
man  daraus  die  übrigen  in  dem  Ausdruck  für  /  vorkommenden  Grössen  be- 
rechnen und  daraus  die  Länge  des  Strahles  finden. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  seiner  allgemeinen  Methode  wählt 
Tschirnhaas  die  Parabel  und  den  Kreis  als  reflectirende  Curven. 

Was  zunächst  die  Parabel  betrifft,  so  verzichtet  er  auf  den  Nachweis 
des  schon  den  Alten  bekannten  Satzes ,  dass  die  parallel  zur  Axe  einfallen- 
den Strahlen  nach  ihrer  Keflezion  im  Brennpunkt  der  Parabel  vereinigt 
werden.  Er  lässt  vielmehr  die  parallelen  Strahlen  senkrecht  zur  Axe  ein- 
fallen, um  ihre  Catacaustik  zu  untersuchen. 

Ist  die  Scheitelgleichung  der  Parabel 

y«  =  2ra?, 
so  liefert  die  oben  aufgestellte  Regel  das  Verhältniss 

eio^r.y. 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  den  allgemeinen  Ausdruck  für  / 
erhält  man  diese  Länge: 

2r»     • 

(Ebenso  würde  man  durch  Differentiation 

dy       r^        <Py  _       r* 
dx'^y'     dar«""       y«' 
also 


d^tf  r*  2r« 
2 — ~             2    — 

da»  y* 


erhalten.) 

Zu  der  einfachen  geometrischen  Constrnction  dieser  Länge,  die  er 
dann  ohne  weiteren  Beweis  giebt,  hat  ihn  vermathlich  folgende  Umformung 
des  obigen  Ausdruckes  in  Verbindung  mit  der  Bemerkung ,  dass  die  Sub- 
normale  der  Parabel  constant  =r  ist,  geführt: 

«,     9'!^+'*     y,2xr+t*     y.2x  +  r 

21  a=s= -r s= 3 «= . 


^ 

^ 


um  2/  za  eonstrairen,   bat  mau  also  nur  die  Äbscisso  rückwärts  nm 

ihre  eigene  Länge  zu  verlängern ,  in  dem  Endpankte  dieser  Verlängeraug 

ein  Perpendikel  auf  dicBclbe  zu  errichten  und  die  Normale  der  Parabel  bis 

lam  Darchschnitt  mit  diesem  Perpendikel  zu  ziehen.     Die  dadurch  abge- 

tf    2«c  1  f 
ichtiittene  Länge  des  letzteren  ist  dann  ^—^ ■ t=2l. 

Nachdem  Tschiruhaus  so  die  Conatraction  der  Länge  des  reflectir- 
ien  Strahles  nnd  damit  die  der  Brennlinie  selbst  angegeben,  fügt  er  noch 
toige  Bemerkungen  über  Rectification  nnd  Quadratui'  hinzu,  deren  Rich- 
gkeit  leicht  einzusehen  ist.     Unter  diesen  mag  hier  nur  die  eine  erwähnt 
erden,  dass  die  Länge  der  Brennlinie,  vom  Scheitel  an  gerechnet,  gleich 
der  Summe  des  eiufflüendrn  Strahles  (von  der  Äbacissenaxe  bis  zum  Ein- 
fjtlläpunkte)  und  des  reflectirten  (vom  Einfallspunkte  bis  zur  Brennlinie)  ist. 
Der  Satz,  den  er  für  die  Brennlinie  der  Parabel  hier  beweistj   kann  auch 
<>icfach  aus  der  oben  angegebenen  physikalischen  Bedeutung  der  Evolven- 
ten der  Brennlinien  abgeleitet  werden  und  gilt  ganz  allgemein  für  jede  re- 
fl^ctirende  Curve.    Denn  nach  dem  dort  angegebenen  Satze  ist^  wenn  man 
CKig.  3)   einen  jeden   reflpctirten  Strahl   wie  MB  rückwärts  um  MQ  —  MP 
erlängert,  der  Ort  des  Punktes  P  eine  Evolvente  der  Catacaustik  AR  und 
Iglich   werden  die  Bogen  der  letzteren  durch  die  Krümmungshalbmesser 
der  erflteren,  z.'Q^QR  für  den  Bogen  AR  der  Catacaustik  gemessen j  die 
Linie  Q R  ist  aber  nach  der  CouNtructiou  ■=^  PM  -^  MR.   Bei  dieser  Gelegen- 
lieit  sei  es  gestattet,  auf  eine  noch  nicht  angegebene  Bedeutung  der  Evol- 
vente AQ  hinzuweisen:    Ist  MT  die  Tangeute  an  die  reflectirende  Curve 
farden  Punkt  JV,  dann  liegt  das  Bild  des  Punktes  /*  diesem  Punkte  in  Be- 
log auf  die  Tangente  symmetrisch  gegenüber,  d.  h.  (da  der  reflectirte  und 
der  eiufallende  Strahl  mit  der  Tangeute  gleiche  Winkel  bilden)  im  Punkte 
?;  die  Curve  AQ  ist  also  auch  der  Ort  der  Bilder  der  Punkte,  in  denen  die 
eiofalleuden  Strahlen  dieAxe  schneiden  und  welche  statt  des  in  unendlicher 
Kotfernung  liegenden  Ausgangspunktes  der  parallelen  Strahlen  substituirt 
terden  können,  während  die  reflectirten  Sirahlen  senkrecht  von  der  Curve 
AQ  auszugehen  scheinen. 

Als  sweites  Beispiel  für  die  Anwendung  seiner  allgemeinen  Methode 
wiblt  Tschirnhaus,  wie  schon  gesagt,  einen  Kreis  und  bestimmt  dessen 
Ctttcanstik  ebenfalls  für  parallel  eiufallende  Strahlen.  Er  rechnet  die  Länge 
<le«  einfallenden  Strahles  von  dem  zur  Richtung  der  Strahlen  senkrechten 
Durchmesser  an  und  findet  aus  seiner  allgemeinen  Formel  die  Länge  des 
^•flectirten  Strahles  als  die  Hälfte  von  der  des  einfallenden 
Strahles.  Für  diese  merkwürdige  Beziehung  giebt  Tschirnbaus  auch 
•ben  einfachen  geometrischen  Beweis,  der  hier  eine  Stelle  finden  möge,  da 
hbt  Beziehung  für  die  gesammte  Theorie  der  Catacaustiken  wichtig  ist 
QQd  «omit  eine  elementare  Begründung  desselben  ebenfalls  wünschenswertb 
crtcheiDen  mutss. 


=1 

lende  Strab-  f 
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Es  seien  (Fig. 4)  iVi'L,  MOK  2wei  unendlich  uahe,  eiufaUende  Strab- 
leo,  dereu  Hichtungou  nach  der  Reflexion  durch  Z/T,  KJ  angegeben  sein 
mögen.  Es  ist  dann  Bogen  J H=  J K  —  {HL  —  LK)  =  K M  —  L^ -\- IK^ 
ZLK.  Da  nun  der  Abstand  der  einfallenden  und  reflectirten  Strahlen  on- 
eudlich  klein  sein  soll,  so  können  statt  der  Bogen  ihre  Sehnen  nnd  auch 
statt  GKy  GL  gesetzt  werden.  Dann  ist  J HiKL  ==  IJGzGK  oder  auch 
=  IIG:GL  =  3:1  und  LG  =  ^  LH  ^  ILN=^  \LP. 

Ans  diesem  Satze  kann  der  oben  angegebene ,  dass  die  Länge  des  re> 
fleetirteu  StraUlfS  für  eine  beliebige  Ciirve  gleich  der  Projection  des  halben 
Krümmungsradius  auf  den  retlectirteu  Strahl  sei,  sofort  abgeleitet  werden; 
ebenso  der  folgende :  Für  jede  retlectireude  Curve  ist  die  Länge  des  reflee> 
tirtou  Strahles  gleich  dem  vierten  Theilc  der  Sehne,  welche  der  einfallende 
Strahl  in  dem  Krümnjungskreise  der  Curve  (für  den  Einfallspunkt)  bildet. 
Darauf  beweist  Tschi  rnhaas,  dass  die  Evolvente  der  obigen  Cata- 
caustik  des  Kreises  die  Oatacanstik  eines  Kreises  von  dem  doppelten  Radius 
und  für  Strahlen  sei,  welche  senkrecht  zu  den  ersteren  einfallen.  Doch 
kann  der  Beweis  durch  die  Bemerkung  abgekürzt  werden ,  dass  jene  Evol- 
vente nichts  Anderes  als  der  geometrische  Ort  der  Bilder  der  Punkte  ist,  in 
welchen  die  einfallenden  Strahlen  den  zu  ihnen  senkrechten  Durchmesser 
des  Kreises  schneiden.  In  dieser  abgekürzten  Form  möge  der  Beweis  hier 
folgen : 

Der  Kreis  (Fig.  b)  MGH  sei  concentriscb  nm  LFD  beschrieben  und 
sein  Halbmesser  CG  gleich  dem  doppelten  Halbmesser  CF  des  ersten  Krei- 
ses.   EO  sei  ein  einfallender  Strahl,  der  nach  iV  reflectirt  werde.    Das  Bild 
P  des  Punktes  E  liegt  dann  in  der  Verlängerung  von  NO^  so  dass  OP=-OE 
ist.    Zieht  man  nun  den  Radius  COQ  nnd  verbindet  P  mit /*,  so  ist  OQz= 
CO,  0/»=  0£  und  W-  QOP^  C0]^:=  COE,  folglich  Dreieck  OPQ'^  OEC 
[nnd  W.  P=E  —  Q(f,   d.  h.  QP  berührt  die  Evolvente  MPF  in  P.     Macht 
;  inan  nun  W.  CQS  =  C9P  und  verlängert  £0  bis  zum  Durchschnitt  ^xnit 
|jpS»  so  ist  Dreieck  OQW^OOr^OCE  und  W.  //'=£  =  oiy,   folglich 
auch  W.  5=  90°  und  PQ^Q  fF^  ^fjS,     Daher  kann  die  Evolvente  FPM 
als  Catacaastik  für  den  Kreis  von  MGH  angesehen  werden. 

Dass  diese  Curvo  eine  Epicycloide  sei,  scheint  mir  nalurgemässer  di- 
rect,  wie  folgt,  bewiesen  zu  M-erden,  statt,  wie  Tschirnhans  thut,  um- 
gekehrt nachzuweisen,  dass  die  betreuende  Epicycluidc  eine  Catacau- 
fitik  sei. 

Ist  wieder  EO  ein  einfallender  Strahl,  ON  seine  Richtung  nach  der 
Reflexion ,  dann  liegt  das  Bild  P  des  Punktes  E  in  der  Verlängerung  von 
OiV,  so  dass  yP~  OE  ist.  Nun  beschreibe  man  über  OQ  als  Durchmesser 
einen  Kreis,  der  durch  P  gehen  muss,  weil  W.  Ovpri  =  90'*  ist.  Dann  ent- 
jepricbt  in  diesem  Kreise  der  Bogen  0  P  dem  Periphcriewinkel  OQP~  dem 
}  Centriwinkel  OCE  des  Kreises  AP  FL,  ist  also  dem  Bogen  ÖF  dieses  Krei- 
ges  gleich.     Daraus  folj;!,  dHss  die  Curve  FPM  auch  durch  einen  Punkt  Ä 


I 
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e«  auf  dem  Hassereu  Umfauge  des  Kreises  FL  AD  rollenden  Kreiaos, 
iQ  Ualbmesser  halb  ao  gross  als  der  des  ersteron  ist,  besckneben  wer- 
Q  kano,  d.  h.  dasü  die  Curve  F PM  eine  EpicyclQido  ist. 

Eiuige  Augaben  über  Uectificatiou  and  (Quadratur,  die  Tschiriihaus 
dann  folgen  lässt,  ergeben  fiicb  einfach  aus  den  schon  dagewesenen  Sätzen, 
w  dass  das  Stück  /'^  der  Curvo  gleich  iVP=  JVO -f- 0^^  3 iVO  und  analog 
MP^=^QP\8iy  wonach  diese  Curveu  also  leicht  rectificirt  werden  könnott« 
Uie  Länge  von  Fy  ist  daher  =  37/:  =  | CA  und  folglich  J^=^\CL  —  \CB 
~\BL.  Es  gilt  demnach  die  Pro|jortion  FN  :  NJ  :=  CB  :  BL,  welche 
eine  leichte  Thcilung  der  Curve  nach  einem  gegebenen  Verhältnisse  an- 
icigt.  Auch  steht  das  Stück  FN  der  Evolute  zu  dem  entsprechenden  Stück 
7*  der  Evolvente  in  einem  leicht  zu  beetimuienden  Verhältnisse,  denn  of- 
fenbar findet  man  entsprechend  wie  JN  ~  \BL  das  |  fache  von  FP,  wenn 
man  das  Perpendikel  QT  auf  CG  fallt;  dann  ist  FP=  |  TG.     Da  aber  TG 


Ffe 

II         Dl»u    uns   1.  ci  jjciiuiivci   \'  d     nui    \.-  u    jctui-,     v^oiiu    40b  m.-  i    —  ^  i  \t,       xja,   auoi    -m.  u- 

^wdat»  Doppelte  des  entspreclicnden  Stückes  EF  in  dem  Kreise  LFD  ist,  80  ^^^ 

HWt  voAu  auch  die  Proportion  :    FN :  FI'=^  EO  :ZEF.     Die  Evolute  von  F  ^H 

^PW  J  isi  daher  halb  so  lang,  als  die  Evolvente  von  Fhia  i)/,  wie  sich  dies  ^^M 

»eh  von  vornherein  erwarten  Hess.  ^^M 

Der  ej)icycloidische  Rauon  GKB  {Fig.  4)  l^isst  sich  ebenfalls  ohne  In- 
if^ation  leicht  bestimmen;  denn  da  Winke!  GL A':=.  PL B=  OM  Z  ge»Gizi 
werden  darf,  wenn  OP  unendlich  klein  angenommen  wird,  so  hat  man  das 
V«rblltni88  A  GA'L  :  A  KOL  ^  AG  :  A'O  =  1 :2,  also  A  A'GL  =^  \  AKOL 
fcjdes  Trapezes  HO  PL.  Daher  ist  auch  die  Summe  der  kleinen  Dreieck© 
loa  G  bis  B,  d.  h.  der  Raum  G K B=^^  des  halben  Kreisabschnittes  KDB 
irud  der  Kaum  EAB  =  ^  des  Quadranten  JFB  =  ^  des  Halbkreises  über 
FB,  Diese  Eigenschaft,  den  Quadranten  im  Verhältnisse  von  1:3  zu  thei- 
ko,  bat  unsere  Catacaustik  mit  der  Curve  gemein,  welche  Tachirnhaus 
im  Jahre  I(i82  damit  verwechselt  hatte  j  denn  da  der  Raum  FABQ  gleich 
dem  halben  Quadranten  FAB  ist,  so  wird  der  geometrische  Ort  der  Hal- 
liirQijgBpunkte  der  zwischen  den  Kreisbogen  liegenden  Stücke  RK  offenbar 
den  genannten  Raum  FABQ  halbircn.  Und  diese  Uebereinslimmung  ni&g 
tu  jenem  Irrthume  mit  beigetragen  haben. 

Fassen  wir  nun  die  Leistungen  von  Tschiruhaus  auf  dem  von  ihm 
tttdeckten  Gebiete  hier  nochmals  zusammen,  so  sehen  wir,  dass  ersieh 
ivir,  wie  das  bei  einer  neuen  Art  der  Untersuchung  sehr  natürlich  war, 
tu/ die  einfachsten  Falle  boschrünkt,  dass  er  diese  aber,  wie  namentlich  die 
Catacanstik  dea  Kreises  für  parallele  Strahlen  so  gründlich  erörtert  hat, 
hierüber  wenig  Neues  mehr  beigebracht  werden  konnte,  sowie,  dass 
Methode,  die  Catacaustik  durch  die  Länge  des  reflectirten  Strahles  zu 
beitimmoD,  auch  von  seinen  Nachfolgern  beibehalten  wurde.  Dagegen 
*aren  seine  analytischen  Ableitungen  wegen  seiner  Unbekanntschaft  mit 
^tt  eben  erst  entdeckten  Differentialrechnung  noch  etwas  schwerrällig  und 
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«ein  Att$v)ruck  ftir  j«»«  Lii^e  des  rpfleedrten  Strahles  nicht  immer  leicht 
«u  C\>»$trttir>fa. 

V »tvr  i^Et )t«:\««us£k«n.  v^«khe  fortschreitend  anf  dem  tod  Ts c h  i rn  - 
Ii4ik$  ;k»^:>f$vSra«a  We^  3az&«i^cck  mach  die  hierher  gehörigen  analjti- 
^Wa  )t<fs3!via.«a  «uoaukMOsa.  iQ«ie  wvicere  Anwendangen  anf  rerschiedene 
i^tr^r^tt  :tfA<aQ«i.  3JC  ^nic  all«n  J^thann  Bernonlli  zu  nennen,  der  sich 
viKii  iae^  V;»c^itQi£€  «wirb .  aeihm  den  dorch  Reflexion  entstehenden  Can- 
$&lk«ts    ^acü   ütf  >mnMi  Bcvehim^  gebildeten  in  den  Bereich  seiner  Unter- 

2?^  ittxl«K  sica  Ä  i  fca«£«  «einer  Werke  zunächst  eine  Untersnehnng 
tö«»'  C^uiAcutsstk::»»  :kiM  ittDD  am  Ende  des  citirten  Bandes  ein  von  den  Dia- 
^^Au^^sk^int  t«»t«^li«>«t  y^kc^txag* 

V«te^  Cifeiüt4~  -tor  S^ditirikttiig  dieser  Arbeiten  ist  nicht  angegeben ;  nnr  fal- 
«M  NV«-  «M«oft  K"^  tH»t  d««  Werkes  zwischen  die  Jahre  1727  and  1742,  also 
te  ^«K«  }«^«.  >«v-  ii^  «tdtydsche  Geometrie  bereits  einen  grossen  Umschwung 
^^v^  ^^  «^tt%«^NKitt2r«4:hnang  erlangt  hatte. 

^'  >*^$»:*'^*k<H  ««n  denn  hier  sogleich  jenem  einfachen  analytischen  Aus- 
^«,^4c^  «^  <4k^  t4tt(f«  des  reflectirten  Strahles,  der  schon  oben  aas  dem  von 
^  v>  ^     <44>%'4;^  ^tVmdenen  abgeleitet  warde: 

^nNiwa  >— '  A^)  ^>®  Gleichung  der  reflectirenden  Cnrve  ist  and  die  Strahlen 
vKvWM  d«»  Abscissonaxe  aoffallen. 

b^  hätte  nun  nahe  gelegen ,  nachdem  dieser  Aasdrnck  gefanden  war, 
4vMAviWu  aar  unmittelbaren  Bebtimmung  der  Coordinaten  des  Endpunktes 
vtv%  vvtt^vtirteu  Strahles,  d.  h.  der  Breunlinic  in  ähnlicher  Weise  zu  ver- 
^ffkihcu»  wie  der  Krümmungshalbmesser  znr  Bestimmung  der  Evolute  ver* 
«^J^t  wird;  die  allgemeinen  Ausdrücke  fUr  diese  Coordinaten  werden 
u.\uk)ivh  hier  ziemlich  einfach,  denn  der  reflectirte  Strahl  mAcht  mit  der  Or- 
^mate  des  Einfallspunktes  für  die  reflectirende  Cnrve  den  Winkel  2r,  wenn 
%  Uou  Winkel  zwischen  Nomale  und  Ordinate  oder  zwischen  Tangente  und 
A^vissenaxe  bedeutet.  Nennt  man  daher  die  Coordinaten  des  Einfalls- 
^v^uktes  y  ,  .r,  die  des  entsprechenden  Punktes  der  Catacatistik  /?,  a  und  die 
l-äuge  dos  reflectirten  Strahles  /,  so  hat  man 
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Gelingt  es  nnn,  aus  diesen  Gleichuugen  nebat  derjenigeu  für  die  re- 
ctirende  Curve  .V=/(if)  die  Coordinntco  y  uod  x  zu  eliminiren ,  so  bleibt 
bc  Gleichung  zwischen  a  und  ß  als  Gleichung  der  Catacaustik.  Doch  hat 
eder  ßernoulli  dies  oinfac!»e  Verlahron  gefunden,  ut>ch  scheint  dasselbe 
berhaapt  auch  äpHter  viel  zur  Anwendung  gekummen  zu  sein. 

Bernoulli  schlägt  vielriie!»r  das  uäinliche  Verfahren  wie  seinVorgan- 
Tschirnhaus  ein:  er  sucht  zuerst  die  Länge  des  reflectirten  Strahles 
eil  der  angegebenen  Formel  zu  bestimmen  und  dann  Beziehungen  aufzu- 
geben, die  zur  geonietriscbeu  Construction  geeignete  Anhaltspunkte  geben; 
i  Verfahren ,  das  freilich  auch  auf  concrete  Fälle  angewandt  oft  sicherer 
I  Ziele  führt,  als  die  in  der  nllgemeinen  Theorie  verhältnissmässig  leich- 
I  lere  Aufstellung  einer  Gleichung. 

Eine  Bemerkung  ist  ihm  auch  von  Nutzen  für  seine  Methode,  nämlich 
1^  der  von  Tscbirnhaus  für  den  Kreis  bewiesene  Satz,  dass  die  Länge 
itT  Catacaustik  gleich  der  Summe  des  reÜeelirten  und  des  einfallenden 
hr»hles  sei  —  beide  von  dem  richtig  gewählten  Anfangspunkte  an  — ,  dass 
fa>»er  Satz  also  ganz  allgemein  für  alle  reflectireuden  Curven  gilt.  Ber- 
Boalli  beweist  diesen  Satz  so:  Wir»!  (Fig.  6)  die  Brenulinie  JJ  von  A  aus 
tgewickelt,  so  berührt  hekantitlich  die  Linie  //Z,  FJ  u.  s.  w.  die  Curve. 
eschrcibt  man  nun  für  zwei  unendlich  nahe  Lagen  der  Linien  JF^  Hfdcn 
deinen  Bogen  6 6^  um  ./als  Mittelpunkt,  so  hi  dieser  \\fF  und  bf=CF^ 
ßC  das  Differential  von  BF-,  zieht  man  aber  hD\\  AE,  so  ist  ßD 
ifferential  von  B  E.  Da  min  W.  DBb  ^HBG==CBb  und  die  W.  bei 
ilindi)  als  rechte  einander  gleich  sind,  «o  sind  die  Dreiecke  i?6C^und 
CODgruent  und  also  BC=  Bl/y  d.  h,  das  Differential  von  ßF  gleich 
on  B E  und  also  siud  diese  selbst  gleich,  vorbehaltlich  der  Zufügung 
oder  Abziehung  einer  constanteu  Grösse  ^  fatls  die  Cauatik  oder  der  ab- 
ftwickeUe  Faden  nicht  von  Null  anfangen.  Dann  ist  also  die  Evolute  von 
1^^  bia  J  —  mit  demselben  Vorbehalte  —  auch  gleich  J B -{■  B E. 
^^k  Wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass  dt»  Richtigkeit  dieser 
^HMlriitiDg  8ofort  erkannt  wird,  wenn  man  die  Evolvente  all  den  gedtnetri- 
^^HH  Ort  des  Bildes  der  Punkti?  E. .  auffasst. 

^V      Von  einzelnen  reüectirenden  Curven  betrachtet  Bernoul  li  zunificb st 
^BbenfiUs  d«n  Kreis.   Er  leitet  aus  seiner  mehrgenannten  Formel  die  Läu^ 
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des  reflectirten  Strahles   als  die  Hälfte  dee  eiurallenden  Strahles  ab  und  ci* 
(irt  dafür   den  geometrischen  Beweis  von  Tschirn  h«u  8.     Dann  leitet  erj 
die  Gleichuug   der  Catacaustik  und  zwar  ziemlich  weitläufig  ab  und  findet^ 
dieselbe  wie  folgt  (nach  Beseitigung  eines  kleinen  Druckfehlers): 

worin  s  die  vom  Mittelpunkte  des  rcflcctirendcn  Kreises  auf  dem  ztt  der 
Richtung  der  einfallenden  Strahlen  senkrechten  Durchmesser  gerechneten 
Abscisyeu,  r  die  senkrecht  dazu  gcnomuieneu  Ordjnaten  und  a  den  Radios 
des  Kreises  bedeuten. 

Diese  Gleiebnng  giebt  Bernoulli  Veranlassung,  nochmals  auf  den 
von  Ttichiruhaus  begangenen  Inthum  vom  Jahre  1682  zurückzukommen 
und  zu  zeigen^  dass  bich  für  ein  gegebenes  s  das  zugehörige  r  nicht  con* 
struiren  lasse,  wie  jener  damals*  gewallt  hatte. 

Dass  die  fragliche  Curve  eine  Epicycloide  sei»  weist  er  dann  ähnlich 
nachf  wie  dies  schon  von  Tsc hirnhau 8  geschehen  warj  ebenso,  dass 
sich  durch  Evolution  eine  der  ersten  ähnliche  bilden  lasse,  und  bestütigt 
endlich  die  von  T.  gegebenen  Eigenschaften  der  Curve  hinsichtlich  ihrer 
Kectification   «od    der  Quadratur  der  hier  iu  Betracht  kommenden  Küume. 

Dann  untersucht  er  die  Brennlinie  der  gemeinen  Parabel  für  parallele, 

senkrecht  zur  Axe  einfallende  Strahlen.   Doch  hat,  wie  wir  oben  angegeben 
haben»  Tschirnhaus  diese  Curve  ebenfalls  schon  untersucht  und  bringt  — 
daher  Bernoulli  in  dieser  Hinsicht  ebenso,  wie  bei  der  Catacaustik  dea  ■ 
Kreises»  wenig  Neues.    Die  Construction  der  Länge  des  reflectirten  Strah- 
les scheint  mir  sogar  weniger  einfach  zu  sein,  als  die  von  Tschirnhaus 
angcgcbeee.    Er  benutzt  nämlich  den  dafür  gefundenen  Ausdruck; 

(«  +  4.r) 


( 


ax 


2fl 


(wo  a  =  2r), 


den   er   aus  der  Gleichung  if^ax  ableitet    und  der  mit  dem  Tschii 
bau  6^  sehen 


/=y!±_!:!^= 


\ax-\-  jj/öx 


2r* 


20 


.yiix 


übereinstimmt,  unmittelbar,  indem  er  die  Proportion  bildet: 

2a  :  {n^Ax)  =  }/~äx',l, 
d.  h.  die  Ordinate  verhält  sich  zu  der  gesuchten  Länge  wie   der  dop|>eite  _ 
Parameter  zur  Summe  des  Parameters  und  der  vierfachen  Abscisse.  I 

Von  Calacaustiken,  die  durch  parallele  Lichtstrahlen  entstehen,  unter- 
sucht  Bernoulli  dann  noch  diejeuigen  der  gemeinen  Cj^cloide  für  die  bei- 


J 
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ia  Fiille,  dass  die  Strahlen  senkrecht  zav  Äxo  und  das»  sie  parallel  zu  dcr- 
idben  einfallen.  Am  interesäanlesten  bind  die  Ke^altate,  welche  er  im 
iweiteu  Falle  erhalten  hat.  Die  Catacaustik  ist  dann  nämlich  ehenfalls  eine 
Cjcloide,  und  xwar  eine  durch  Rollen  eines  Kreises  vom  halben  Durchmes- 
iet  der  reilectirendeD  Cjcloide  auf  derselhcu  Grundlinie  entstanden.  Die 
rt,  wie  B.  zu  diesem  Reaultate  gelangt,  ist  folgende; 

Zunächst  leitet  er  au»  der  allgcmeiocn  Formel  die  Länge  des  reäectir- 
Strahlen  ab  und  findet,  dass  diese  gleich  der  des  einfallenden  Strahteg 
[«•cm  Durchschnitt  mit  der  Uhhih  der  Cycloide  an  gerechnet)  ist.    Ich  will 
icae  analytische  Ableitung  hier  nicht  wiederholen,  sondern  nur  bemerken, 
sa  jene  Gleichheit  auch  ganz  einfach  geometribch  gefunden  werden  kann, 
'«m    man    den  Kriimmungskreis    der  Cycloide   für  den  Einfallti|ninkt  zu 
'c  uimiüt;  denn  der  Krümmungshalbmesser  ist  für  die  Cycloide  bekannt- 
gleich  der  doppelten  Normale.    Denkt  mau  sich  nun  den  zur  Richtung 
der  einfallenden  Strahlen  senkrechten,  also  zur  Basis  der  Cycloide  paralle- 
Iflo  Durchraesber  des  Krüoimungskreises  gezogen,  so  ist  das  Stück  des  ein- 
fallenden Strahles  vom  Durchschnitt  mit  diesem  Durchmesser  an  gerechnet 
doppelt  «0  gross,  als  vom  Durchschnitt  mit  der  Basis  der  Cycloide  an  ge* 
rechnet. 

Da  oan  nach  dem  von  l^schiruhaus  gegebenen  Satze  der  rcflectirte 
Strahl  im  Kreise  halb  so  gro^^s  ist,  wie  der  einfallende,  so  ist  er  hier  gleich 
dem  einfallenden  auf  die  Cycloide  bezogen. 

Nachdem  Bemoulli  diese  Beziehung  aufgefunden  hat,  beweist  er  rein 
geometrisch,  dass  die  Catacaustik  eine  Cycloide  ist.  Dieser  scharfsinaig 
dorcligeführte  Beweis  lässt  sich  noch  etwas  abkürzen  und  ist  dann  fol- 
gender: 

Es  sei  (Fig.  7)  GB  der  einfallende,  BH=BG  der  reflectirte  Strahl. 
Zieht  man  nun  BFP\\  JE  ni>d  verbindet  den  so  erhaltenen  Üurchschnitts- 
ponkt  mit  £,  dann  ist  nach  einer  bekannten  Rigenschaft  der  Cycloide  die 
durch  i5f  ||  FE  gezogene  Linie  B'Jit  die  Normale,  lialbirt  also  den  Winkel 
G B II.  Verbindet  man  nun  II  und  den  Durchschnittspunkt  3t  dieser  Norma- 
len mit  der  Basis,  so  ht  A  BIIM  ^  BGM,  folglich  MH=MG  und 
W.  3t AB^  R.  Beschreibt  man  nun  über  der  zur  Äxc  senkrecht  gezogenen 
UN  (wo  iVdcn  Durchschnitt  nui  BH  bezeichnet)  als  Durchmesser  einen  Kreis, 
•o  nuss  dieser  durch  //  gehen.  Von  diesem  Kreise  ist  nun  zu  zeigen,  dass 
«r  Ton  constanter  Grösse  und  dass  der  Bogen  MH  =  EM  ist.  Ersteres  lasst 
^Hlich  kurz  so  beweisen:  W.  NM B^=M B N-^  MBN  ist  also  ein  gleichscheuk- 
^Bliches  Dreieck  und  folglich  ^  EFB,  da  die  Basis  und  die  spitzen  W.  liEF 
^Hloü  yjUB  gleich  sind;  folglich  ist  NM=RE.  Das  zweite  findet  man 
^Htbento  leicht:  W.  MIO  =  CRF  als  Supplemente  gleicher  Winkel,  also  ist 
^Hder  dem  Peripheriewinkel  II N M  entsprechende  Bogen  //jV  gleich  dem  dem 
^^■CefttrtwiDkel  CRF  in  dem  Kreise  von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  ent- 
^Btprwliraden  Bogen  CF,    Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Cycloide 

^ - 


ist  dieser  Bogen  gleich  der  Geraden  FB^  also  auch  HM^=FB=i  EM,    D 
Endpunkt  H  des  reflectirten  Strahles  bewegt  sich  daher  auf  einer  Cycloide, 
deren  Erzeugungskreis   einen   halb  so  grossen  Radius  bat,  als  der  Erzen- 
gungskreis  der  reäectirenden  Cj'cloide,  und  deren  Basis  gleich  der  halben 
Basis  der  ersteren  ist. 


Die  grosse  Zahl  der  merkwürdigen  Eigenschaften  der  Cjrcloide  wird 
demnach  noch  um  die  vermehrt»  dass  nicht  nur  die  Evolute  und  die  Evol- 
vente, sondern  selbst  die  Catacaastik  eine  Curve  ganz  gleicher  Art  bildet 

Ausser  der  Familie  der  Oycloiden  scheint  nur  noch  die  logarithmiscl 
Spirale  diese   merkwürdige  Eigenschaft  zu  besitzen,  die  wir  nachher 
trachten  werden. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  es  erlaubt,  nochmals  darauf  hinzuweiseo 
wie  nabeliegeud  es  erscbeinen  mnss,  die  Catacaustiken  in  ähnlicher  WVise 
zu  behandeln,  wie  die  Evoluten,  und  dabei  die  Länge  des  reflectirten  Strab 
les  in  glek-lier  Weise  zu  verwenden,  wie  dort  die  Länge  des  Krümronngs- 
halbme^soirs.  Man  kann  sich  beinahe  darüber  wundem,  dass  Bernonlli 
nicht  selbst  darauf  gekotnnien  ist,  die  Gleichung  der  Caustik  in  rechtwink- 
ligen Coordiiiateu  durch  Benutzung  se.iner  Formel  für  den  reflectirleo 
Strahl  allgemein  aufzustellen,  da  er  doch  die  entsprechende  Methode  für 
die  Evoluten  selbst  vielfach  angewandt  hat,  wie  aus  seiner  Untersnchung 
der  Evoluten  in  demselben  Bande  seiner  Werke  hervorgeht. 

Wir  wollen  daher  hier  nach  der  besprochenen  Methode  dieselbe  CatA- 
caustik   der  Cycloide   analytisch    bestimmen,    die  vorher  geometrisch  bc 
stimmt  worden  ist. 

Die  Gleichung  der  reflectirenden  Cycloide  sei,  wenn  man  nur  den  auf 
steigenden  Äst  betrachtet  und  die  Abscissen  von  der  Spitze  aus  zählt: 

x  =  a  .Arccos ■'  — ^2ay  — y', 

dy  __l/2ay  —  y' 
dx  y  * 

fPtf 

^         \äxj  iy^  —  iay   y* 


i 


a 


tind  y  =  <i  —  ya* — aiy, 
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•f^tf^t^ißf^^if^^if^ 


1S5 


AI«o 


dy 

d^      y    / r 

dx* 

durch  EinsetztiDg  dieser  Worthe  in  die  Gleichung  der  Cycloide: 
I  —  yäfi  +  ya^i  —  fi*  =  V  .  Arccos'-^ — -HL^j/af), 


I  -|-  ^ai^  —  ij*  ^  « .  Arccos  (  ^ -\ 


oder 


aad  wenn 


^  ^  j  ya*^an 

=  —,2Jrccos^- — — ' 

2  a        ' 


Are  cos  ' '  =  w 

a 


6tst  wird,  8o  ist 


l/a«— an 
cos  w  =  '■— * 


ood 


cos  2 


W  =  2  CO*»  W  —  1  :=  2  . r— '  —  1  = i '  —  '- , 


a,b.: 


4ftker  auch 


2  arc  CO« 


(^„,)^ 


Arc  cos 


«~2»^ 


i=^—,Arccos — '  ^yan  —  if 

2  a  '      '       ' 

Gleichung ,   die   ans  derjeuiigen  de^r  reflectirendeu  Cycloide   gebildet 

Verden  kAnn,  wenn  |  für  x,  tj  für  y  und  —  für  a  gesetzt  werden,  d.  h.  die 

CtMebnng  einer  gemeinen  Cycloidef  deren  Erzeugungskrcis  zum  Radius  den 
bdben  Radius  der  reflectirenden  Cycloide  hat,  wie  oben  geometrisch  be> 
«teien  «^nrde. 

Man  siebt  also,  dasu  auf  diese  Art  die  Qlcichung  der  Catacaustik  nicht 
»ebwieriger  au  finden  ist,  als  die  der  Evolute, 

Bernoulli  hat  aber  nicht  nur  das  Verdienst,  die  Untersuchung  der 
durch  parallel  einfallende  Strahlen  gebildeten  Catacaustiken  durch  ÄuflBn- 
dlDf  allgemeiner  analytischer  Formein  erleichtert  und  auf  neue  Beispiele 
üigedehnt  zu  haben,  sondern  hat  auch  meines  Wissens  zuerst  den  weiteren 


aeoTie  der  ^ 
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Schritt  auf  diesera  Gebiete  gethan,  den  Tschirn  haus  noch  nicht  gemacht 
hatte:  er  hat  namlich  auch  die  Catacaustiken ,  welche  dnrch  divergent  anf- 
fallende  Strahlen  gebildet  werden ,  und  dann  auch  die  Diacaustiken  in  den 
Bereich  Keiner  Untersuchung  gezogen  nnd  wir  wollen  sehen,  zn  welchen 
Resultaten  er  in  diesen  nenen  Zweigen  der  Theorie  der  Brennlinien  ge- 
langt ist. 

Bei  den  Catacaustiken  sowohl»  als  bei  den  Diacanstiken  hat  der  Ana- 
lytiker, wenn  die  einfallenden  Strahlen  unter  einander  parallel  sind,  den 
Vortheil,  sehr  bequem  ein  festes,  rechtwinkliges  Coordinatensystem  anwen- 
den und  dessen  Axen  den  Strahlen  parallel,  beziehungsweise  dazu  senk* 
recht  legen  zu  können. 

Diesen  Vortheil  verliert  er,  sobald  die  einfallenden  Strahlen  von  einem 
in  endlicher  Entfernung  liegenden  Punkte  ausgehen,  und  dieser  Umstand 
erschwert  die  Rechnung  ausserordentlich.  Eine  Erleichterung  tritt  nur 
dann  ein,  wenn  die  Gleichung  der  brechenden  oder  reflectirenden  Cnrve 
in  Polarcoordinaten  gegeben  ist  und  der  leuchtende  Punkt  in  den  Pol  fällt, 
wofür  BernouUi  die  logarithmische  Spirale  als  ein  sehr  passendes  Bei- 
spiel gewählt  hat. 

Zur  Ableitung  allgemeiner  Regeln  für  die  Untersuchung  derjenigen 
Catacaustiken,  welche  durch  divergent  auffallende  Strahlen  erzeugt  wer- 
den, wählt  B.  eine  eigenthümliche  Combination  verschiedener  Coordinaten- 
systcme,  durch  die  er  seine  Formeln  zn  gewinnen  sucht. 

Wenn  (Fig.  8)  D  den  strahlenden  Punkt  nnd  ABC  die  reflectirende 
Curve  vorstellt,  sucht  er  auch  hier  wieder  die  LKnge  des  refleetirten  Strah- 
les BE  zu  bestimmen. 

Er  setzt  die  Länge  des  einfallenden  Strahles  DB^y\  dann  errichtet 
er  in  I>  Perpendikel,  DG  auf  den  Strahl  DB,  und  DM  anf  den  folgenden 
Strahl  Db  senkrecht.  Darauf  zieht  er  die  Linie  DHL  „diesen  beiden  Per- 
pendikeln parallel'*  nnd  bezeichnet  BB  durch  dXf  welches  er  constant 
setzt.  Die  Länge  BE  bestimmt  er  dann  als  Function  von  y,  rfy,  d*y  nnd 
dx.  Die  Werthc  dieser  Stücke  selbst  aber  sollen  endlich  aus  der  gegebenen 
Gleichung  der  reflectirenden  Curve  entnommen  und  in  jenen  Ausdruck  fQr 
die  LSnge  des  reflcctirten  Strahles  eingesetzt  werden»  Er  erreicht  durch 
diese  Methode  allerdings  einen  ziemlich  einfachen  allgemeinen  Ausdruck 
für  jene  LHnge ;  doch  werden  in  vielen  Fällen  die  Substitutionen  fUr  y^ 
<f  y,  dx  schwer  durchzuführen  sein.    Der  betrefiende  Ausdruck  heisat: 

Was  Bernoulli  dann  über  die  Rectiticirbarkeit  auch  dieser  Caustiken 
sagt,  folgt,  wie  oben,  leicht  aus  der  Bemerkung,  dass  man  (Fig.  0)  den  geo- 
metrischen Ort  der  Bilder  des  Punktes  D  als  die  Evolvente  Ik  der  Brenn- 
linie auffassen  kann;  man  hat  dann  die  L^nge  des  Bogens  LK=tfk  —  XI 
=  (AT^  4-  v^  />)  -  {ßL-^  BD). 


I 


I 
I 


^ 


Anwendangen  seiner  Regel  macht  BernoiiUi  der  ßchwiengen  Recli- 
sttngen  wegen  nnr  auf  einige  sehr  epecielle  Fälle:  anf  eine  Parabel,  wenn 
dpr  lenchtende  Punkt  im  Scheitel,  und  auf  einen  Kreis,  wenn  der  leuchtende 
Puökt  auf  dessen  Peripherie  gelegen  ist,  sowie  endlich  auf  eine  logarith- 
mische  Spirale,  von  deren  Pol  die  Lichtstrahlen  ausgehen. 

In  diesen  drei  Fällen  gestaltet  sich  jener  Ausdruck  für  die  Länge  des 
reflectirlen  Strahles  allerdings  einfach,  denn  wenn  erstens  die  Gleichung 
einer  Parabel  gegeben  ist: 

/•  =  «  r , 
10  wird  y,  d.  h.   der  vom  Scheitel  nach   dem  Punkte  (/,  r)  gehende  Strahl 


=-|/ar  +  r«;     dy- 


a-f'2r 


2^ar-l-r* 


=.dr. 


Ci  =  dr;     gi  =  dr. 


a^+4ör  +  4r' 


4r' 


dr\ 


^        ^  4r+4a 

[)a  ftber  dx,  also  auch  da.^  conatant  sein  soll,  so  bat  man,  wenn  man  dif- 
ferenliirt: 

Hardrd*r-\-8a'drd*r  —  Aadr* 


(4rH-4a)* 
wenn  man  den  Zähler  durch  4adr  dividirt: 

2  rrf^r  4- 2  flri*r  —  <fr«  =  0, 
rfr» 


=  0, 


rf»r  = 


man 


dy  = 


2r-f  2a' 
fl-f  2r 


dr 


2]/at-\-r'* 

ehmals  differentiirt  und  in  den  dafür  erhaltenen  Ausdruck  für  d'r  den 
eo  gefundenen  Werth  setzt ,  so  hat  man 


d*y  = 


(2r»-f  2ffr);/4r'"-f  4flrr 


Bdda 


da:*-\'dy*=^^^dr' 
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wird,  so  wird  der  ganze  Ausdrack 

=  (aH|-4r)  ^r'  +  flfr  :  3fl  — der  Länge  des  reflectirten  Strahles. 

Um  diese  zu  construiren,  hätte  man  dieselbe  als  viertes  Glied  der  Pro- 
portion anzuseilen: 

3  a  :  (ct  +  4r)  =  ^r*-|-ar  :  / , 
d.  h.  der  einfallende  Slrahl  verhSlt  sich  zu  dem  reflectirten,  wie  das  Drei- 
fache des  Parameters  zu  der  Summe  des  Parameters  und  des  Vierfachea 
der  Abscisse. 

Die  Länge  des  Stuckes  AL  der  Catacaustik  würde  man  6nden,  wenn 
man  die  Länge  des  einfallenden  und  des  reflectirten  Strahles  addirte;  also 
wäre  dieselbe 


i 

4 


3  o 
(4o  +  4r)/r«4>flr 
"  3a  ' 

Eine  sehr  bequeme  Anwendung  findet  Bernoulli's  Verfahren  bei 
der  logarithmi sehen  Spirale,  deren  Pol  der  leuchtende  Punkt  ist.  Denn  da 
der  Winkel,  welchen  der  Radius  voclor  mit  derCurve  macht^  in  jedem  Pankt 
der  Spirale  der  gleiche  ist,  so  ist  auch  das  Verhältniss  dx  :  dy^  welches 
gleich  der  Tangente  des  nämlichen  Winkels  ist,  ebenfalls  constant;  da  aber 
dx  constant  ist,  so  muss  auch  dy  constant  und  also  rf*y  =  0  sein.  Dadurch 
redacirt  sieb  aber  der  obige  Ausdruck 


ydx^  +  ydy*  ^ydx* -\- ydy'  _ 


aber  M 
urch  J 


da^  +  dy*-yd*y  dx*-frfy> 

d.h. der  reflectirte  Strahl  ist  gleich  dem  einfallenden.  Zieht  man  (Fig.  11)  die 
Linie  JC,  so  ist  W.  B  AC^BCA^  also  ist  auch  der  Winkel,  den  der  Radius  I 
vector  AC  mit  der  Tangente  ßC  an  die  Brennlinie  macht,  constant  gleich 
dem  Winkel  AB F  und  die  Catacaustik  ist  daher  eine  der  retiectironden 
Spirale  vollkoaimeu  congruente.  Die  logarithmische  Spirale  thcilt  also  mit 
den  Cycloideu  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  nicht  nur  die  Evolute, 
sondern  auch  die  Catacaustik  den  ursfirünglichen  Curven  .ähnlich,  bezie- 
hungsweise congruent  sind;  nur  entsteht  bei  der  Cycloide  die  Catacaustik 
durch  parallel  einfallende  Strahlen,  bei  der  logarithraischen  Spirale  da- 
gegen muss   der  leuchtende  Punkt  mit  dem  Pol  zuKammenfallen. 

Endlich  war  die  Catacaustik   des  Kreises  bisher  nur  für  parallel  ein- 
fallende Sirahleu  untersucht.     B,  hat  diese  Gruppe  von  Catacaustiken  um 
diejenige  bereichert,  welche  durch  die  Reflexion  der  von  einem  auf  der  Pe-    _ 
ripherie    befindlichen   leuchtenden  Punkte   Ausgehenden  Strahlen   erzeugt  I 
wird  und  hat  an  dieser  Curve  gnnz  analoge  Eigenschaften  gefunden,  wie 
Tschiiuhaus  an  der  von  ihm  untersuchten. 
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Die  LSiJge  de«  reflectirten  Strahles   wird  in  diesem  Falle  aus  dem  all- 
gVBteiDeo  Aasdrucke  als  der  dritte  üiuil  des  eiiifalienden  Strahles  gefunden. 
Ich  6 hergebe  hier  diese  analytische  Ableitung,  da  ma«  die  Kichtigkeit  der 
#beD  angegebenen  Beziehung  auch  durch  eine  einfache  geometrische   Be- 
trachtnng  erkennt  und  die  obigen  Beispiele  zur  Darstellung  der  von  Ber- 
dodIIi  angewandten  Methode  genügen  können.     Der  geometrische  Beweis 
iber  ist  Tollkoramen  demjenigen  analog,  dessen  sich  T«chirnhaus  für  den 
Fall  parallel  einfallender  Strahlen  bedient;  denn  offenbar  ändert  sich  in  der 
betreffenden  Figur  nichts,  als  dass  der  kleine  Bogen  M N  zwischen  den  Ein- 
ittsstelleu  der    parallelen  Strahlen   in    den  Kreis  verschwindet   und   die 
unkte  iW  nnd  A^  zusammenfallen.    Dann  wird  der  Bogen  I/J  zwischen  den 
gerten  reflectirten  Strahle»  also  nicfjt  rnebr  das  Dreifache,  sondern 
SS  Doppelte  desBogeus  LA'  zwischen  denEinfaJIspunkten  der  parallelen 
«bleu  und  entsprechend  GL  hier  gleich  dem  dritten  Theil  von  i.JVsein. 
l>iese  Beziehung  ermöglicht  eine  leichte  Constructiou  derOurve;  dat«s 
>lbe   eine   Epicykloide  sei,    bpweisst  dann  B.  etwa   folgenderrn«s.sen: 
Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  A  des  reflectirenden  Kreises  einen  con- 
centrijchen  Kreis,  dessen  Radius  der  dritte  Theil  von  dem  des  grössern  ist 
^aod  der  also  durch  die  Spitze  K  der  Catncaustik    geht).     Stellt  nun  EQB 
lO  Caiacanstik,  BG  einen  einfallenden  und  GFden  reflectirten  Strahl  vor, 
die  CatacauKtik   in  /"berührt,  so  ziehe  man  den  liadius  .•i6^und  be- 
breibe über  PG  als  Durchmesser  einen  Kreis,  der  den  reflectirten  Strahl 
K  in  Q  schneiden  möge.    Wegen  der  Glcicheit  der  Winkel  BGR  und  GSQ 
d  dann  die  beiden  Segmente  BGR  und  BSQ  einander  älialich;  mau  hat 
das  Verhältniss  ßG  :  G  0=  HB  :  PG  =^2  :  l.      Da  aber  auch  FG  der 
itte  Theil  von  BG  ist,  so  ftillt  F  und  Q  zusammen,  der  über  GT  beschrie- 
Kreis  geht  also  durch  den  Berilhrungsjmukt  F.     Da  «her  sein  Durch- 
r   auch    conslant  =  }    des    Radius    des    reflectirenden    Kreises    ist, 
bat  man  nur  noch  zn  zeigen,  diiss  QP:=  KP  ist:    Aus  der  Aehnlichkeit 
^er  Segmente  BGB  nnd  GSQ  folgt,  dass  der  Bogen  GQ=\GD^PM  ist; 
Biso  sind  auch  die  Supplemente  dieser  Bögen  zum  Halbkreis,  d.h.  P E  und 
0  einander  gleich. 

Die  Catacaustik  isl  also  in  der  That  eine  Epicykloide,  in  der  der  Ra- 
\^^  dias  des  Grundkreises  und  des  Erzeugungskreises  gleich  dem  dritten  Theil 
^Bdes  Radius  des  reflectirenden  Kreises  ist,  und  zwar  hat  man  hier  die  Spe- 
^■cialitKtder  Epicykloide,  welche  den  Namen  der  Cardioidc  führt.  Die  Curve 
^Hlist  mit  der  Tschirnhaus'schen  also  gemein,  was  der  Familie  der  Cy- 
^Hkloiden  überhaupt  zukommt,  so  namentlich,  dass  durch  ihre  Evoltition  eine 
^  Ibnliebe  Corvo  entsteht.  Die  andern  Bemerkungen,  die  Bernotilli  noch 
macht,  ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  Figur,  so  dass  das  Curvenstück 
BQ  das  Vierfache  der  Geraden  GQ  ist  (weil  aGQ^QG-\-GB  ist).  Ebenso 
toebt  man  leicht,  dass  die  zwischen  dem  Stück  der  Catacaustik  BQ,  der 
»agttborigen  Tangente  QG  und  dem  entsprechenden  Theile  GB  des  reflec- 
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tirenden  Kreises  liegende  Fl/iche  BQGRB  dreimal  so  gross  als  das  Segment 
FCiS  sein  mass;  denn  hetrachtet  man  die  von  zwei  unendlich  nahen  ein- 
fallenden und  von  den  entsprechenden  reflectirtcn  Strahlen  gebildeten  Drei- 
ecke, 80  ist  das  letztere  ofiFenbar  der  dritte  Theil  des  erstem  nud  folglich 
auch  der  ganze  ans  diesen  Tangentendreiecken  gebildete  Ranm  C*^^  ^er 
drifte  Tbeil  des  Segments  G  R  B  oder  das  Dreifache  des  neunmal  so  kleinen 
Segmentes  GSQ.  Die  Fläche  EFBRD  ist  demnach  das  Dreifach«  des 
Halbkreises  G 5/*  oder  ein  Drittel  des  reflectirenden  Kreises  und  die  von 
der  ganzen  Caustik  nmschlossene  Fläche  ist  |  dieses  Kreises  oder  derselbe 
wird  die  Cnrve  im  Vei'hättnisij  von  1  : 2  theileo. 

Der  wichtige  Schritt,  den  Bcrnoulli  nun  weiter  auf  dem  Gebiete  der 
caustiscben  Linien  machte,  war  der  Uebergang  zu  den  durch  Brechung  ent- 
standenen Curven.  Doch  werden  die  analytischen  Ausdrücke  hier  so  com* 
plicirt,  dass  sie  sich  nur  auf  wenige  sehr  specielle  Falle  wirklich  anwen^eo 
lassen. 

Das  Princip,  von  dem  er  auch  hier  wieder  ausgeht,  ist  die  Bestimmang 
der  Lunge  des  reflectirten  Strahles,  und  zwar  ist  die  Grundlage  dafür  die 
Beziehung,  welche  zwischen  der  Summe  der  Langen  eines  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahles  und  zwischen  der  entsprechenden  Summe  für  einen 
unendlich  nahe  einfallenden  Strahl  stattfindet  und  die  einfach  folgende  ist: 
Wenn  das  Verhältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  zum  Sinus  des  Bre- 
chungswinkls  mit  m  :  u  bezeichnet  wird  und  die  von  einem  Punkte  ausge- 
henden» unendlich  nah  an  einander  auf  eine  brechende  Curvo,  bezw.  <?,  und 
e,,  sowie  die  zugehörigen  gebrochenen  Strahlen  b^  und  6,  genannt  werden: 

"        I   IL        "       II 
m  m 

Der  Beweis  ergiebt  sich   ans  der  Figur  12:  Beschreibt  man  mit  dem 
einfallenden  Strahle   AC  als  Radius  den  kleinen  Bogen  CM  und    entspre- 
chend mit  B h'  den  Bogen  KL  und  zieht  die  Normale  A'O,  so  ist  der  Ein>  ■ 
fallswinkel   Akti=  KCM  xuxA   der  Brechungswinkel  BKO^LMC,    folg- 


I 


lieh  ist  auch  sin  MCK:  sin  SKC=^  MM  :  CL  =  m  :  n  oder  CL=  -  KM, 

m 

Daher  ist  auch  -  ^itf  +  -  KM,  d.  h.  -  AK^  -  AC-\-  CL  und  -  AK 
mm  mm  m 

+  KB=^  AC-l-CL-^Lli^-  AC+CB, 
m  m 

Für  parallel  auffallende  Strahlen  gilt  offenbar  dieselbe  Beziehung, 
wenn  man  die  einfallenden  Strahlen  von  einer  senkrecht  zu  ihrer  Richtung 
gezogenen  Geraden  an  rechnet. 

Danach  ist  es  nicht  schwer,  aptauetische  Curven  zu  zeichnen,  wie  et 
schon  Descartes  gethan  hatte,  und  man  hat,  wenn  man  sie  upch  den  hier 
angegebenen  Beziehungen  construirt,  den  Vortheil,  leicht  einzusehen,  das« 
wirklich   die   von  einem  Punkte   ausgehenden  Strahlen  durch  die  Curven 
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rieder  in  einen  Punkt  vereinigt  werden,  während  Descartes  dioRicbtig- 
ktil  seiner  ConstractioneQ  nicht  beweist. 

Da  es  sich  jedoch  hier  um  die  caustiachen  Linien  und  nicht  um  aplane- 
tische  Cnrven  handelt,  so  brauche  ich  auf  die  Construction  der  letKtern 
nicht  Daher  etazugehen,  sondern  will  mich  nur  auf  die  Bemerkung  bescljrnn- 
ken,  dass  die  später  von  Qnetelet  untersuchten  Caustiqucs  secondaires,  die 
man  als  identisch  mit  den  Ovalen  des  Deacartes  erkennen  wird,  auch 
nach  BeruoaI)i''6  Methode  conslruirt  werden  können. 

Die  Erfolge,  die  BernoulH'a  Untersuchungen  der  Diacaustiken  ge- 
[  habt  haben,  sind  dagegen  nicht  «ehr  hoch  anzuschlagen.  Man  sieht,  das» 
^^ttcb  durch  das  Festhalten  an  dem  Principe  ztiniichst  die  Länge  des  gebra 
^Biienen  Strahles  analytisch  zn  bestimmen  and  dann  die  Caustik  danach  zu 
^fbnstrniren,  wenig  Nutzen  für  einzelne  Falle  ergeben  wird.  Auch  ist  mir 
nicht  bekannt,  dass  später  noch  Jemand  diesen  Weg  eingeschlagen  hätte; 
L^ielmehr  ist  es  durch  spatere  Arbeiten  gelungen,  die  Diacaustiken  in  ein- 
^^■Bluen  Fällen  als  Catacanstiken  zu  bestimmen  oder  in  anderen  Fällen  we- 
^^■Pltens  eine  Evolvente  der  Diaoaustik  in  brauchbarer  Form  darzustellen. 
^^^  Meine  Ansicht,  dass  Bernoulli's  Au.sdriicke  keinen  grossen  practi- 
acben  Nntzen  haben  dürften,  wird  die  Ausfuhrung  des  Ausdrucks»  den  er 
Br  die  Länge  des  reflectirten  Strahles  gefunden  hat,  bestätigen.  Derselbe 
'^eisst: 


uhiplicirt  mit 

+  'im*yd!/.y  {m*nh/  df  +  tn"  n  't/*d.r*  -  u*  tf  d .. ») ) 
:  (mV/  .t"  —  2  m'wMa'  +  n*da^)  ] 
da«  Produckt  dividirt  durch: 

[—m''yd*y  —  w» n ydyd'y:  y  (f/j* df  +  m*dx*  —  n* dx*) ]  , 

Nachdem  Bernou  Ili  diesen  Ausdruck  dnrch  eine  sehr  langwierige 
anaJjtische  Untersuchung  gefunden  hat,   fügt  er  denselben  die  Bemerkung 
•i:  f^Hinc  in  guavis  curva  data  inveniri  polest  longitndo  radit  refracii\  sub 
fo  iiempe  valorcm  ipsins  dx,  vcl  dy  et  d*y:  uam  dx,  dy  tU  iPy,  oh  cuivae 
naturam,  sese  destrueut,  et  pruin  orietur  lonyitudo  Hin  in  quanlilntilms  pure 
>raicis.     Cognita  autcm  Hin  longitudinCf  eurva  caustira  construi  et  delerminari 


i 


Gegen  die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  —  so  lange  sie  auf  keinen  ape- 

eiellen  Fall   angewendet  werden  —  lässt  sich  nichts  einwenden,  ob  aber 

ch  jenem  Ausdruck  für  , Jede  beliebige  Curve"  ihre  Diacaustik  constiuirt 

lerden  könne,  dürfte  um  so  fraglicher  erscheinen,  als  es  Bernou lli  selbst 

ht  gelungen  ist,  die  Anwendung  seiner  Formeln  weiter  als  auf  zwei  ver- 

hUtaissmiUsig  einfache  Fälle  auszudehnen,   bei   welchen  er  allerdings  in 

dem  einen  Falle  (bei  der  Parabel)   die  Beschaffenheit  der  Diacaustik  ef^ 
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kann!  bat,  in  dem  andern  aber  beim  Kreise  mit  der  Angabe  des  inamerhin 
noch  sehr  comphcirten  Ausdrucks  für  die  Länge  des  reflectirten  Strahle« 

abbricht. 

Fassen  wir  nun  die  Verdienste  Bernonlli^s  um  die  Ausbildung  der 
caüstißcUen  Theorie  noch  einmal  kurz  zusamuien^  so  müssen  wir:sagcn,  das« 
er  dieselbe  in  der  That  wesentlicli  weiter  geführt  hat,  als  dies  vor  ihm  ge- 
schehen war,  und  uamputlich  durch  Anwendung  der  Analysis  viele  interea- 
sante  Entdeckungen  gemacht  hat,  die  vor  ihm  nicht  bekannt  gewesen  waren. 
Der  Begründer   der  Lehre  von   den  Brennliuien    hatte    sich  auf  die    ein- 
fachsten Fälle  der  Reflexion  beschränkt;  Herne ulli  hat  die  Catacaustiken 
auch  luehrer  anderer  krummen  Linien  untersucht  uud  namentlich  in  dieser 
Hinsicht  auf  jene  zwei  merkwürdigen  Curvcn  hingewiesen,  welche  sowohl^ 
durch  Evolution  ätiuliche  Curven  erzeugen,  als  auch  solche  za  ihren  Cfttinf 
cauBtiken  haben,  und  hatte  somit  sowohl  der  von  Huygens  kurz  vorher 
und  dann  von  verschiedenen  Andern  ausgebildeten  Theorie  der  Cykloiden 
einen  wichtigen  Dienst  gethan,  als  auch  nachgewiesen,  dass  die  Corve  too 
Tschir  nhaus  in  ihren  Eigenschaften  nicht  isolirt  dasteht,    sondern  viel- 
mehr als  Repräsentantin  einer  ganzen  Familie  anzusehen  ist.    Dann  hat  er 
weiter  die  Theorie  der  Diacaustikeu  mit  in  den  Bereich  seiner  Untersachnn« 
gen  gezogen,  und  wenn,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  seine  Arbeiten  keinafl 
bedeutende  Ausdehnung  der  Lehre  nach  dieser  Seite  hin  zur  Folge  halten,^ 
so  hat  er  doch  das  Verdienst  immerhin,  sehr  allgemeine  Formeln  aufge* 
stellt  zu  haben;  endlich,  wenn  mau  darin  eiueii  Nutzen  finden  will,  hat  i 
gezeigt,  dass  eben  diese  allgemeinen  Formeln  so  complicirt  werden, 
fite,  um  mit  einem   auf  diesem  Gebiete  sehr  verdienten  französischen 
thematiker  zu  roden,  auch  den  unerschrockensten  Analytiker  entmuthige 
können,  und  dass  es  sich  alao  um  Aufstellung  andrer  Gcsichtspaukte 
diese  wichtige  Theorie  handelte,  wenn  sie  weiter  gefördert  werden  soUlo«] 

Verschiedene  seiner  Zeltgen osseu  haben  sich  mit  demselben  Gegei 
Stande  beschäftigt,  so  sein  Bruder  Jacob  Bernonlli,  de  la  Hir 
pital  u,  A.    Leider  konnte  ich  mir  jedoch  die  Schriften  dieser  \\ 
tiker  nicht  verschaffen  und  kann  sie  daher  hier  nur  nennen ;  Übrigens  seh« 
es  nach  zerstreuten  Bemerkungen  in  dt^n  verschiedenen  nenem  Arbeit 
auch  den  genannten  Bearbeitern  nicht  gelungen  zu  sein,  oUgemeioere 
sichtspuokte  über  die  Bebandlungsweise  jener  Curven  anfzustellco, 
sie  scheinen  meistens  nur  einzelne  Fälle  in  ähnlicher  Weise,  wi**  ~ 
haus  und  Job.  Bernoulli,  behandelt  zu  haben. 

Mit  diesen  Arbeiten  scliliesst  die  erste  Entwicklttogf* 
ab:  die  Brennlinien  verschiedener  einzelner  i* 
sacht,  dass  in  dieser  Hinsicht  nicht  vielmehr 
That  auch  nicht  viel  mehr  geschehen  ist;  de 
dere  Methoden  angewandt  wurden,  so  füh» 
wie  diejenige  B  e  r n  o  u  1 1  i  *8 ,  zu  so  complL 


Einxelnen  nicht  riel  weiter  anwenden  lassen,   als  anf  jene  einfachen 
nie,  die  eben  schon  früher  untersucht  waren. 

Dagegen  führten  die  neuem  Untersuchungen  zu  sehr  Interessanten  Be- 
ehnngen  zwischen  den  Caustikcn  und  gewissen  andern  Curven,  deren  Ent- 
»tehongsart  ebenfalls  sehr  einfach  ist  und  die  sich  namentlich  auch  be4|iiera 
9n  der  Ebene  auf  den  Kaum  übertragen  lassen.  Docli  war  eine  lange 
cit  döthig,  om  die  Endrosnltate  zu  erzielen,  obwolit  diese  äusserst  einfach 
Mren  nnd  auf  weit  kürzerem  Wege  hatten  gefuoden  werden  können. 

Die  Zeit  der  Ausbildung  dieser  allgemeinen  Theorie  der  caustischen 
^nien  und  Flächen  lässt  sich  daher  jentT  ersten  Periode,  in  der  es  sich  lö- 
blich um  die  Untersuchung  einzelner  Breunlinien  handelte^  als  eine  zweite 
egenüberstellen ;  doch  scbliesst  sich  diese  nicht  unmittelbar  an  die  erste 
B,  sondern  es  liegt  zwischen  ihnen  fasst  die  ganze  zweite  llalfte  des  vorigen 
lafarhunderts^  iu  der  für  die  Ausbildung  der  Lehre  wenig  oder  nichts  ge- 
bab;  es  scheint,  dass  sich  die  Mathematiker  dieser  Zeit  durch  die  Schwie- 
^keit  der  Rechnungen ,  zu  denen  die  früheren  Untersuchungen  geführt 
fttten,  von  der  Behandlung  dieses  Gegenstandes  abschrecken  Hessen. 

Erst  im   Anfange   dieses   Jahrhunderts  wurden   die  Untersuchungen 
wieder  aufgenommen  und  neue  fruchtbare  Principien  für  dieselben  aufge- 
funden.    An  der  Spitze  dieser  Entwicklungsperiode  steht   eine  grosse  ana- 
ti»che  Untersuchung  von  Malus,  die  im  Jahre  1808  in  dem  Journal  de 
If/w'o/c  polylechniqtte  erschien  und  die  Aufnicrksamkeit  der  Mathematiker  von 
kacaem  dem  fast  vergessenen  Gebiete  zuführte. 

Ich  kann  hier  natürlich  nicht  die  ganze  sehr  ausführliche  Rechnung 
I  beiprechen,  welche  Malus  in  dieser  Arbeit  durchgeführt  hat,  sondern  will 
Bor  korz  die  Resultate  derselben  anführen  und  deren  Richtigkeit  prüfen. 
Kr  geht  davon  aus,  Beziehungen  zwischen  geraden  Linien  aufzusuchen,  die 
Mcb  irgend  einem  analytisch  ausgedrückten  Gesetze  vdto  allen  Punkten 
einer  krummen  Fläche  ausgehen.  Er  findet  nun,  dass  es  zwei  Richtungen 
wf  dieser  Fläche  giebt,  nach  denen  man  zu  einem  unendlich  nahen  Punkte 
/ftrlgeheii  muss,  um  zu  erreichen,  dass  der  Strahl,  welcher  von  diesem  nn- 
♦ödlich  nahen  Punkte  ausgeht,  den  von  dem  ersten  Punkte  ausgehenden 
»chneidet;  ebenso  kann  man  von  dem  zweiten  Punkte  nach  einem  dritten 
fortgeben,  so  dass  der  von  hier  ausgehende  Strahl  den  zweiten  trifft  u.  s.  f. 
Murch  erhält  man  für  jeden  Punkt  der  Fläche  zwei  Curveo  (*)  und  (s'), 
»eiche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  von  den  auf  ihnen  liegenden 
li'onkten  ausgehenden  Strahlen  sich  successive  schneiden.  Diese  Geraden 
tklden  demnach  zwei  developpable  Flachen,  deren  Wendungscurven  durch 
A'e  «uccessiven  Durchschnittspunkte  der  Geraden  gehen.  Der  Strahl ,  der 
dem  ursprünglich  angenommenen  Punkte  x  y  z  ausgeht,  gehört  also 
Ä  developpablen  Flächen  an  und  bildet  deren  Durchschnitt.  Da  dus- 
für  jeden  andern  von  der  krummen  Oberfläche  ausgehenden  Strahl 
•0  bat  man  den  allgemeinen  Sata:  Wqdu  ein  System  von  geTadeuxItV^ 


nacb  demselben  analytischen  Gesetze  von  allen  Punkten  einer  Oberfläche 

aiiHgeht,  80  kann  dieses  System  als  der  geometrische  Ort  des  Durchschnitts 
zweier  Systeme  von  developpablen  Flächen  betrachtet  werden.  Für  den 
Winke!»  nnter  dem  sich  die  developpablen  Flächen  schneiden,  gibt  er  einen 
analytischen  Ausdruck  an;  dieser  muss  offenbar  eine  Function  der  Coor- 
dinaten  des  Punkts  der  krummen  Fläche  und  derjenigen  Grössen  sein» 
welche  jenes  analytische  Gesetz  ausdrücken  soll.  Wird  der  Corinna  dieses 
Winkels  =0,  so  stchn  die  developpablen  Flächen  senkrecht  aufeinander. 
Gehn  nun  die  Strahlen  von  einem  Punkte  aus ,  die  von  einer  krummen 
Oberfläche  reflectirt  oder  gebrocheo  werden,  so  findet  für  die  Richtung  der 
retieclirten  oder  gebrochenen  Strahlen  ein,  analytisch  aasdrückbares ,  für 
alle  Punkte  der  krummen  FHtche  geltendes  Gesetz  statt  und  finden  deshalb 
die  obigen  Schlüsse  ihre  Anwendung.  Es  wird  nun  für  diesen  Fall,  wie 
die  Analysis  ergibt,  für  jeden  Punkt  der  Fläche  der  Cosinus  jenes  Winkels 
s=:0,  d.  b. :  Werden  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn,  von  einer 
beliebigen  Fläche  reflectirt  oder  gebrochen  ^  so  können  die  reflectirten  oder 
gebrochenen  Strahlen  als  der  Durchschnittspunkt  zweier  sich  unter  rech- 
tem Winkel  schneidenden  Systeme  von  developpablen  Flächen  betrachtet 
werden. 

Dieses  merkwürdige  Gesetz  weist  Malus  auch  für  den  Fall  nach,  das» 
der  strahlende  Punkt  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  leugnet  aber  die 
Gültigkeit  desselben  für  wiederholte  Reflexionen  oder  Brechungen,  während 
es  sich,  wie  Dupin  zuerst  nachgewiesen  hat,  ganz  allgemein  so  aussprechen 
lAsbt:  Lässt  sicli  ein  System  von  Lichtstrahlen  als  der  Ort 
des  Durchschnitts  zweier  Systeme  sich  rechtwinklig  schnei- 
dender de veloppablor  Flächen  betrachten  —  was  immer  der 
Fall  ist,  wenn  die  Strahlen  zu  einer  und  derselben  Fläche  normal  sind  — 
dann  verliert  es  diese  Eigenschaft  durch  keine  Brechnng 
oder  Reflexion. 

Malus  dagegen  hatte  gefundeu,  dass,  wenn  jenes  Strahlen -System 
einer  zweiten  Brechung  oder  Retlexion  unterworfen  würde,  so  lasse  es  «ich 
zwar  ebenfalls  als  Ort  der  Dnrchnitte  zweier  Systeme  von  developpablen 
Flächen  betrachten;  doch  schnitten  sich  diese  dann  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  unter  rechten  Winkelu.  Ich  habe  mich  bemüht,  den  Grund  dieses 
Irithums  aufzusucheD  und  glaube  denselben  in  einem  Satze  gefunden  an 
haben,  der  sich  auf  der  S.  86  seiner  Abhandlung  in  dem  XIV.  Band  des 
Journal  de  VEcoh  palytechniquc  findet.  Er  sagt  dort:  Wenn  die  Lichtstrah- 
len ,  die  von  einem  Punkte  ausgehn ,  auf  eine  brechende  Fläche  F  treflfen, 
so  können  die  gebrocheneu  Strahlen  als  der  Ort  des  Durchschnitts  zweier 
Systeme  S,  S'  von  developpablen  Flächen  betrachtet  werden,  welche  die 
brechende  Fläche  F  in  zwei  Reihen  von  Curven  s,  s'  schneiden  und  be- 
zeichuet  mau  mit  C,  C'  die  Systeme  der  konischen  Flachen,  welche  dnrcb 
d/o  Ff*)^^  der  einfallenden  Strahlen  entstehn,  die  nach  ihrer  Brechung  jene 
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d«veloppabIeji  Flächen  S,  &"'  biiden :  dann  sind  jene  developpableu  Fläclien 
iL  S^  zu  einander  senkrecht,  woraus  man  schllessen  könne,  daas  die  ko- 
lachen  Flächen  C\  C'  sich  unter   einem    veränderlichen  Win- 
el  schneiden.     Aus  dieBem  Schlüsse  wird  dann  später  abgeleitet,  dass 
|4be  Strahlen  nach  wiederholter  Brecbnng  nicht  mehr  als  Durchschnitt  zu 
einander  senkrechter  developpabler  Flächen  zu  betrachten  seien.     Der 
chluss,  dass  sich  die  konischen  Flächen  C,  C'  unter  verändertem  Winkel 
bnittcn,  ist  jedoch  faUch,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  wenn  man  den  vor- 
er   angegebenen  Salz  von  Dupin   ahs  richtig  erkannt  hat;   denn  nimmt 
VttLU  letzteren  als   erwiesen  an,  so  braucht  man  nur  die  Strahlen,  welche, 
von  einem  Punkt  ausgehend^  durch  eine  krümme  Fläche  gebrochen  werden 
d  dann  als  Durchschnitt  zu  einander  senkrechter  Systeme  von    develop- 
lablen  Flächen  angesehen  werden  können,  rückwärts  zu  verfolgen:  Wenn 
in  der  entgegengesetzten  Richtung  auf  die  Oherflächt'  träfen,  als  die- 
nige  ist,  welche  sie  durch  die  Brechung  erhalten,  so  würden  sie  oü'enbar 
.ch  einer  Brechung  in  dem    angegebenen  entgegengesetzten  Sinne  wieder 
dem  Punkte  vereinigt  werden.     Da  nun  diese  Strahlen  nach  ihrer  Bre- 
ong  ebenfalls  als  Durchschnitte  sich  rechtwinklig  schneidender  develop- 
pabler Flächen  anzusehn  wären,  so   würden  diese  developpablen  Flächen 
offenbar  in  diesem  Falle  jene  konischen  Flächen  C\  C'  sein  und  auch  diese 
müsaen  daher  in  allen  Fällen  ebenfalls   zu  einander  senkrecht  sein  —  die 
Kichügkeit    des   Dupin'schcn    Satzes   vorausgesetzt.      Da    sich   der  von 
Dupin  gegebene  allgemeine  Beweis  jedoch  auf  eine  der  Optik  ferner  lie- 
gende Betrachtung  giündet  und  sich  der  davon  unabhängige  Beweis  nur 
f  die  Reflexion  bezieht,   so   will  ich  den  Beweis  seines  Satzes  so  lange 
itvparen.  bis  ich  zu  dem  allgemeinen  Theorem  von  Gergonne  gekommen 
fein  werde,  von  dem  das  Dupin^ache  «ich  dann  nur  als  ein  veränderter 
Aasdruck  herausstellen  wird. 

Die  Malus '»che  Arbeit  hat  jedoch  trotz  dieses  Irrthums  das  Verdienst, 
ein  fflr  die  allgemeine  Theorie  sehr  brauchbares  Princip  gewonnen  zu  ha- 
^n;  die  Anwendung  auf  einzelne  Fälle  hat  freilich  grosse  Schwierigkeiten 
roh   die  Coniplicirlheit  der  Formeln,  so  dass  sie  Malus  selbst  nur  auf 
Rotationsflächen  angewandt  hat,  wodurch  eben    nicht  viel  neue  Resultate 
'«maea  sind,  da  sich  diese  meistens  ganz  einfach  aus  den  schon  bekann- 
CMMtiken  für  ebene  Curven  ableiten  lasseu. 
Der  Mala« 'sehe  Satz  in  der  von  Dupin  gegebenen  Form  kann  nun 
ao  ausgedrückt  werden:   W^enn   Strahl«:n   normal   zu    ein    und 
J«elben  Fläche  sind,  so  haben   sie  auch  nach  der  Brechung 
er  Reflexion  diese  Eigenschaft,  nämlich  zu  einer  andern 
äefae    normal    zu    sein.     Die  Bestimmung   dieser  s,  g,  ortliogonalen 
ausvcrsalflächo  für  die  gebrochrtieu  Stralileti  war  nun  die  Aufgabe  für 
weitere  Ausbildung  der  caustischon  Theorie.     Schon  vor  Dupin*s  Be- 
htiguog  dos  Malus'schcn  Theorems  hatte  Gergonne  eine  Entdeckung 


gemacht,  die  hatiptsüchlich  zur  Kcnntniss  jener  Fläche  die  mittelbare  Ver»B- 
)  lassong  gegeben  hat.  Er  nnteraachte  nämlich  in'dem  11.  Band  der  von  ihm 
herausgegebenen  Annales  de  Mathemaiiques  pures  ctapplitfuees,  der  im  Jahre 
1820  erschien  —  D  u  p  i  n  veröffentlichte  seine  Arbeit  erst  im  Jahre  1812  — 
den  Ort,  an  welchem  ein  leuchtender  Pnnkt  für  ein  in  einem  andern,  von 
dem  de«  Punktes  darch  eine  Ebene  geschiedenen  Medium  befindliches  Auge 
*u  liegen  scheint,  also  z.  B.  ein  Punkt  im  Wasser  für  ein  in  der  Luft  be- 
findliches Ange.  Der  Ort  ist  offenbar  für  jede  Stellung  des  Aages  verschie- 
den ond  stellt  in  der  Aufeinanderfolge  für  die  verschiedenen  Stellnngen  de« 
Auges  die  successiven  Durchscbnittspnnkte  benachbarter,  von  dem  Punkt 
ausgehender  Strahlen,  d.  h,  die  Di.acaustik  vor,  welche  durch  die  Brechung 
von  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn  und  auf  eine  Ebene  treffen, 
gebildet  wird.  Er  konnte  seine  ünterguchnng  auf  die  in  einer  dnrch  den 
Punkt  und  das  Auge  gehende,  zur  Wasserfläche  senkrechte  Ebene  beschrän- 
ken und  fand,  dass  die  Curve  die  Evolute  einer  Ellipse  ist.  Umgekehrt 
fand  er,  dass  dir  Diacaustik  für  den  Uebergang  in  ein  dichteres  Mittel  die 
Evolute  einer  Hyperbel  ist.  Die  analytische  Ableitung  dieses  Resnltats 
kann  ich  hier  übergehn ,  da  sich  dasselbe  meist  in  den  Lehrbüchern  der 
Analysis  als  Beispiel  für  einhüllende  Curven  findet.  (S.  s-  B.  Schlö- 
milch's  Comp.  d.  An  I.  S.  132.)  Ich  werde  daher  darauf  zurückkommen, 
wenn  ich  meine  Darstellung  bis  zum  Endresultate  der  Gergonne'aohen 
Untersuchungen  durchgeführt  haben  werde.  Gergonne  wurde  durch  die 
Entdeckung  auf  die  Vermuthung  gebracht,  dass  sich  allgemein  dieCanstiken 
als  Evoluten  einfacherer  Linien  darstellen  könnten,  eine  Vermuthung»  die 
sich  vollkommen  bestätigt  hat. 

In  einer  folgenden  Abhandlung  von  Gergonne  (Bd.  14  seiner  Annn- 
len)  weist  er  das  Malus*ache  und  das  Dnpin'sche  Theorem  analytisch 
nach  und  macht  einige  Zusätze,  die  leicht  daraus  folgen,  so  a.  B.,  dass  wenn 
ein  System  von  Strahlen,  die  senkrecht  zu  derselben  Fläche  sind,  verschie- 
dene Brechungen  oder  Reflexionen  erfitbrt,  statt  dieser  eine  einzige  Bre- 
chung oder  Reflexion  substitnirt  werden  kann,  welche  jenen  Strahlen  die- 
selbe Richtung  ertheilt,  die  sie  nach  den  wiederholten  Brechungen  und  Jfte- 
flexionen  erhalten. 

Die  vorher  erwähnte  Vermuthung  Gergonno's  Hcheint  auch  eini 
andere  Mathematiker  veranlasst  zu  haben  ,  diesen  Gegenstand  weiter 
verfolgen  ,  und  so  bringt  namentlich  schon  der  15.  Band  der  Annalen  (1824) 
eine  Untersuchung  von  Sturm,  worin  er  zunächst  einen  geometrischen  Be- 
weis jenes  von  Gergonne  gefundenen  Satzes,  dabs  die  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  nach  ihrer  Brechung  durch  eine  Gerade  anfeinem 
Kegelschnitt  senkrecht  stehe,  giebt  und  dann  ähnliche  Untersuchungen  für 
die  Diacauwtik  des  Kreises  anstellt. 

Sturm 'b  Beweis  des  G  ergonn ersehen  Sataea  ist  folgender:  lat 
(Fig.  IS)  J  der  leuchtende  Punkt,  B  der  ihm  in  Beaug  auf  die  brechende 
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ide  CD  gegenüberliegende  Punkt,  AJ  ein  einfallender,  KJL  der  ge- 
ebene l^rahl,  so  lege  man  einen  Kreb  durch  AJB.     Dann  ist  der  Ein- 
ftUbirinkel  =  AJ Fy    der  Ureclmogswinkel  =  LJF.     Es  ist  nun  zu  unter- 
cheideu.  ob  der  Brechungswinkel  kleiner  oder  grösser  ist,  al»  der  Einfall«- 

vinkel.    lai  ersten  Fall  (Fig.  13)  sei  —  das  Brechnngsverhaltnias ,  wo  also 

>»r.    Tragt  man  nun  auf  MB  das  Stück  MG  =  MA  ab,*  dann  sind  die 

[leichscheukligen  Dreiecke  AGM  und    AJ H  ähnlich,   also    Winkel  GAM 

=  BaJmvuX  also  auch  Winkel  JAM^BAG',    Die  Dreiecke  BAG  und  dAM 

lind  folglich  ähnlich,  also  liG  .  AB ^=  J M i  J A  =  c  :a  =  const.     Der  Punkt 

bewegt  sich  also,  da  BG=  BM=  AM  constant  ist,  auf  einer  Hyperbel. 

Der  gebrochene  Strahl  JM  steht  aber   senkrecht  auf  dieser  Curvo,  weil  er 

mit  den  Hadien  vectoren  Winkel  bildet,  die  sich   zu  180°  ergänzen  {BMJ 

■•ßAJ—ABJ=\i^f  —  AMJ).      In    Jilinlich^r    einfacher   Weise   Leweist 

tortn,  dass,    wenn  der  Brechungswinkel  grösser  aU  der  Einfallswinkel 

wild,  die  gebrochenen  Strahlen  aut'  einer  Ellipse  senkrecht  stehn. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Betrachtangsweise  auf  die  Diacanstik  des 
Kreises  für  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn,  führt  Sturm  mit 
groüseui  Vortheil  einen  Punkt  B  von   der  Eigenschaft  ein,  dass   CB.CA 

t  =  r^*  ist,  und  der  also  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kreises  fällt,  je  nach- 
dem der  leuchtende  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  Ist 
nun  -/y  ein  einfallender  Strahl,  so  legt  man  durch  AJli  einen  Kreis,  an 
welchen  CJ  also  eine  Tangeute  ist.  Der  Punkt  M^  wu  der  gebrochene  Strahl 
4cn  Utilffikreis  zum  zweitenmale  schneiLlet.  kann  dann  auf  Jeden  der  .1  Bögen 
fallen,  die  darch  die  Punkte -^,  7  und /?  gebildet  werden.  Sturm  unter- 
lodit  diese  Fftlle  getrennt;  ich  gebe  hier  als  Beispiel  nur  den  Fall,  wo  M 

Mf  den  Bogen --/ 5  fällt.     Ist  das  Brechuugsverhältuiss  —  jsoist-— =  — . 

VerlAngert  man 'nun  B  M,  so  dass  MG  :  M  A^=  J  D  \  JA  wird,  und  zieht  AG^ 
dann  sind  die  Dreiecke  AJ B  nuA  AMG  ähnlich,  weil  sie  einen  gleichen 
Winkel  (>-/j1/C^=  Suppl.  B*MA=^BJA)  zwischen  prnportienalen  Seiten  hn- 
frrn.  Folglich  i>.t  Winkel  MAG  ^J AB  und  also  Winkel  B AG  —  JAM, 
Dip  Drei-rke  PAG  »ud  J A M  sind  daher  Ähnlich  und  geben   BA:BG=^ 


JA'.JM'. 


■■  n  :  c.    Folglich  ist  B G  constant  =^  B M  +  MG  ^BM+  -    M  A, 


b       MG      JB      ßC  .    , 

ivon  —  ::=  — ..=  -;—  =  TT-,  g"«efzt  wird. 
a       AM      JA       CJ^ 

Di«  Gleichung  für  ZifC  gibt  auch  a  .  M  B -^b  .  M  A=^c  .  Aß  (weil/?G.ii 
^JB,C',  denn  ßG:AB  =  JM:JA^e:n).  Der  Ort  des  Punktes  M wt 
ftlso  eine  Curve,  für  die  die  Summe  der  Producte  aus  den  Kadien  vectoren 
Qod  d<*n  CouMtauten  o  und  0  cun^tnnt  ist* 

D«««  der  gebrochene  Strahl  J  Af  senkrecht  tcu  dieser  C\)it7«  \«V,^V>%'a%\«X 


Sturm  vermittelst  eines  der  Mechanik  entlehnten  Bütses,  ohne  der  Diffe- 
rentialrechnung zu  bedürfen.  Leichter  kann  man  den  Beweis  vcrnittelst  der- 
selben Hihren,  wie  folgt:  Sei  AM^=  r,  B M=^  r  und  ds  das  Bogendiffercntial, 

,  rfr  dt  dr         dr 

so  hat  man  br  -\-  ar  =  Const:  6  - — l-ö"7~  =0i-7-  und  — -  sind  aber,  wie 

äs  ds         'ds  ds 

leicht  zu  sehen,  die  Sinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den  Hadic»! 
vectoren  macht.  Diese  verhallen  sich  also  wie  a:  —  6,  wenn  man  die  Win- 
kel nach  derselben  Seite  der  Nornjale,  oder  wie  a:b,  wenn  man  sie  nach 
verschiedenen  Seiten  derselben  rechnet,  Sie  verhaken  sich  also,  wie  die 
Siniib  der  Winkel,  welche  der  Strahl  J3f  mit  den  Radien  vectoren  macht, 
iiud  es  muss  demnach  die  Nonnale  mit  dem  Strahle  zusammenfallen. 

Fällt  der  Punkt  M  auf  den  Bogen  ^J,  dann  findet  Stnrm  den  Ort 
dieses  Punkts  in  analoger  Weise  ausgedrückt  darch  die  Gleichung 

ßG=MB  -  -  MAodet  a.IUB—b.  MA  =  c.AB, 
a 

und  endlich,  wenn  M  auf  J B  fallt,  bat  man 

-MA—MB=BG  oäer  b.MA^a.  MB  ^c,  AB, 
a 

Der  Beweis,  dass  der  gebrochene  Strahl  senkrecht  auf  diesen  Curven  st 

lässt  sich  ebenfalls  ganz  analog  dem  vorigen  führen. 

Sturm  stellt  dann  dar,  wie  die  Art  dieser  Curven  von  der  Lage  des 

leuchtenden  Punktes  und  dem  Werth  —    des    BrechuDgsverhaltnisses    ab- 

a 

hängt,  welches  letztere   auch  :^— 1   sein  kann,  so  dass  die  Brechung  in 

Ketlexion  übergeht. 

Alles  zusammcngefasst ,  hat  man  den  Satz:  Die  Caustik  des  Kreises 
für  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn*  ist  die  Evolute  einer  Curve, 
für  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Producto  aus  den  Radien  vectoren 
und  zwei  constanten  Grössen  selbst  eine  constaute  Grösse  ist.  Damit  sind 
diese  Caubtiken  in  der  That  auf  die  Evoluten  einfacherer  Curven,  denen 
eine  Gleichung  des  vierten  Grades  entspricht,. zurückgeführt,  und  diesen 
letzteren  Curven  begegnen  wir  hier  schon  zum  zweitenmale;  denn  sie  stim- 
men ofi'enbar  mit  den  Ovalen  des  Descartes  überein,  welche  dieser  u.  A., 
namentlich  Newton  und  Bernoulli  afs  aplanetische  Linien  bestimmt 
hatten,  und  es  kommen  also  denselben  Curven  zwei  gleich  wichtige  und 
merkwürdige  optische  Eigenschaften  zu. 

Zu  gleicher  Zeit,  wie  Sturm,  beschäftigte  sich  auch  Quctelet  mit 
der  Untersuchung  der  Evolventen  der  Brennlinien.  Iliusichtltcb  der  Cau- 
stiken  des  Kreises  war  er  zu  ähnlichen  Resultaten,  wie  Sturm,  jedoch  auf 
anderem  Wege  gelangt.  Ihm  gebühret  das  Verdienst,  die  Natur  jener  Evol- 
venten, oder  der  Cmtstiqucs  secondaires,  wie  er  sie  nennt,  zuerst  genauer  un- 
tersucht und  namentlich  die  auch  von  Sturm  schon  angedeuteten  Analogien 
deraelhen  mit  Kegelschnitten  näher  bestimmt  zu  haben.     Dass  er  sunächst 
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ebenfktts  gefunden  hat,  dass  die  Catacanstiken  und  ÜiacatiBtiken  für  die 
gerade  Lioio  auf  Xegelscbtiitten  senkrecht  stebn  ,  genüge  hier  erwähnt  zu 
werden,  da  diese  Entdeckaiig  uiclit  neu  ist  and  auch  der  Bewei«  keine  Vor» 
ee  vor  deoi  Stürmischen  darbietet. 

Nea  ist  dagegen  die  Betrachtung  jener  Evolnton  als  einhüllender  Cur- 
fveo  Ton  Kreisen.     Er  zeigt  diese  Beziehung  zuerst  an  der  Catacausttk  des 
[Kreises    und    «agt    darüber:    Die  Brennlinio   eines  Kreises    für  Strahlen, 
^welche  von  einem  Paukte  ausgobo,  steht  senkrecht  anf  der  Enveloppe  der- 
jenigen Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  rcflectirenden  Kreisperipherie 
liegen  und  deren  Peripherien  bestHndig  durch  den  leuchtenden  Punkt  gehen. 
Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  am  leichtesten,  wenn 
msn  die  Evolvente  der  Brennlinie,  wie  oben ,  als  den  Ort  des  Bildes  des 
leuchteuden  Punktes   auffasst;    da  da«  Bild   dieses  Punktes  demselben  in 
Bezug  auf  Tangente  des  Kreises  symmetrisch  gegenüberliegt,  so  kttnn  man 
offenbar  für  jeden  Punkt  des  reflectirendeu  Kreises  einen  Kreis  construiren, 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  rcflectirenden  Kreisperipberie  liegt  und  dessen 
Peripherie  durch  den  leuchtenden  Punkt  und  sein  entsprechendes  Bild  hin- 
l durchgeht;  die  unendliche  Zahl  dieser  Kreise  wird  aber  von  der  Ourve  um- 
hüllt, welche  den  Ort  des  Bildes  des  leuchtenden  Punktes  bildet  (oder  auch 
die  Form  der  reflectirtenden  Welle  darstellt)  und  von  der  die  reflectirton 
Strahlen  also  senkrecht  auszugehen  scheinen. 

Quetelet  selbst  bedient  sich  jedoch  dieses  Beweises  erst  in  einer  spä- 
tem Abhandlung  (voni  Jahre  1829,  während  die  erste  aus  1825  ist)  und  gibt  in 
der  erstem  einen  speciollern  Beweis,  so  dass  derjenige  für  die  allgemeine 
Form  seines  Satzes  nicht  daraus  abgeleitet  werden  kann.  Dieser  allgemeine 
Satz  heisst  aber: 

Gehen  Strahlen  von  einem  Punkte  aus  und  treffen  auf 
eine  brechende  Cnrve,  so  stehn  sie  nach  der  Brechung  senk- 
recht auf  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  brechenden  Curve  liegen  und  deren  Radien  zu  den 
lEntfernungender  Mittelpunkte  von  dem  leuchtenden  Punkte 
[in  dem  constauten  Verhültuisse  stehen,  dass  der  Sin  um  dos 
Brechungswinkels  zum  Sinns  des  Einfallswinkels  bildet. 

Es  ist  dies  also  derselbe  Satz ,  den  wir  schon  im  Anfange  dieser  Dar- 
Inng  aus  den  Principien  der  Undulationstheorie  abgeleitet  haben.     Die 
kfsirnng  der  Form  dieses  Satzes,  der  nich  in  der  obigen  Fassung  offenbar 
nicht  auf  den  Fall  anwenden  Iftsst,  wo  der  leuchtende  Punkt  in  unendlicher 
lüinfernung  liegt,  verdanken  wir  —  ausser  Quetelet  selbst  —  namentlich 
f«r gönne  und  Sarrus. 

Eine  merkwürdige  Beziehuug  zwischen  den  Evolventen  der  Brenn- 
Ihnen  und  den  Kegelsclmitten  findet  sich  dann  weiter  in  Quetelet *g  Ab- 
baudlung  angegeben:  Projicirt  man  nämlich  eine  Caustique  se- 
toudaire  auf  eine  Kng-elobfrflüche,  so  kann  dVcaei  Vk^'^^^Naöxw 


«nf  eine  »weite  Ebene  so  projicirt  werden,  dasB  diese  sweite 
Projection  ein  KegelschDitt  wird.  Diese  merkwürdige  Eotdeckang 
ist  am  60  werthvoller,  als  sie  in  ganz  einfacher  Weise«  nur  durch  geschickte 
Combination  einiger  bekannter  Sätze  ans  der  Projectionslehre  und  über  das 
PÄScarsche  Sechseck  abgeleitet  ist.  Die  aus  der  Projectionslehre  be- 
nutzten Sätze  sind  hauptsächlich  die  beiden  folgenden«  die  man  in  den  be* 
treffenden  Lehrbüchern  bewiesen  findet.  (8.  z.  B.  Hei«,  Stereometri©, 
Anhang  V.)  £vi>tens:  Jeder  Kreis  projicirt  sich  stereographisch  auf  die 
Kugel  als  Kreis,  und  zweitens:  Der  Winkel,  den  zwei  Linien  in  der  Ebene 
bilden,  ändert  sich  nicht  durch  tlte  Projection  auf  die  Kugel. 

Ist  L  ein  leuchtender  Punkt,  und  werden  die  Strahlen  von  einer  Kreis 
peripberie  reflectirt,  so  entsteht  eine  der  schon  mehrfach  besprochenen  Cau$- 
tiqut's  secondaireSy  die  man  also  auch  als  Bilder  des  Punktes  L  in  Bezug  auf 
die  Tangenten  für  alle  Puukto  des  Kreises  auffassen  kann.  Nimmt  man 
nun  auf  der  Causlique  secondaire  ü  Punkte  an,  so  entspricht  jedem  derselben 
eiue  Tangente  des  Kreises,  und  die  z.  B.  einem  Punkte  Ä  entsprechende 
Tangente  ist  in  allen  ihren  Punkten  gleichweit  von  dem  Punkte  A  und  dem 
leacbteudeu  Punkte  L  entfernt.  Ebenso  die  einem  zweiten  Punkte  B  ent- 
sprechende Tangente  von  diesem  Punkte  und  von  Z;  und  folglich  ist  der 
Durchschnitt  a  der  beiden  Taugenten  von  J,  B  und  L  gleichweit  entfernt, 
so  dass  man  um  diesen  Punkt  a  einen  Kreis  beschreiben  kann,  der  dnrcii 
Z,  A  und  B  geht  und  den  Quetelet  —  soweit  er  zwischen  A  und  B  liegt  — 
die  Corde  correlative  dieser  Punkte  nennt;  den  Mittelpunkt  desselben  nennt 
er  Cenlre  correlatif.  Ebenso  seien  nun  für  je  zwei  der  übrigen  Punkte  die 
CefUrcs  correlalifs  gefunden ,  so  dass  den  Punkten 

A  u.  5;  B  \x.  C-^  C\x   />;  D  u.  /i;  E  w.  F\  F  u.  A  enUprcchen 
ö;  h;  c;  d;  €'^  /*, 

so  sind  diese  6  Punkte  a,  b,  c,  t/,  e  und  /*  die  Eckpunkte  eines  dem  Kreise 
umschriebeneM  Sechsecks.  Die  Diagonalen  «rf,  ic,  c/' desselben  schneiden 
sich  dann  nach  dem  Pascarscben  Satze  in  einem  einzigen  Puukte,  der  m 
heissen  möge.  Die  beiden  Cordes  correlaiives  AB  und  l^E  haben  dann  ihre 
C^ntrc  auf  derselben  Diagonale  arf.  Die  Kreisbögen  schneiden  sich  nach 
ihrer  Definition  in  dem  leuchenden  Punkte  L  und  also  noch  in  einem  zwei- 
ten Punkte  R,  der  dem  Punkte  L  in  Bezug  auf  die  Diagonale  symmetrisch 
gegenüberliegt.  Daher  stehn  auch  diese  beiden  Punkte  glcichweit  von  dem 
Durchscbnittspunkte  m  der  Diagonale  ad  mit  den  beiden  andern  Diagonalen 
be  und  t'/"  ab  und  man  hatmZ  =  wiÄ.  Ist  entsprechend  R'  der  zweite 
Durchschnittspunkt  der  Cordes  correlaiives  BC  uud  EF^  so  hat  man  ebenso 
mL  =  mR\  und  wenn  endlich  B"  der  zweite  Dnrchschnittspunkt  der  Cordes 
CD^  FA  ist,  so  ist  auch  mL^^mR" ,  Legt  man  also  durch  L  einen  Kreis  nm 
m,  80  geht  dieser  auch  durch /2,  ä'  und  R".  In  anderen  Worten:  Wenn  mau 
um  eine  Cnustigue  secondaire  ein  Sechseck  aus  Cordes  correlaiives  beschreibt, 
so  schneiden  sich  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  desselben,  genugsam 


I 
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TerlSngert,  in  drei  auf  demselben  Kreise  mit  L  liegenden  Ponktpn.    Proji- 
cirt  nmn  nnn  die  Caulique  nebst  dem  Sccbseck  auf  eine  ihre  Ebene  beruh* 
rende    Kugel  (den   dem   Berührtingspankt    diametral    gegenüberliegenden 
Punkt  als  Projectionscenlrnra  genommen),  dann  projicJrt  sich  jeder  der  ge- 
inten Kreise  alg  Kreis   und   diese  geh«  alle  durch  die  Projcction  des 
^aDkies  L.    Je  zwei  Cordes  correialtüfs  schneiden  aich  in  einem  Punkt  und 
ie  drei  Durchschnittsspunkte  liegen  mit  der  Projection  von  L  auf  demselben 
Lreiae.     Nimmt  man  die  Projection  von  L  als  neues  Projectionscentrum 
id  projicirt  auf  die  diesem  neuen  Centrum  entsprechende  Ebene,  dann 
^rojicireo  sich  alle  durch  das  Centrum  gehende  Kreise  als  gerade  Linien: 
>lglicb  projiciren  sich   die  sechs  Cordes  correiatives  nun  als  ein  der  Pro- 
ection  der  Caustique  eingeschriebenes  Sechseck;  der  Kreis  aber,  der  auch 
'  der  Kugel  durch  die  Projectionen  der  Punkte  i?,  i?'  und  R"  geht,  pro- 
jicirt sich   ebenfalls  als   gerade  Linie,  d.  b.  die   nenen  Projectioneu   der 
Dürchschnittspnnkte  je  zweier  gegenüberliegeiider  Seiten  des  in  die  Pro- 
jection der  Causliqxte   beschriebenen  Sechsecks    liegen   auf  einer  geraden 
Vliinie.     Diese  Eigenschaft  kommt  aber  nur  den  Kegelschnitten  zu  und  die 
icue  Projection  Causlique  seconduire  miiss  daher  ein  solcher  sein. 

Die  Formeln,  welche  Qu  e  tele  t  für  die  Rectitication  und  Quadratur 
r>etner  Caustiques  secondaircs  angegeben  hat,  zeichnen  sich  durch  grosse  Ein- 
Trachheit  und  durch  verschiedene  interessante  Beziehungen  zu  den  entspre* 
I  chenden  Ausdrücken  für  Kegelschnitte  aus. 

Die  Identität  dieser  Carven  mit  den  Ovalen  des  Descartes^  auf  die 
I  ancb  Sturm  hingewiesen  hatte,  weist  dann  Qaetelet  in  einer  spätem 
I  Abhandlung  noch  besonders  nach. 

In  der  weitern  Entwicklung  der  Theorie  der  Brennlinien  verdanken 
I  wir  namentlich  G  ergonne  eine  Verallgemeinerung   und  Berichtigung  des 
▼on  Quetelet  aufgestellten  Satzes:  Die  Brcnulinien  für  irgend  eine  Ourve 
und  für  Strahlen^- die  von  einem  Punkte  ausgehn,  ist  die  Evolute  der  ein- 
bullenden Curve  aller  Kreise,  deren  Mittelpunkt  auf  der  brechenden  (oder 
» reiiectirenden)  Curve  liegt  und  deren  Kadins  in  dem  constauten  Brechungs- 
1  Terfaftltnisse  zu  der  Entfernung  des  Mittelpunkts  zu  dem  leuchtenden  Punkte 
[steht. 

£a  wurde  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass  der  Quetelet^scbe 
I  Sats  keine  Anwendung  findet,  wenn  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punk- 
tcs  als  unendlich  gross  und  also  die   einfallenden  Strahlen  als  parallel  an- 
lesehn  werden  müssen. 

Sarrns  gab  deshalb  für  diesen  FhH  folgenden  Satz  an,  den  er  aus 
\4tT  UudulationHtheorio  ableiten  wollte ^  und  der  sich  als  vollkom» 
Imen  richtig  erwiesen  hat: 

,,Die  Caustik  für  irgend  eine  Curve  und  für  parallel  einfallende  Strah- 
i  len  ist  die  Evolute  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
gegebenen  Curve  liegen  und  deren  Kadten  zu  denKnlfernaogen  der  Mittel- 
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punkte  von  einer  beliebig  angenommenen  zn  den  einfallenden  Strablen 
«enkrcchlen  Geraden  in  dem  constauten  Brochnngsverhältnisse  stehen ,  be* 
siehnngRweise  ihnen  gleich  sind  (ersteres  für  die  Brechung,  letxterea  für  die 
Reflexion)." 

Es  liegt  nun  nahe,  den  Qn et ele tischen  nnd  den  Sa rrn 8* sehen  Satz 

8o  ZU  combiniren,  dass  man  ein  Kesultat  gewinnt,  welches  sowohl  für  diver- 
gente, als  für  parallele  Strahlen  gilt,  und  dies  gelang  Gergonne  dadurch, 
dass  er  im  ersten  Falle  die  Radien  jener  Kreise,  nm  deren  Enveloppe  es 
sich  handelt,  nicht  zu  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  dem  leuchten 
Punkte  selbst  in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen  liisst,  sondern  vielmehr 
zu  der  Entfernung  dieser  Mittelpunkte  von  einer  mit  beliebigem  Radins 
um  den  leuchtenden  Punkt  beschriebenen  Kreisperipherie.  Setzt  man  dann 
den  Radius  dieses  feateu  Kreises  =0,  so  hat  man  den  Quetelet'schen 
[  8  atz  für  convergente,  setzt  man  ihn  =  oo,  so  bat  man  den  8  arm  ansehen 
Satz  für  parallele  Strahlen. 

Weiter  lag  nun  die  Vermutbung  nahe,  dass  vielleicht  dieCurve,  zu  der 
die  einfallenden  Strahlen  senkrecht  sein  sollen,  keine  Kreisperipherie  zu 
sein  brauchte,  sondern  möglicherweise  ganz  beliebig  angenommen  werden 
dürfe.  Diese  Vermtithung  lag  um  so  näher,  als  Malus  und  Dupin  schon 
früher,  wie  wir  oben  besprochen  haben,  nachgewiesen  hatten,  dass  die 
Strahlen,  welche  normal  zu  einer  und  derselben  Fläche  stehen,  diese  Eigen- 
schaft weder  durch  eine  Brechung,  noch  durch  eine  Reflexion  einbüssen 

,  können.  y 

Gergonne  untersuchte  die  Frage  analytisch  und  fand,  dass  sie  in  der    ■ 
That  zu  bejahen  sei,  so  dass  er  den  Satz  nun  so  aussprechen  konnte: 

„ÜieCaustik    für    irgend    eine  brechend  c  (oder  reflecti- 

[xende)  ebene  Curve  und  für  Strahlen,  welche  normal  zu 
einer  beliebigen,  in  derselben  Ebene  gelegenen  Curve  sind, 
ist   die  Evolute    der   Enveloppe   aller  Kreise,    deren  Mittel- 

ipankte  auf  der  brechenden  (reflectirenden)  Curve  Hegen 
und    deren    Radien   zu   den    Entfernungen    der    Mittelpunkte 

ivon  jener  Curve,   auf  denen  die  einfallenden  Strahlen  senk- 

[jecht  stehen,  in  dem  constauten  Bro  chungsverhältnisse  ste- 
hen, beziehungsweise  ihnen  gleich  sind"  (ersteres  fitr  Breeh- 
ung,  letzteres  für  Reflexion).  Analytisch  bewiesen  wurde  also  dieser  Satz 
von  Gergonne  selbst  (JunaJes,  T.  XV,  p.  354  flg.)  und  muaste  somit  als 
richtig  gelten ;  doch  blieb  ein  einfacher  geometrischer  Beweis  noch  zu  wün- 
schen tibrig. 

Aach  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  der  Ausdruck  etwas  einfacher  wird, 
wenn  man  auf  der  brechenden  Curve  den  Mittelpunkt  zweier  concentrischer 
Kreise  sich  bewegen  lässt,  deren  Radien  in  dem  bewusston  VerhÄlt- 
sisse  stehen.     Dann  wird  die  Enveloppe  des  neu  angenommenen  Kreises 
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offenbar  jene  Curve  selbst,    zu  der   die   einfallenden   Strahlen    senkrecht 
stehen. 

In  einer  weiteren  Untersuchong  überträgt  Gergonne  seinen  Sata  auf 
^en  Raam  und  bringt  damit  die  allgemeine  Theorie  der  caustischen  Linien 
Qod  Flächen  zn  der  Höhe,  die  sie  überhaupt  bis  jetzt  erreicht  hat.  Das  Re- 
sultat seiner  analytischen  Untersuchungen  (Ann.  XVI,  p.  13)  heisst  nun, 
wenn  wir  «ur  Vereinfachung,  wie  oben  zwei  concentrische  Kreise,  jetzt 
«wei  concentrische  Kugeln  annehmen  und  uns  die  Bezeichnung  f,Surftice 
U-aJectoire  orlhogonale"^  hier  beizubehahen  erlauben,  sowie  auch  die  Theo 
reme  für  die  Brechung  und  dieEetiexion,  wieobenf  in  eins  zusammenziehen, 
folgendermassen : 

,, Fallen  Strahlen,  welche  auf  einer  beliebigen  Fläche 
senkrecht  stehen,  auf  eine  brechende  (reflectirende)  Fläche, 
80  denke  man  sich  auf  dieser  dengemeinscbaft  liehen  Mittel- 
punkt zweier  concentrischen  Kugeln,  deren  Radien  in  dem 
Constanten  Brechnngsvcrhältnissc  stehen,  sich  so  bewegen, 
das«  die  eine  Kugel  fortwährend  jene  surface  trajectoire  ortho- 
gonale der  einfallenden  Strahlen  berührt,  dann  ist  die  Enve* 
loppe  der  anderen  Kugeln  eine  ebensolche  surface  trajedoire 
orthogonale  für  die  gebrochenen  (reflectirten)  Strahlen." 

Wie  das  Theorem  speciell  für  Reflexion,  und  für  parallele  und  Hir  con 
vergente  Strahlen  sich  gestaltet,  kann  man  mit  der  grössten  Leichtigkeit 
darAtts   ableiten,  ebenso   die  entsprechenden  Sätze  für  die  Ebene  daraus 
bilden. 

Es  blieb  nur  noch  ein  einfacher  geometrischer  Beweis  dafür  zu  wün- 
schen. Ein  solcher  war  bereits  von  Dupin  {^^ Application  de geomeirie^'  Seite 
lOö)  für  den  speciellen  Fall  der  Reflexion  gegeben.  Ebenso  hatte  bald  dar- 
auf Timmermauns  einen  elementaren  Beweis  für  ebene  Curven  gegeben 
(ehe  die  Sätze  auf  den  Raum  ausgedehnt  waren)  in  der  „Corresp.  math.  et 
phystqtie",  T.  1  p.  336.  Diesen  konnte  Gergonne  dann  ziemlich  leicht  auf 
den  Raum  ausdehnen  und  wir  lassen  hier  denselben,  wie  ihn  Gergonne 
giebt,  folgen  (Ann.  XVI,  307): 

Nimmt  man  zwei  feste  krumme  Flächen  an  und  denkt  zwei  concen- 
trische Kageln  sich  so  bewegend,  dass  eine  derselben  immer  die  eine,  die 
andere  die  andere  feste  Fläche  berührt  und  deren  Radien  ein  constantes 
Verhäliniss  haben,  so  wird  der  gemeinschaftliehe  Mittelpunkt  der  Kugeln 
dann  eine  gewisse  Fläche  beschreiben ,  deren  Beziehung  zu  den  festen  Flä- 
chen nachzuweisen  ist.  Denkt  man  sich  zunächst  die  beiden  letzteren  als 
zwei  sich  schneidende  Ebenen ,  so  kann  man  durch  deren  Durchschnitt  nnd 
das  Centrum  der  Kugeln  in  einer  beliebigen  Lage  eine  dritte  Ebene  legen. 

KMan  sieht  nun  leicht,  dass,  wenn  man  von  einem  beliebigen  andern  Punkte 
üeser  dritten  Ebene  Perpendikel  auf  die  festen  Ebenen  fällt,  diese  sich 
ibMkSO  verhalten,    wie  die  Radien  der  Kugeln  in  der  ersten  Lage.    Daher 
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k.inn  jeder  Punkt  der  dritten  Ebene  rU  JMittelpunkt  zweier  Kugeln  be- 
tiÄclitet  werden,  die  jeuer  Bedingung  genügen,  d.  li.  der  Ort  diesi^r  Mittel- 
punkte ist  für  die  zwei  festen  Ebenen  eine  durch  ihren  Durchschnitt 
gehende  Ebene, 

Nimmt  man  nun  statt  der  festen  Ebenen  xwei  krumme  Flüchen  an  und 
ist  31  ein  Pirnkt  der  Mittelpnnktstiäche  der  concentrischen  Kugeln,  /'  und 
Pj  die  entsprechenden  Punkte  der  Flächen  F  und  /", ,  in  denen  dieeo  Flä- 
chen von  den  aus  M  auf  »ie  gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden,  dann 
denke  man  sich  in  den  Punkten  31, 'P  und  P^  die  Berührungsebeuen  an  die 
resp.  Flächen  gezogen;  dann  wird  man,  »>tatt  auf  der  Mittelpunki«tläche  sn 
unendlich  nahen  Punkten  fortzugehen,  auf  der  entsprechenden  Berühruags- 
ebone  fortgehen  können,  damit  die  von  diesen  Punkten  auf  die  Flächen  F 
und  F,  (beziehungsweise  deren  Berührnngsebenen  P  und  /*,)  gefällten  Per- 
pendikel in  dem  constanten  VerhRltnisse  der  Perpendikel  j¥Pund  M P^  blei- 
ben. Also  gilt  auch  für  diewe  Punkte  dasselbe,  wie  oben,  nämlich  die  Per- 
pendikel auf  die  Fl&cheu  F  und  Fy  können  als  einfallende  und  gehrochene 
Strahlen,  die  zu  jenen  FlUchen  senkrecht  «ind  ,  betrachtet  werden;  damit  ist 
dann  also  der  Satz  bewiesen,  dass ,  wenn  jene  MittelpunktsHäche  eine  bre- 
chende Obertläche  darstellt,  die  Enveloppe  der  Kugeln  die  zu  den  einfallen- 
den ,   beziehungsweise  den  gebrochenen  .Strahlen  senkrechten  Flächen  sind. 

Es  bliebe  nun  noch  übrig,  die  physikalische  Bedeutung  der  hier  vor- 
kommenden einhüllenden  Flüchen  zu  untersuchen,  beziehungsweise  die 
Kichrigkeit  des  obigen  Satzex  aus  einer  einfachen  physikalischen  Betrach- 
tung abzuleiten. 

Die  Fläche,  zu  der  die  einfallenden  Strahlen  sämmtlich  senkrecht  sind, 
bestirara!  die  Form  der  Lichtwolle,  welche  durch  die  Strahlen,  die  gleich- 
zeitig aus  jener  FlÜclie  ausfahren,  bestimmt  wird.  Denn  wenn  die  Fläche 
gleichzeitig  in  allen  ihren  Punkten  zu  leuchten  auffingt ,  so  bildet  sich  um 
Jeden  dieser  Punkte  eine  kugelförmige  Eleraentarwelle,  und  aus  der  Inter- 
ferenz dieser  Elementarwellcn  entsteht,  wenn  sich  das  Licht  gleichroässig 
fortpflanzt ,  für  jeden  bestimmten  Zeitpunkt  eine  bestimmte  WoUenflächc, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  alle  ihre  Punkte  von  jener  leuchtenden 
Fläche  gleichweit  abstehen;  dass  sie  also  von  derselben  Form,  wie  diese 
ist,  und  dass  alle  «Strahlen,  die  auf  der  Icachtenden  Fläche  senkrecht  stehen, 
auch  auf  der  Wellenfläche  senkrecht  sind.  Es  kann  daher  zur  Bestimmnng 
der  Richtungen  der  einfallenden  Strahlen  «tatt  der  ersteren  Fläche  auch 
jode  beliebige  solche  Wellenliäche  substituirt  werden,  also  auch  eine 
solche,  die  schon  so  weit  fortgeschritten  ist,  dass  die  brechende  Fläche  da* 
von  geschnitten  wird  und  die  also  sich  in  Wirklichkeit  bilden  würde,  wenn 
das  Licht  sich  auch  jenseits  der  brechenden  Fläche  mit  der  gleichen  Ge> 
schwindigkeit  fortpflanzte.  Die  so  gedachte  Wellenfläcbe  kann  weiter  als 
die  einhüllende  Fläche  der  Kugeln  angesehen  werden,  deren  Mittelpunkte 
if  der  brechenden  Fläche  Hegen,  und  welche  die  WellentiAche  selbst  be> 
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tliren,    Donn  jeder  Punkt  der  brechenden  Fläcbe  würde  der  Mittelpunkt 

kngel formiger  Elementanvellen  sein,  deren  Undien  die  Entfernung 

1  Punktes  von  dem  ent^prochendcn  Punkte  der  k'uchtenden  Fläcbe  zu 

Der  €  OD  tf  tauten  Länge  ergänzten  (niinilicli  zu  der  LSnge,  um  welche  jene 

ITellcDflÄcbe   von   der  leucblenden  Welle  absteht).    Pflanzt  sich  aber  das 

MU  jenseits   der  brechenden  Fl/icho    mit   einer   andern  Geschwindigkeit 

M,  Als  diesseits,  dann  werden  die  Radien  jener  kngelförmigen  Elementar- 

»ellen  nicht  mehr  die  früheren  sein,  sondern  sich  xu  diesen  verhalren  wie 

!  Grfichwindigkcit  des  Lichts   in  den  beiden  durch  die  brechende  Flüche 

l|etreonten  Medien.    Statt  jener  Wellenfläche  entsteht  also  nun  eine  andere 

•eiche  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln  Ist,  deren  Mittelpunkte  auf  der 

ibicchenden  Fläche  liegen  und  deren  Radien  zu  der  Entfornting  der  Mittel- 

nnkl«  von  jener  ersten  Wellenfläche  in  dem  constautcn  Verhältnisse  der 

BMcbwindigkeiten  des  Lichtes  in   dem  zweiten  und  in  dem  ersten  Medium 

lltehm.  Während  also  die  einfallenden  Strahlen  auf  der  erHten  WellentJcäche 

lienbecht  stehen  würden,   stehen  die   gebrochenen  auf  der  zweiten  senk- 

Itecbl,  ond  somit  wäre  der  erste  Satz  auf  seine  physikalische  Grundlage  zii- 

mckgefübrt,   wobei  nur  noch  zu  bemerken  ist,  dass  bekanntlich  statt  jenes 

Yerhiltnisses  der  Geficbwindigkeiten  dasjenige,  welches  die  Sinna  dos  ein- 

lialloDden  and  des  gebrochenen  Strahles  bilden,  gesetzt  werden  kann,  wie 

llereifs  Hnyghens  bewiesen  bat. 

Diese  physikalische  Bedeutung  des  Gergonne'schen  Satzes  scheint 
^n  meisten  Bearbeitern  der  caustischen  Theorie  entgangen  zu  seiu ,  da  sie 
[  »icb  in  keiner  von  den  bedeutenderen  Arbeiten  findet. 

Die  Anwendung  des  Salzes  auf  einzfclne  Curven  ist  mitunter  von  gros- 
Mtn  Vurlhcll,  da  hie  die  Untersuchung  der  cauatisclien  Linien  und  Flächen 
»uf  di«  Betrachtung  einfachere^-  Curven  und  Flächen  zurückführt.  Doch  ibt 
»ein«»  Wissens  von  dieser  Anwendung  auf  einzelne  Fälle  bis  jetzt  kein 
•nigedehnter  Gebrauch  gemacht  worden;  es  sind  vielmehr  vorzugsweise 
dieselben  Caustikcn  untersucht  worden,  die  schon  bekannt  waren,  und  ist 
dalier  der  Vortheil,  den  Gergonne's  Satz  bisher  gebracht  hat,  mehr  in 
i«  Vereinfachung  der  nohandlungsweiso,  als  iu  Bereicherungen  der  Wis- 
MDjchaft  durch  neuo  Resultate  zu  suchen. 

Zu  den  einzelnen  Fällen,  die  nocli  weiter  untersucht  worden  sind,  ge- 
lurt  namentlich  die  Diacaustlk  des  Kreises,  mit  der  sich  besonders  Vincent 
de  St.  Laurent  im  17.  nnd  18.  Bande  der  Gergonne^schcn  Annalen  bs- 

tihafligt  hat.     St.   Laurent  gelangte  dabei  zu  einigen  interessanten  Bo- 
cbungen  zwischen  Diacanstik  und  Catacaustik  des  Kreises  und  wies  in 
»seinen  Fällen  die  Identität  beider  nach,  so  z.  B.  diejenige  einer  Caustik 
für  Strahlen,  die  von  einem  in  dor  Peripherie  gelegenen  Punkte  aiiNgchen, 

fd  einer  Catacaustik  für  einen  zweiten  Kreis,  dessen  Radius  zti  dem  des 
iten  das  Brechungäverbältuifls  bildet,  das  fUr  die  Diacauslik  gilt. 
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Ich  will  jedoch  hierbei  nicht  weiter  verweilen,  da  es  sich  in  LaQ 
rent^s  Arbeit  nicht  nm  eine  weitere  Ausbildung  der  allgemeinen  TheoHL 
sondern  nur  um  Anwendungen  derselben  handelt.  Die  allgemeine  Theo^ 
selbst  aber  ist  mit  dem  6 ergonn ersehen  Satze  vorlaufig  aum  Abschliß 
gekommen  und  die  Geschichte  der  Entwickelung  derselben  hat  somit  eb^-j 
falls  mit  diesem  Satze  abzuschliessen. 
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XV.  üeber  die  mehrfache  Differentiation  unter  dem  Inte^alzeiohen, 

Bezeichnet  r  eine  willkürlicho  CoustaDte,  von  welcher  die  Grössen  a 
midi  abliangen,  so  gilt  bekautitlicli  unter  gowitiäeu  Bedingungen  die  Formel: 
6  b 

'^df{x,r) db      _      ^4a 


IJ 


^y>(- 


r)dx: 


V-^<'-+r(».r)^-«-.0;rr- 


a  a 

Eine  Erweiterung  derselben  für  den  Fall,  dass  mehrmals  nach  r  difleren- 
liirt  werden  soll,  versnchto  0.  Werner  im  IS.  Tlieile  des  Grün  er  t 'sehen 
Arehiya  zu  geben  und  gelangte  dabei  zn  (Jem  Resultate: 


^-/^^- 


r)  dx 


^"^^^ '  ''^  dx  -f  ^^^  ^^' '  '^^  "^  "^-  '^'^ 


dr" 


rfr" 


l     d»/(6^         d-r(o,r), 
-^  \  h — — a 


dr'^  -       firH 

eo  Richtigkeit  seit  dem  Jahre  1852  nicht  bezweifelt  worden  ist  and 
»Icbes  daher  in  mehrere  Werke  Eingang  gefunden  hat,  z.  B.  in  das  ,,Ex- 
\(  de  lu  theorie  des  inh'grales  dc/wies"  von  Dr.  Bierens  de  Haan,  sowie  in 
in  Verfassers  „Compendium  der  hüheren  Analysis'*.  Gleichwohl  ist  die 
Lrfemllgemeinertc  Formel  unrichtig  und  zwar  durch  Verwechselung  von  to- 
^Klen  und  partiollpn  Difi'crenttalf|uotientci)  Rntstandc«,  wie  zuerst  Plerr  P. 
^K  Schonte,  Civilingenieur  io  Leyden,  bemerkt  und  dem  Unterzeichneten 
^Weflich  mitgetheilt  hat, 

Differeozirt  man  nämlich  die  Gleichung  1),  so  erhält  man  leicht: 
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d'Aft.r)       ^d'/'(a,r) 


_|d6    (//-(fe.r)      da    df{a,r) 
\  dr'       dr  dr'       dr 

Andererseits  ist  nach  Nr.  1),   wenn  man    — ^r-^    an   die  Stelle  von 

f{pc^r)  treten  lässt: 

b  b 

d7j    ~ar~^^"J      ar«     ^^"♦■"TT'  •d7'"    ar    'dr' 

und  wenn  dieser  Werth  in  die  vorhergehende  Gleichung  snbstitairt  wird, 
Bo  folgt: 

b  b 

I     rfV(M      ^d«/'(a,r)J 

^jrf/-(6,r)       a/(&,r)  j  d6       jd/-(q.r)  a/(«,r)  i  rf« 

"*'|       rfr       ""       ar       \dr^\       dr  dr       \  dr 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  die  Wem  er 'sehe  Formel  durch  Identifici- 
rung  von 

drib.r)       .,  df{b,r)            df(a,r)  dr{a,r)_ 

diese  Vertauscbung  ist  aber  nicht  erlaubt,  weil  im  ersten  Ausdrucke  6,  resp. 
a  als  abhängig  von  r  angesehen  wird,  während  der  jedesmalige  zweite  Aus- 
dinck  dadurch  entstanden  ist,  dass  zunächst  fix^)  partiell  nach  r  differen- 
tiirt  und  dann  erst  6,  resp.  a  für  x  gesetzt  wurde.  Die  Wem  er 'sehe  For- 
mel bedarf  hiernach  einer  Correction,  welche  fUr  n=2  folgendermassen 
geschrieben  werden  kann: 

db      \dr)  "*"       da       \dr)' 
Für  die  höheren  Differentialquotienten  werden  die  Formeln  zu  compli- 
cirt,  als  dass  ihre  vollständige  Entwickelang  von  Interesse  sein  könnte. 

SCHLÖMILOH. 
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XVI  Berechnung  der  hyperbolischen  danklen  Büschel  in  zweiazigen 

Krystallen. 

(Hierzu  Taf^III,  Fig.  14) 

Wft8  das  schwarz©  Kreuz  beim  Ringsystera  des  Knlkspatbs,  sind  die 
Ijperboliacben  Büschel  bei  den  Lemtribcaten  der  zweiaxigen  Krystnllej  die 
Jirbigen  Curven  sind  Linien  gleicher  Phaseudiflferenz  der  beiden  iutorferi- 
ien<ieü  Strahlen,  die  schwarzen  Büschel  sind  die  Oerter  derjenigen  inter- 
fcrirenden  Strahlen,  deren  (nabozu)  senkrechte  Azimute  mit  denjenigen  der 
ikreazten  Tarmeliue  zusammen faHen.  Ich  verdanke  J.  M  üller^s  Aufsatz 
in  Folgender  ff's  Annaleu  Band  44,  vom  Jahre  1838,  die  gewünschte  Ein- 
geht in  die  Theorie  jener  Büschel  und  glaube,  dass  es  nach  nimraehr  32 
Jahren  an  der  Zeit  sein  dürfte,  zur  weiteren  Verbreitung  mit  Hilfe  der  seit- 
her Id  Anwendung  gekommeneu  Caiculationsweise  einen  Beilrag  wie  folgen- 
(i«rArt  zu  leisten.*  Zur  Erleichterung  des  Vergleiches  werde  ich  die  Be- 
teicbuog  möglichst  beibehalten  und  Notizen  dieses  Betreffes  einstreuen^ 
•ndererseits  aber  soll  die  folgende  Abhandlung  auch  ganz  selbatatändig  da- 
üehen  mit  den  möglichst  wenigen  Voraussetzungen. 

§1. 

Es  durchlaufe  den  Kryatall  der  Wellenzng 

1)  Ax-^-  By-{-Cz  =  Ö; 
[diese  Ebene  betrachten  wir  seit  Frcsnel  als  Schnitt  der  Elasticitätsfläche 

2)  V*  =  ft'  cos'  X  -f-  6«  cos*  r  -f  C»  C05*  Z , 

»OB  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Planwelle  und  XVZ  die  Win- 
Itcl  der  Vibrationsrichtung  in  der  Planwelle  mit  den  ElasticitStsaxen  abc 
bedeuten ;  also 

a)  AcosX-\-  BcosY-\-CcosZ  =  (i 

aad 

4)  cos*  X  -f-  C05*  V  +  CO,?*  Z  =  1 . 

Di«  beiden  der  Planwelle  l)  zugehörigen  Vibrationsrichtungen  coinctdiren 
oit  dem  grössten  und  kleinsten  Fahrstrahl  de»  Schnittes  der  Elasticitats- 

^fltctie,  welche  wie  bei  einer  Ellifise  auf  einander  senkrecht  stehen  und  ge- 

^^■fboden  werden  aus 

IH   5)         ii  =  a*co8X .dcosX-^-b^cosy ,dco8Y-\'<*cosZ,dcosZ, 

^^      •   So    entliUlt  z.  B.   das   in  genannten  Pingen   reichhaltigere  Lehrbuch  von 
Jtmia   über  die  Krystiillc   mit  »wci  Axcn  nur  elf  Zeilen  Test  mit   awei  Figuren^ 
|oas»on*a  Physik  behandelt  die  /weinxigen  Krystnlle  schon  gleichtnässig  wie  die 
axig«n,  aber  beide  dem  Plane  und  Umfange  des  Werkes  entaprecbend  kürEer^  ab 
tter«  bei  Jainin  behandelt  «iod,  und  Bcer's  „Einleitung  in  dt©  höhere  Oplik'* 
Dd  Stttdtencxcerpte,  welche  über  unaern  Gegeustand  Nichts  enthalten. 
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Zar  Elimination  der  Differentiale  differentiirt  man  auch  3)  and  4)  und  erU.SE.li 
als  Resultat  die  Gleichung 

6)  A{b*—c')  cosrco$Z  +  B{c*—a*)cosZcosÄ  +  C{a*—b*)co8Xcosr=:^(^  , 
welche  im  Vereine  mit  3)  und  4)  zur  Bestimmung  der  beiden  aasgezeichne- 
ten  Richtungen  in  der  Ebene  dienen  würde. 

Allein  wir  brauchen  nur  die  Ebenen  der  Vibrationsricbtangeii  mit  der 
Wellennormale  oder  vielmehr  nur  die  Schnittlinien  dieser  zwei  Ebenen  bii< 
der  Krystallfläche. 

Diese  letztere  ist  bekanntlich  senkrecht  zur  Mittellinie  mit  den  beideC- 
optischen  Axen  geschliffen ;  Mittellinie  heisst  die  Halbirungslinie  des  spitsei^^ 
Winkels  derselben;  sie  fällt  mit  der  kleinsten  oder  grössten  Elasticit&tsax^' 
zusammen;  im  Salpeter,  worauf  weiter  unten  Anwendungen  gemacht  wef^ 
den,  ist  das  Letztere  der  Fall;  also  wenn  man  a^b^c  nimmt,  ist  die 
Gleichung  der  Krjstallfläche 

7)  Z  —  O, 

Die  eine  der  beiden  jüngsterwähnten  Schnittlinien  hat  also  die  Gleich- 
ung  von  der  Form 

8)  y  =  tan  w  .  x 

und  der  Winkel  tv  kann  das  Vibratiousazimut  genannt  werden,  gezählt  von 
der  Abscissenaxe  weg,  die  wir  mit  der  Linie  der  Endignngspunkte  der  opti- . 
sehen  Axen  in  der  Krjstallfläche  zusammenfallen  lassen. 

um  die  beiden  w  als  Functionen  von  Ay  B ^  C  zu  erhalten,  denke  man 
vorübergehend  an  diejenige  Gerade  mit  den  Richtnngscosinnssen  m,  n,  p, 
welche  auf  der  Wellennormale  zu  l),  auf  der  Vibrationsrichtung  cos  X^  cos  F, 
cos  Z  und  auf  der  Geraden  8)  senkrecht  steht,  so  hat  man 

mA-^nB-^-pC—O, 
tncos Ä-\' neos  Y-^-p cos Z=0, 

m  cos  w  -j-  w  51/1  w  =  0 , 
woraus  entsteht 

9)  C.  tanw  .  cosX—  C.  cos  F+  {B  —  Aianw)  .  cosZ  —  0, 

um  noch  cosX^  cos  F,  cosZ  zu  eliminiren,  bilden  wir  aus  3)  und  9)  die 
Proportionen 

cosX'.  cosY:  cosZ 
=  {B^+C^—A Blanw)  :  {A*lanw'\-Clanw-'A B)  :  {—AC  —  B Ctanw) 
und  sub^ituiren  in  6) ,  worauf  die  verlangte  Gleichung  entsteht : 

10)  A  B  {c*-a^  lan^w  +  [A*  {c*—a*)  -  ß'  {c*—b^)  -  (6*-a«)]  tan  w 

-AB{c'—b*)  =  0. 

Zusatz  1.     Für  a=6,    wie  -in    den  einaxigen   Krystalleo,   hStte  diese 

Gleichung  die  Wurzeln  tanw  und ,  d.  h.  die  beiden  Vibra- 

ianw 

tionsazimute  stehen  senkrecht  auf  einander.    Im  Salpeter  sind  die 

Brechungsexponenten 
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-^1,5052,      -=1,5046,       -=1,3330, 
a  0  c 

wornus  man  sieht ,  iuwieweit  diea  qocIi  als  Annüherung  behauptet 
werden  darf. 

ZDSfttz  2.    Beim  Zuflamaienhalte  mit  Gleichung  12)   a.  a.  0.  dürfte  man 
nur  das  VibratioDsazimut  w  von  der  Axo  der  y  aus  zählen. 

§2- 
Statt  der  bisherigen  Orientirang  ABC  innerhalb  des  Krystalls  bedarf 
»an  üun  des  in  der  Luft  zürn  Auge  gelangenden  Lichtstrahles.  Da  nur 
«teil  austretende  Strahlen  znr  Beobachtung  gelangen,  so  darf  als  Annahe- 
niDg  der  Einfluss  von  c  in  2)  bei  Seite  gesetzt  und  entsprechend  dem  im 
Zosulie  I)  vorhin  Gesagten  die  ordinäre  Brechung  angenommen  werden: 

n)  '-^,  =  }. 

'  Sin  q>        b 

H  C08<p*  =  C 

12)  J  =  sin  q/ .  cos  of,      ^  ==  sin  qi' .  sin  a, 

veQD  a  das  Azimut  der  Ebene  des  Strahles  und  Einfnllslothes  ist,  gezählt 
Tonder  Axe  der  a:  zu  der  Axe  der  tj  (wie  das  Vibratiotisazimut  w). 

ISubstltuirt  man  die  aus  11)  und  12)  sieb  ergebenden 
A^sbsintp',  costtf      B^^b  sinqi  .sina 
io  die  üleicbung  10)  und  löst  nach  sinq)  auf,  so  kommt 
\%)                                                      bUin^q> 
^_ (fe*  — a')rqw» 
{^—a^)  ton  w  —  [(r*—  6*)  —  (/*—  «*)  /o;i*  «']  sin  acosa—  (2 c'  —  «*—  6*)  (an  m sin'  a 
<l'H.  alle  Strahlen  von  bestimmtem  Vibrationsazimule  w  [mit  welchen  Strah- 
len dia  dazu  nahe  senkrechten  Vibrationsazimutes  nach  10)  vermöge  des 
AüllynAtors   zur  Interferenz  kommen]  erscheinen  dem  Auge  unter  den  ver- 

»BiÖge  15)  zusammengehörigen  Sehwinkela  ijp  und  Azimuten  a. 
Die  Kleinheit  des  Winkels  <p  zeigt  der  Zilhler  und  Zusata  l. 
sin  (p  und  a  sind  Radius  vector  (deutliche  Sehweite  =1)  und  Winkel 
flc»  Polarcoordiuatensysteras,   und  Gleichung  13)    giebt   «ich    als  diejenige 
eioer  Hyperbel  zn  erkennen,  zumal  wenn  wir  das  mit  dem  Factor  sina  cosa 
b«btft«te  Glied  des  Nonners  entfernen  durch  die  Transformation 

olmlich  Q  als  Winkel  der  reellen  Axe  der  fraglichen  Hyperliel  mit  unserer 
^•Axe  bestimmen  durch 

14)  /?  .  cos  2  (>  -f  .S  .  ian  iv  .  5i>i  2  p  =  0 , 

worin  sur  Abkürzung  gesetzt  wurde 


15) 


R  =  {c^-b*)  —  {c*-a^)lan'w,  5  =  20»-^ 


■h\ 


i 


ie  Gleichung  der  Hyperbel  wird  hiermit 
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16).  6*  sin*  q> 

(6*  —  a«)  tan  w 


~~  \[{p*—a*)lanW'\-Sjan.fo  cos2fj—R.sin2Q]^{S.ianw.cos2Q—R.sin2Q)sin*v 
in  den  Polarcoordinaten  sin  q>  nnd  v.  Die  Elimination  von  ^  kann  übergan- 
gen werden. 

Zusatz  3.   Wenn  das  Glied  J  (6*  —  a*)  ten  w  im  Nenner  fehlen  würde,  wäre 
die  Hyperbel  eine  gleichseitige.    Zur  Uebersicht  dessen  diene : 


—  —  ^  =  1,     a?  =  rcosy,     y=srsinv 


und  wenn  Ä  =  y 


^  —  (Ä*  4-  f)  sin*  V 


=  r«; 


1  —  2  sm*  V 

also  wäre  die  Halbaxe  der  gleichseitigen  Hyperkel 

2(6«  — a«) 


'-h/j7, 


,tanw.cos2Q  —  R  sin  2  q     ' 
Der  Znsatz  1  zeigt,  in  wie  weit  die  Hyperbeln  16)  gleichseitige  genannt  wer- 
dürfen. 

§3. 

Statt  der  unterlassenen  Elimination  von  q  bietet  diejenige  von  R  mit 
telst  14)  in  16)  den  Vortheil,  dass  ian  tv  gänzlich  aus  der  Hyperbelgleichnng 
verschwindet  und  diese  sich  noch  reducirt  auf 

,,    .  , (b^  —  a^)  cos  2q 

*"*  '^~il(.b*-a*)cos2Q  +  S]-S.sin^v 
oder  auch,  15)  benutzend»  auf 

..X  ,  .2    .  8  {,b^  —  a*)cos2Q 

^  *       *"  ^  ""  (6«  -  a«)  cos  2q  -h  (2c«  -  a«  -  6«)  cos'2i 

Dies  ist  die  Gleichung  derjenigen  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  mit  der  «-Axe 
den  bestimmten  Winkel  q  bildet. 

Setzt  man  aber  v=0  und  betrachtet  q  nebst  q>  als  variabel,  so  hat  man 
den  geometrischen  Ort  der  Scheitel  aller  Hyperbeln  vor  sich 
,«\  1  tt  •  2  {tf^—a*)  cos  2  p 

oder  kurzweg  die  Scheitelcurve. 

Dieselbe  hat  die  Form  eines  Achters,  dessen  Verschlingungspunkt 
(^  =  45®)  im  Ursprung  und  dessen  beide  Scheitel  in  der  Axe  der  x  liegen; 
für  diese  ist  ^  =  0  und 

^n\  t9    '  9         b^  —  a* 

19)  ***"»*  9»  =  ^z:^- 

Mit  Benutzung  von  ll)  erkennt  man,  dass  diese  beiden  Scheitel  der  Schei- 
telcurve gerade  die  Endigungspunkte  der  beiden  optischen  Axen  «oA, 


)ip»ePnnkte  sind  noch  weiter  ausgezeichnet  dadurcli,  dass  säramtliche  Hy- 
perbeln n)je  einen  derselben  entbalteD,  wie  mau  dort  aas  der  Substitutioa 
»  =  ^  erkennt.  [Von  dieser  erscheint  p  =  0  und  ^  ^^  0  in  18)  und  19)  als 
•pccielier  Fall,] 

Zosatz  4.  Darum  mag  es  gnt  sein  ,  sich  der  Bedetttung  der  optischen  Axe 
SU  erinnern.  Vergleichend  den  Zusatz  l)  nennt  man  ö*,  b^,  c*  die 
drei  Elasticitäten  des  Krystalls ,  und  die  Fresnel'sche  Elastici- 
tätsfläcbe  2^  ist  der  Ausdruck  des  Satzes,  das»  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Quadratwurzel  aus  der  Elaaticrtät  proportio- 
nal sei.  Trägt  man  auf  der  fraglichen  Vibrationsrlchtung  die 
Grösse  der  betreflenden  F'ortpflnnzungsgeachwindigkeitauf,  so  be- 
kommt man  die  Punkte  der  Ela.sticität8flUclie.  Um  diese  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  erbalten ,  setzt  man 

V  cos  A*  ^  j:  ,    V  cos  J'  =  y ,    v  cos  Z  =  z 
und  findel 

„2.,:3  +  l,^,f.  ^cH^=t'==  (X2  -ff/24-  Z^)  K 

Eine  Schnittebeuo  wie  l)  liefert  durch  Elimination  von  x 

Verglichen  mit  dem  Schnitte  der  Kugel  v^  =  si:r  -j;-  y^^^a  mittelst  derselben 
Ebene 


findet 


denn 


man 


/  ü  ,.2  AS 


i»t  unujüglich ,  da  die  Elasticitatsfläche  keinen  Kreisschnitt  haben  kann» 
dessen  Badins  gleich  der  grössten  Elasticitätsaxe  c  ist. 

Die  dritte  Gleichung  zur  Bestimmung   der   speciellen  Riebtun  gscosi- 
.4^  D,  C,  welche  den  zwei  KreisschDitteu  entsprechen,  ist 
A^  +  B^-^  C»=l 
so  findet  man 


^IM  81 


I 
I 


C'^'^^^^cos^'ls.U)] 


Bnd  auch  auf  diesem  Wege  die  Gleichung   19).    Die  Normalen  der  zwei 
Kreisschnitte  sind  aber  bekanntlich  die  optiiiche  Axe. 

§4. 

Berechnung  der  Scheitelcurve  beim  Salpeter  und  Construction  einiger 
H|perbeln: 


■1 


Die  im  Zusätze  I)  scboo  aogegebeneD  Zahlen  habe  ich  dem  Jnnuairt  du 
Bureau  des  Longiludes  entaommen^;  ist  0,00005  der  grösstmögliobe  Fehler  in 
diesen  AogabeD,  so  ergeben  sich  die  Elasticitäten  (Zusatz  4) 

c«  =  0,50280,     6^  =  0,44173,      a-  =  0,44137 
mit  den  Fehlern  0,00005 ,  0,00004 «  0,00004. 

Also  6*— «-  =  0,00036  mit  dem  möglichoD  Fehler  0,00008. 

Angesichts  dieser  Unsicherheit  reducirt  sich  die  Gleichang  18)  auf 
.  „  (h^  —  fl^)  cnx  2p 

wovon  eine  6ilchtige  Berechnung  ergab 


9 

»i»  ^ 

Fehler 

9 

Fehler 

"l 

^  Meter 

maUtii9 

(fi 

0,082 

0,009 

4'*40' 

30' 

204Minioi. 

15« 

450 

0,070 

0,058 

0 

0,003 
0,007 

4"  20' 

3"  20' 

0 

30' 
20' 

19         » 
0 

Die  Figur  IH  der  Tafel  4 enthalt  diese   Punkte  der   durchaus   pank- 
tirten    Scheitelcurveu    nebst  den   zugehörigen  Hyperbeln  ,  welche  coose- 
qaenter  Weise  gleichseitig  angenoninien  werden  dürfen  (Zusatz  3)  nnd  so- 
mit durch  die  Coordinaten  der  Scheitelcurve  vollständig  gegeben  sind. 
Znsatz  5.    Die  Berechnung  desAsymptoteuwinkela  2  t'  irgend  einer  Hyper- 
bel 17)  aus  der  Annahme  tp  ^90*'  würde  auch  auf  die  nahe  erfüllte 
Gleichseitigkeit  der  Hyperbeln  führen,   indem  im  ungünstigsten 
Falle,  nämlich  für  cos 2^—1  sich  2r  =  80<'40'  (Fehler  3')  ergäbe. 
Indessen  verstösst  diese  Discusslon  gegen  die  Eingangs  §  2  ge- 
machte Einschränkung. 
Znsatz  6.    A.  a.  O.  sind   den   namerischeu  Rcchnnugon   die  Werthe  zu 
Grunde  gelegt 

c«  =  0,43626 ,     6*  =  0,58081 ,     a^  =  0,5fl  100  , 
welche  einen  positiven  Krystall  bilden,  während  unser  Salpeter' 
negativ  ist  (die  mittlere  Elasticität  nahe  der  kleinsten  hat). 


§5. 

Zum  Verständnisse  der  Beobachtungen  der  dunkeln  Büschel  kann  man 
auf  die  mehr  ursprüngliche  Gleichung  13)  recurriren.  Wir  bezeichnen  die 
in  unserer  Figur  gezeichneten  Hyperbeln  in  der  umgekehrten  Reihenfolge 
zu  derjenigen,  nach  welcher  sie  in  der  Zahleutafel  des  §  4  enthalten  sind, 
mit  l,  II,  ni,  IV;  dem  entsprechend  die  beiden  Coordinatenaxen  mit  I,  als 


*  Gemessen  von  Miller.     Auch  in  Beer^s  Kinleituaf^  etc.  xn  finden. 
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die  dem  Scbeitelpünkt  0  zugehörigen  Hyperbeln.    Polarisator  und  Analy- 
Mtor  werden   in   constanter  rechtwinkliger  Stellung  gegen   die  Krjstall- 
plntte  (oder  diese  gegen  jene)  succesaive  gedroht;  ß  mag  der  Winkel  des 
Turtualinkreuzes  mit  der  Abscißsenaxe  Leissen; 
ß=  0^:  die  Hyperbeln  I  sind  schwarz,  die  nachbarlichen  II  begrenzen  das 

dunkle  Gebiet,  bei  III  und  IV  ist  Helligkeit; 
^  =  15*:  ebenso  II  schwarz,  I  dunkel  und  bei  III  Üebergaug  zur  Helligkeit 

in  IV; 
ß  =  2(f:  ebenso  III  schwarz,  II  and  IV  üebergaug  znr  Helligkeit  in  I; 
ß-4h° :  ebenso  IV  schwarz,  IH  der  Uebergang  zum  hellen  Gebiete  II  und  I. 

1  Die  erste  and  vierte  Erscheinung  werden  am  häufigsten  abgebildet;  die 
eine  ist  das  schwarze  Kreuz  der  zweiaxigen  Krystalle,  mit  dicken  Balken 
y  and  dünnerem  ^V,  welch  letzterer  noch  an  den  zwei  ausgezeichneten 
Punkten  zasammengeschnürt  ist;  diese  ZosammenschnUrung  oder  der  bü- 
icbcllormige  Verlauf  von  diesen  Punkte  aus  gilt  für  alle  Fälle,  da  in  diesen 
Punkten  alle  Hyperbeln,  die  schwarzen  xind  die  bellen  sich  schneiden;  die 

1      vierte  Erscheinung  zeigt  die  zwei  achwarzen  Hyperbeln  im  Azimute  45**. 
Znsatz  7.     Die  für  den  Salpeter,  wo  b^  wenig  von  o'  verschieden  ist,  so 
nahe  erfüllte  Kechtwinklichkeit  der  Vibrationsazimute  erhellt  auch 

l"  ebenso  ans  der  Gleichung  14)  unter  Benutzung  von  15) ,  wie  sie 

^K  i>ben  im  Zusätze  1  gefolgert  wurde. 

^^^■Aagsburg,  am  23.  Januar  IB70. 

^^^H  Prof.  Dr.  A.  Kubz. 

'  Durch  die  Gleichung  y  =^  tp  (x)  sei  ©ine  Curve   bestimmt,  deren  Rec- 

_  lifie«tioD  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  s=t}j  (ar)  fülirt;  die  Gleichung 

■  ^  y,  =  fi .  95  (x) +/,*'- 1.  V'  (^) 

liefert  dann  gleichfalls  eine  rectificabele  Curve,  und  zwar  ist 

Ä,  =  ^  .  ^f  {x)  +^/f*'-l.  (p  (a-) 
odet 


AVIL  Uotiz  über  die  Rectification  von  Corven. 


HUftQ 


*i  -yt=(f^  —  V¥^—  0  (« -  y) . 

lern  Kreise  y  =  ]/a'  —  a>*  entspricht  hiernach  für  it  =  }/T  die   trans- 
Bte  Carve 

X 


y^  =  j/2  (a*  —  X*)  +  a .  arcsin  '• 


SCHLfiMILCH. 
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XVllL   TJeber  die  Anziehung  eines  Ellipsoides  anf  einen  äusseren  Pnnkt 

Die  AnwendoDg  des  Ivory 'sehen  Satzes  erfordert  bekanntlich    die 
Bestimmung  der  reellen  positiven  Wnrzel  der  cubischen  Gleichung 


worin  a,  6,  c  die  Halbaxen  des  anziehenden  Ellipsoides,  x^y^z  die  Coor- 
dinaten  des  angezogenen  Punktes  bedeuten,  und  u  die  zu  bestimmende  Un- 
bekannte ist.  Für  den  Fall ,  dass  a,  fr,  c  wenig  von  einander  verschieden 
sind,  lässt  sich  die  obige  Gleichung  näherungsweisse  auflösen,  und  zwar  ist 
bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung 

i/  =  r» , 

Bezeichnet  k  die  Anziehung  der  Masse  i  auf  die  Masse  1  in  der  Entfernung 
1,  so  erhält  man  für  die  Componenten  der  Anziehung  des  Ellipsoides  anf 
einen  äusseren  Punkt  die  Werthe 

wobei  M  die  Masse  des  Ellipsoides  bedeutet. 

ScnLÖMILCH. 


rDie  Bestimmung  des  Osterfestes,  das  einerseits  von  der  Vertlieilon^ 
rocheotage  im  Jahre,  andererseits  von  dem  Wechsel  des  Mondes  ab- 
gingt, hat  von  jelier  den  Chronologen  zu  schaffen  gemacht.    lo  früherer 
»Zeit  gebrauclite  man  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  eine  Reihe  von  Flilfs- 
frössen,  den  Sonnenzirkel,  den  Sonntagsbuchstaben,  die  goldene  Zahl  und 
üe  Epacton  sammt  mehreren  dazu  gehörigen  Tafeln.    Seit  jedoch  Gauss 
tn  7,  Zach 's  monatlicher  Correspondenz,  1800  (Bd.  II,  S.  121),  eine  einzige 
>h»üdliche  Formel   dafür    angegeben   hat,   nimmt  man  von  ihnen  Umgang. 
6ftQ8  8  selbst  gab  keinen  directen  Beweis  seiner  Formel,  sondern  deutete 
ihn  nur  an   mit  dem  Beifügen,   dass   derselbe   auf  Gründen  der  höheren 
Arithmetik  beruhe,  in  Rücksicht  aufweiche  er  sich  noch  auf  keine  Schrift 
beziehen  könne.     Die  Disquisitiones  arithmelicae   waren  damals  noch  nicht 
«rstchienen.  Im  Jahre  181Ö  berichtigte  er  in  Lindenau'  und  Bohnenber- 
ger's   Zeitschrift   für   Astronomie   (Bd.  I^    S.  158)    einen    der  gegebenen 
Aasdrücke,  indem  er  bei  der  ersten  Publication  den  Umstand  unbeachtet 
gelassen  hatte,   dass  die  im  Jahre  4200  anzubringOBde  Moodgleichung  auf 
^^dw  Jahr  4300  verschoben  wird.    Aehnliche,  wenn  auch  nicht  so  einfache 
^Hbd  prScise  Formeln  entwickelte  Delambre    in  der  ^,Connaissance  des 
^B^iif**  (1817,  S.  307),  und  wiederholte  sie  in  der  f^ffiatoire  de  Tastronomie  mo- 
^nferM**  (Bd.  I,  S.  lö),  ohne  indess  den  Nachweis  zu  leisten,  dass  sie  mit  den 
Gau  SS 'sehen  gleichbedeutend  sind.    Ebenso  tbeilten  Tittel  in  Methodus 
tiehnica  hrevis,  perfacilis  ac  perpetuaconstrucndi  Calendarium  ecclesiasticum,  Göt- 
lingen  181Ö,  und  Piper  in  Grell e's  Journal  für  Mathematik,  1841  (Band 
XXII,  8. 117),  den  nämlichen  Gegenstand  betreffende  Formeln  mit»  jedoch 

Z«U«hrin  r.  MAlhemalik  a.  PhyftJk  XV,  4.  \^ 
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um  eine  Einheit  vor.  Bezeichnet  man  daher  die  in  der  Jahr  zahl  i  enthal- 
tene Siicularzfthl  mit  s,  so  ist  die  an  dem  vorhin  gefundenen  julianischen 
Datum  S  der  Sonntage  in  posilivem  Sinne  anzubringende  Correction 

von  welcher  Zahl  man  je  7  Einheiten  mit  dem  in  S  vorkommenden  letzten 
Gliede  1ü  vereinigen  kann.    Um  die  Osterformel  einfach  za  gestalten,  fUh-  { 
ren  wir  statt  g  eine  Zahl  w  ein,  welche  um  6  grösser  ist  ala  g  und  von  der 
man    ebenfalls  je    7  Einheiten   weglassen   darf.     Setzt  man  demnach  der 
Kürze  wegen 

"Hl- 

BO  wird 

oder 

,)  „=(^-±i--^.) 

und  g=^n — 6.  Hierdurch  wird  das  Datum  der  Sonntage  vom  25.Februar  an 
verwandelt  in 

4)  S  =  2f»  +  4c-f  n— 6  +  7P  März, 

und  derjenigen  vom  1.  Januar  bis  24.  Februar  im  gemeinen  Jahre 

5'=2ft-|-4c  +  «  +  4  -f  7i'  Janwar 
und  im  Schaltjahr  gleich 

2/j  +  4c  +  «  +  5  +  7e', 
wenn  man  —14  mit  Iv  vereinigt.    Will  man  den  ersten  Sonntag  im  Jahre  i 

wisaen,  so  ist  sein  Datum  gleich  (  —  )  ^nd  giebt 

im  gemeinen  Jahre  den  l j  Januar, 

„  Schaltjahre  „  ( 3— — L— !— j 

Die  Formeln  4)  und  5)   gelten   auch   für  den  julianischen  Kalender, 

wenn  man  g=i}  oder  n^Q  setzt,  und  sind  somit  ganz  allgemein. 


5) 


IL   Der  Ostervollmond. 

Die  kirchlichen  Neumonde  fallen  nicht  mit  den  astronomischen  zusam- 
men, sondern  werden  cyclisch  bostimrat.  Es  sind  nämlich  19  julianische 
Jahre  von  365,25  Tagen  sehr  nalio  gleich  235  synodischen  Monaten  von 
29,53050  Tagen,  und  der  Unterschied  beträgt  nur  0,t>613  Tage,  um  welchen 
Betrag  die  ersten  grösser  sind  als  die  letzteren.  Nach  10  Jahren,  einem  so- 
genannten Met on 'sehen  Cyclus,   werden  die  Neumonde  wieder  auf  die 


tre  Sonntage  rücken  im  Datum  um  je  eine  Einheit  rückwärts  und  fftllen 
I  besüglich  auf  den  7u — 1,  7m  — 2,  7ü  — 3**"  März.    Im  Jahre  4,  welches 

»jeder  ein  Schaltjahr  ist,  wird  das  Datum  der  Sonntage  vom  25.  Februar  an 
I  zwei  Einheiten  kleiner  und  in  den  drei  folgenden  gemeinen  Jahren  um 

je Dine  Einheit ,  also  hezüglich  gleich  dem  7u— 5,  7u  — 6»  7«  — 7,  7«— 8^"* 

^iri  n.  s.  f.     Man  hemerkt   leicht^  dass  sich   das  Datum  der  genannten 

3otti)ta);e  durch  den  allgemeinen  Ausdruck 

■pebt,  wo  »  die  Jahrzahl  bedeutet  und  mso  zu  wählen  ist,  d&ss5positiv  wird. 
Man  kann  diesen  Ausdruck,  den  Piper  a.  a.  0.  verwendet  hat,  durch 
ßofäbrung  der  Grössen 

-')  -&)•  ^=(0 

wandeln.    Dadurch  nämlich  erhält  i  die  Formen 

Itotans 


a:  = 


Ty-b^C 


=.2y- 


y  +  6  — c 


4  *'  4 

Da  das  letzte  Glied  eine  ganze  Zahl  z  sein  muss ,  so  erhält  man  der 
B«ilie  nach : 

y^4z^b-\-c, 

i  =  28j  — 76-|-8c  =  28c  — 8//  +  8c  +  i>, 


(i)=7.-..  +  .e. 


f  folglich,  wenn  man  —10c  in  4c  — 144:  verwandelt  und  sümmtliche  durch  7 
Ibeilbaren  Glieder  in  ein  Glied  7r  vereinigt, 

Sr^2b  +  4r  +  lv  März, 
BUter  r  wieder  eine  ganze  Zahl  verstanden. 

Die  Einführung  des  gregorianischen  ^le&ders  nahm  hieran  folgr^nde 
Äcn>ierungcn  vor.  Zunächst  wurden  im  Jaliro  1582  10  Tage  =  1  Woche 
f  3 Tage  dadurch  weggelassen,  dass  man  nacL  dem  4.  October  sofort  den 
IL  sählte,  Qm  die  Frühlingsnachtgleicbe,  welche  inzwischen  auf  den 
IhHärz  »urHckgewichen  war,  wieder  auf  den  21.  zu  bringen.  Infolge  des- 
I  r&ckten  die  Sonntage  des  gregorianischen  Jabres  um  drei  Einheiten  im 
Dm  vor,  da  man  in  der  Folge  der  Wochentage  keine  Aendernng  ein- 
en  lies«.  Damit  ferner  die  Nachtgleiche  auch  in  Zukunft  auf  dem  Dattim 
\2\.  März  stehen  bleibe  oder  höchstens  einen  Tag  davon  abweiche,  d.  h. 
Dit  das  bürgerliche  Jahr  mit  dem  astronomiscben  im  Einklang  bleibe^ 
ordnete  Papst  Gregor  XIII.,  daas  in  den  Säcularjahren,  deren  Säcular- 
kl  nicht  durch  4  theilbar  ist,  der  Schalttag  weggelassen,  dagegen  bei- 
allen werden  solle,  wenn  die  Säcularzabl  durch  4  theilbar  ist.  Pei  jeder 
AualaMung  des  Schalttages  rücktdas  Datum  der  Sonntage  vom  2rj.Fehtu«.t  bjci 
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fallen,  so  tritt  der  Ostervollmond,   auch  Osterg renze  genannt,  13  Tage 
nach  dem  dritten  oder  vierten  Neumonde  ein  und  trägt  das  Datum  des 

(M?)  +  ,3„Jerf^^")  +  .3  +  30M«rz. 

Die  Differenz  zwischen  dem  21.  März  und  dem  Datum  des  Ostervol! 
mondes  soll  aher  weniger  als  30  Tage  betragen,  folglich  ist  in  beiden  Fällen 
daa  Datum  des  julianischen  Ostervollmondeß  der 

23-f  IÖÖ+13— 21 


-+C^^±^3F^)"-  ^ 


März 
■  \  30  / 

oder 


')  r=«+Ci^>.„. 


I 
I 


Man  päogt  die  Zahl  '^Hr  1  >  welche  den  Rang  des  Jahres  i  in  einem  dio- 
nysianischeu  Cyclus  von  19  Jahren,  dem  sogenannten  Mondzirkel,  au- 
giebtf  die  goldene  Zahl  zu  nennen. 

Anders  verfuhren  Aloysius  Lilius»  der  Verfasser  des  gregoriani- 
schen Kalenders  und  die  zu  dessen  Prülung  niedergesetzte  päpstliche  Com- 
mission.  Sie  bezeichneten  die  Tage  des  Januars  vom  1.  an  mit  den  Zahlen 
0,  XXIX,  XXVIII,  ...  in,  II,  I,  welche  die  Epacten  (Ergänzungstage) 
bedeuten»  d.  b,  das  Alter  des  Mondes  am  1,  Junuar,  der  Tag  des  letzten 
Neumondes  im  vorigen  Jabre  als  der  erste  Tag  gezählt.  Diese  Zahlenreihe 
wiederholt  sich  vom  31.  Januar  an  in  der  nämlichen  Weise  bis  zum  31.  De- 
cember  für  alle  Tage  des  Jahres  im  immerwährenden  Kalender.  Die 
Epacten  XXIV  und  mit  ihr  alle  folgenden  rücken  am  6.  Februar,  6.  April, 

4.  Juni,  2.  August,  30.  September  und  28.  November  um  je  1  Tag  zurück  und 
kommen  also  dann  auf  die  nJimlichen  Tage,  welche  die  Epacten  XXV 
haben.  Die  Epacten  XXV  werden,  wenn  die  goldene  Zahl  ö  -f  1  >►  11  oder 
« >  10  ist,    mit  arabischen  Ziffern  25   geschrieben,    und  vom  5.  Februar, 

5.  April,  3.  Juni,  L  August,  30.  August,  29.  September  und  27.  November  auf 
die  vorhergehenden  Tage,  die  die  Epacten  XXVI  haben,  gesetzt,  wobei 
jedoch  die  übrigen  Epacten  ihre  Stellen  unverändert  beibehalten. 

Durch  diese  sinnreiche  Combination  von  abwechselnden  Monaten  von 
30  und  29  Tagen  mit  am  Ende  gewisser  Jahre  eingeschalteten  Monaten 
von  30  Tagen  bewirkten  sie  für  den  immerwährenden  Kalender,  dass  1.  in 
einem  Cjclns  von  IH  julianischen  Jahren  oder  235  Monaten  die  Neumonde 
wieder  auf  die  nämlichen  Daten  fallen,  2.  dass  der  Monat,  in  den  das  Neu- 
jahr fallt,  immer  30  Tage  zahlt,  und  3.  dass  der  vierte  Monat  des  Jahres 
ebenfalls  30  Tage  enthält,  falls  der  dritte  Vollmond  vor  dem  21.  März  ein- 
tritt. Von  der  dntten  Bestimmung  giobt  es  zwei  Ausnahmen:  Wenn  näm- 
lich ihr  zufolge  der  vierte  Neumond  auf  den  6.  April  fiele  (der  Vollmond 
^nf  den  10.),  so  wird  er  auf  den  5.  zurückversetzt,  und  wenn  er  auf  den 
^pri^ole  (der  Vollmond  auf  den  18.)  und  gleichzeitig  die  goldene  Zahl 


Jb+i>n  oder  rt]>>10  ist,  so  wird  er  auf  den  4.  verlegt.  Vergl.  Chr.  Cla- 
irins  {Explkatio  calendarii,  Opp.  Bd.  V  S.  101,  M ogunt.  \Q12)  und  Chr. 
\r<)Iff  (£'/mtv/to  mathes.y  Bd.  III,  Chrouologia.) 

Die  DiffereuÄ  von  0,0613  Tagen,  um  welche  19  julianische  Jahre  grös- 
Mr  siod  als  235  synodische  Monate,  macht  in  310  Jahren  einen  vollen  Tag 
108,  am  welchen  die  kirchlichen  Neumonde  den  astronomischen  vorgehen, 
Seil  der  Aufstellaug  des  julianischen  Festkaleuders  im  Jahre  544  waren  bis 
um  Jahne  1582 ,  wo  der  gregorianische  eingeführt  wurde ,  1038  Jahre  ver- 
I^Ksen,  so  dass  der  Unterschied  der  kirchlichen  und  der  astronomiscben 
Neumonde  3  Tage  betrug.  Um  die  Uebereinstimmung  wieder  herzustellen, 
rerminderte  man  das  Datum  der  erßteren  zunächst  um  3  Einheiten  und 
tUillte  dadurch  den  ersten  Neumond  des  Jahres  i  auf  den 
23+ 19a  — 3  \      /20  +  19a^ 


(- 


'-hC^) 


Januar. 


30  y      V      30 

Die  Correction  der  Daten  durch  die  Auslassung  von  10  Tagen  im  October 
1582  verwandelte  das  vorige  in  den 
^30  +  19« 


('^)=CI^)-»- 


Hieraus  erhält  man  nuti  in 
dttD  OfftervoUmond 


gleicherweise,  wie  im  julianiachen  Kalender, 


^=fil  +  ( 


19a  +  13  — 'U 
30 


)=-^'  +  (^^^^i^1 


März 


oder 


/lOn 


+  22^ 


»ovoü  nur  die  beiden  obenerwahnteti  Fälle  eine  Ausnahme  machen. 

Das  Datum  dets  juliauischen  und  des  gregorianischeii  Oster  Vollmondes 
^D&  darch  die  gemeinschaftliche  Formel 

8)  r:=  21  +  rf, 

to 

,)  ,      /l9«+m^ 


'=(^^) 


aoegedrückt  werden.    Im  julianischeu  Kalender  ist  beständig  m=s  ib  und 
I  gregorianischen  von  1582  bis  1599  m=22. 

Die  Zahl  d  und  mit  ihr  die  Zahl  m  unterliegt  im  gregorianischen  Ka- 
iler  für  die  folgenden  Jahrhunderte  zwei  Correctiouen,  welche  die  Son- 
und  die  Mondgleichung  genannt  werden. 

Die  Sonnengleichung  rührt  davon  her,  dass  der  Schalttag  in  400  Jah* 
dreimal  weggelassen  wird  und  somit  das  Datum  des  Oatervollmondes, 
sich  nach  der  Länge  des  julianischen  Jahres  von  36o,25  Tagen  richtet, 
boi  jeder  Weglassung  um  einen  Tag  vorrückt.    Bezeichnet  man  dieSonnen- 
ucbung  mit  hy  so  ist,  wie  bei  der  CorrectioD  g  der  Sonntagsdaten^ 
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'9 


wülclier  Ausdruck  zu  m  addirt  werden  muss. 

Die  Mondgloicbuug  entspringt  aus  der  Differenz  von  19  jalioniscbetk  I 
Jahren  und  235  synodisclien  Monaten.  Sie  beträgt  in  10  Jobren  0,0öl3Tage, ' 
d.  li.  in  310  Jabren  1  Tag  und  in  2480  Jahren  8  Tage,  welche  vom  D«tum 
des  Ostervollmondcs  abgezogen  werden  müsseD.  Sie  wird  angebracht,  in- 
dem  man,  von  den  Säcularjabren  1800,  ISW,  C800  o.  s.  w.  ausgehend,  siebttl 
Gruppen  von  je  drei  Jabrhuuderten  uod  nach  ihnen  eine  solche  von  ^ 
Jahrhunderten  bildet,  so  zwar,  dass  die  Moudgleichung  in  jeder  folgendai  j 
Gruppe  um  eine  Eiolicit  grösser  ist,  als  in  der  vorhergehenden,  soiniti&l 
25O0  Jabren  um  8  Einheiten  zunimmt.  Die  Mondgleichung  wird  die  Fomi 
haben: 

\  25 
wo  CK  uad  j3  constantc,  noch  zu  bestimmende  Zahlen  sind.  Denn  erste 
nimmt  dieser  Ausdruck  um  8  zu,  wenn  s  um  25  zunimmt,  und  zweitens  bil 
den  seine  Wertlie  für  um  je  1  Einheit  fortschreitende  &  abwechselnd  TGraj 
pen  von  3  und  eine  von  4  gleichen  Zahlen,  wie  eö  bei  der  Moudgleichun 
sein  soll.  Die  Constante  a  bestimmt  sich  dadurch,  dass,  um  eine  Grupp 
von  4  gleichen  Wertben  von  k  zu  gehen,  die  Division  bei  der  ersten  Sacu 
larzahl  $  dieser  Gruppe  aufgehen  rausSj  demnach 

(-^j-0,       a-25a-8s, 

unter  h  eine  ganze  Zahl  verstanden.    Das  Säcularjahr  3900  ist  das  erste  de 
Gruppe  3900,  4000,  4100,  420O  von  unveränderlicher  Mondgleichung.     Seti 
uiau  also  «  =  3Ö  und   wählt  für  b  die  Zahl  13,    die  den  kleinsten  positive! 
Worth  von  a  gieht,  so  wird  a  =  13  uod 

Da  endlich  die  Mondgloicbung  im  Jahre  1800,  wo  *  =  1H,  zum  ersten 
Mal  angebracht  wurde  und  den  Werth  1  hatte,  so  ergiebt  sich  /5—  —  5  und 


10) 


Ar  =  p  — 5,     wo/»: 


*  Muti  kuuti  auch  setzen: 


A^m): 


welche  Formel  Delambre  gebraucht  bat.    Bib  tum  Jahre  4190  ist  einfach 
wie   Gauss  zaerst  angegeben  hatte. 


Von  Dr.  H,  Kimkelin'. 
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30 


Durch  die  beiden  Correctiouen  A  und  A  au  dem  gregorianischen  Oater- 
illmond  wird  m,  von  dem  man  je  30  Einheiten  wegnehmen  darf,  gleich 

1  oder 

30  / 

Um  endlich  auch  den  zwei  Ausnaihincfjillon,  wo  dio  Formel  O)  ein  um 
bcn  Tag  zu  weit  vorgerücktey  Datum  gicbt,  Rechnung  zu  tragen,  nämlich 
r=  19,  April  =  21 -f  2Ö.  März,  folglich  d^2Q,  sowie  wenn  (/  =  28  und 
Biehzeitig  a^lO  ist,  so  kann  mau  von  (/  noch  die  Correction 


11) 


m 


-('- 


B) 


^=« 


ieben,  welche  nur  in  diesen  zwei  Fällen  =  1 ,  sonst  aber  =0  ist. 

Lilius  bestiramte  die  Neumonde    eines  Jahres   aus  den  Epactcn. 
im  Vorigen  der  erste  Neumond  im  Jahre  suhon  direct  gefunden  wurde, 
erhält  man  umgekehrt  die  Epacten  dadurch,  das»  man  das  Datum  dieses 
leumondes  von  31    bubtraiiirt^    da  der   Monat,    in  den  das  Neujiihr  lallt, 
dr  30  Tage  zählt.    Sie  werden  demnach  von  1582  bis  1500  gleich 
•11  _  (}2J1\  —  /31  — 19a-f  30a\  _  A  +  11  o\ 

Bringt  man  au  ihnen  die  Sonnen-  und  die  Mündgleichung  wie  bei  dem 
itervollmond  an ,  aber  in  umgekehrtem  Sinne ,  ao  werden  die  gregoriani- 
cben  Epacten  allgemein 

,3)        r_/i+ll«^-*-A^_/^ll«+;»+9-! 


-{■* 


h\  ^  /ll«+;?  +  g-gH-8\ 


30  /      \  30 

Der  jnlianische  Kalender  kennt  in   Wirklichkeit  die  Epacten   nicht. 
Was  man  gewöhnlich  die  julianischen  Epacten  nennt,  igt  eine  ans  der  gol- 
aen  Zahl  a-^  1  berechnete  Zahl,  nämlich 


14) 


^^  /ll.(a+l)\ ^  /ITHMIX 
l.         30       J       l       30       7* 


Die  Differenz  der  julianijschon  von  den  gregorianischen  Epacten  iBt 
Ibrend  eine»  Jahrhunderts  constaut  und  dient  gewöhnlich  dazu ,  die  lotz- 
rca  aas  den  crstcren  zu  rechnen. 


m    Der  Ostertag. 

Der  Ostertag  wird  am  ntichsten  auf  den  Ostervollmond  folgenden  Sonn- 
tag gefeiert  und  es  mass  an  ihm  die  DilTereuz  D  der  Daten  eines  Sonntags 
aach  dem  25.  Februar  und  des  Ostervollmonds  wenigstens  l  und  höchstens  7 

I  ZU  setzen  mit  der  Bedingung^  dt 
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^^j  +  1  ohne 


tere  Bedingung.  Die  Suhstitntion  von  S  und  V  aus  den  Formeln  4)  und  8) 
gieht  nach  Verwandlung  von  —  d  in  6d--ld  und  Wegwerfung  der  im  Zäh- 
ler vorkommenden  Vielfachen  von  7 : 

15)  Dz=e-\-ly  wo  ez=l  — '■ ^ '- — j. 

Die  Differenz  D  ist  die  Anzahl  der  Tage,  um  welche  Ostern  dem  Oster- 
Tollmond  nachfolgt.  Addirt  man  sie  zu  dem  Datum  V  desselben ,  so  erhält 
man  das  Datum  des  Osterfestes: 

16)  />=22  +  rfH-cMärz, 
oder  auch,  falls  diese  Zahl  grösser  als  31  ausfällt, 

P==d  +  «  — 9  April. 
Die  zwei  mehrerwähnten  Ausnahmen  haben  nur  dann  einen  Einfluss, 
wenn  der  um  einen  Tag  zu  weit  vorgerückte  Ostervollmond  selbst  ein 
Sonntag,  der  berichtigte  daher  ein  Samstag  ist  und  dadurch  Ostern  eine 
Woche  zu  spät,  nämlich  beziehungsweise  auf  den  26.  oder  25.  April  käme. 
Wenn  also  bei  d=29  die  Rechnung  den  26.  April  als  Ostertag  giebt,  so  ist 
er  auf  den  19. ,  und  M^nn  sie  bei  d=2S  den  25.  April  giebt  und  gleichzeitig 
a>  10  ist ,  so  ist  er  auf  den  18.  anzusetzen. 

Die  Zasammenstellang  der  Resaltate  giebt  folgende  Vorschrift : 

Man  setze  die  Jahr  zahl  =  1,  die  darin  enthaltene  Säcularzahl  =s  und 
bestimme  der  Reihe  nach: 

/13  +  8A  /s\ 

-=(i).  -(i)^  ^=(t> 

^      /19o  +  ib\  /2b  +  4c  +  0d+n\ 

"=1-^5-;'  '={ — 7 — ;■ 

so  ist  das  Osterdatnm 

P  =  22  +  d+ e  März  =  d+e  —  0  April, 
die  beiden  zuletzt  behandelten  Fälle  des  gregorianischen  Kalenders  aus- 
genommen.   Im  julianischen  Kalender  ist  beständig  m=:15,  n=s6. 

Will  man  eine  unter  allen  Umständen  giltige  Formel  für  den  gregoria- 
nischen Kalender  haben ,  so  subtrahire  man  in  den  Ausdrücken  für  e  und  P 
von  d  die  Correction  /,  wodurch  man  erhält: 

f={^\,    ,=(?i±l£±l(£i:Z)±^). 

""'"  '  />«M.4-(<f-/)  +  «März  =  (d-/')  +  «-9Aprü. 


Der  erste  Sonntag  eines  gemninDn  Jahres  fallt  auf  dea 

id  eines  Scbaltjahres  auf  dou 

^ZÖ  +  4c  +  „+^S^  Januar. 


Die  goldene  Zahl  ist  gleich 

ö  +  l. 

Die  Epacten  sind  im  gregorianischen  Kalender: 

/8  +  H  tf  +/>  +  y  —  Ä  _  /  53  +  11«  — m\ 
\  30  )~\  aö      ~)* 

im  julianiächen: 

V      30      / 

1.  Beispiel:    Im  Jahre  1870  ist  für  den  gregoriauiscben  Kaieoder 
/13  +  8.18\       „  /J8\ 

/15  -I-  18  —  6  —  4\  /4  4- 18  —  4\ 

Diese  beiden  Werthe  gelten  für  das  ganze  XIX.  Jahrhundert.     Fer- 
rist 

/1870\       ^       ,       /1870\       ^  /1870\ 

/2.2  +  4.1+6.254-4\ 
,=.^ ^ j-i, 

/*  =  22  +  25  +  1  ==  48.  März  =  17.  April. 
Für  den  Julian ischeo  Kalender  ist 

P=  22 +  17 +  4  =  43.  März  =  12.  April. 

2.  Beispiel:     Im  Jahre  1954  ist  im  gregorianischen  Kalender 
/13  +  8 .  19\  /19\ 

/15+1Ö  — 6  — 4\  /4  +  19— 4\ 

/1»54\  ,       /lft54\  /U>54\ 

'=(.«)='»•  '=(t-J=^.  '=[—)='' 


1 


^r/;(o.p)+/'o  (»«./') 

f^t- tF.Vo(0,p)  +  /"o(l.p)l  +  lfi."/'o(0,p)  +  /;(m,/,)] 
für  jedes  m  ausser  für  m  ^  0  und  m  =  1 ,  and  bestimmen  fc,""  dadorcb ,  di^ 

f».'»[f*.Vo(f>,i)+/;(i>i)i  +  [Fi"'/"«(o,i)+ro('">i)]=o.  -     I 

Hierdurcli  hat  eich  aber  wiederum  der  Werth  der  Determinante  R  nicht  g^ 
ändert,  wohl  aber  sind  jetzt  auch  in  der  1'*"  Verticalreilie  alle  Elemente 
Ausnahme  des  O^*"*  und  1'*""  verschwunden. 

Denken  wir  uns  nun  die  eben  angegebene  Operation  so  weit  als  übw 
haupt  möglich  fortgesetzt,  so  erhält  man  für  B  eine  neue  Form,  in  welcbd 
in  der  //""  Verticalreibc  nur  die  Elemente  vom  0*"^"  bis  zum  p^*"*  nicht  v^^' 
schwinden,  In  der  That  können  auch  von  diesen  eben  genannten  Elemtt^ 
ten  in  besonderen  Fällen  noch  einige  verschwinden,  sicher  aber  vcrschw* 
det  das  p'*"  Element  nicht,  wenn  alle  Gleichungen  des  Systemes  1)  von  ein»! 
ander  unabhängig  sind  and  /J,  (»»,»»)  für  jedes  m  nicht  verschwindet.         1 

Vergleicht  man  nun  mit  dem  oben  erlangten  Resultate  die  dem  SyatfllU 
2)  entsprechende  Deterramante  und  die  Bedingungen,  unter  denen  dieselbe! 
besteht,  so  findet  man  leicht,  dass  die  früher  mit  V*p  bezeichneten  GrdssfliI 
identisch  sind  mit  den  eben  jetzt  unter  der  Bezeichnung  (i"p  in  die  Reelw 
nung  eingeführten  Grössen,  und  dass  die  Elemente,  welche,  wie  angegebaa 
wnrde,  in  der  Schlussforra  von  R  auftreten,  nichts  Anderes  sind,  als  die  iaii 
System  2)  mit  /"<»  {p}  bezeichneten  Functionen.  Hierdurch  ist  aber  nachg»^ 
wiesen,  dass 

ß-ro(o)ACi)/.(2)...r,(p)... 

eine  identische  Gleichung  ist. 

Schreibt  man  R  in  der  Form : 

so  ist  es  nun  auch  nicht  schwer,  die  Werthe  der  Partialdeterminantea 
ausgedrückt  durch  die  Functionen  fo  (tn^p)  nnd  f^  {p)  anzugeben.  Ai 
dem  System  1)  folgt  nämlich 


3) 


^P^Jl  U«P  «Po  +  i«P  «yi  +  ««p  «Pf  +  "  .  +  mtfp  9«  H-  •. .  > 


und  mit  diesem  Werthe  von  Tp  ist  identisch  der  Werth  von  Xp,  wie  er  i 
aus  dem  System  2)  ergiobtj  dieser  Werth  ist  aber 

+  (-  ir  P^V-^rn  (^'p+m)  +  . . .  j  .  ^ 

Ordnet  man  die  rechte  Seite    dieser  Gleichung  anders   an,  iadem 

schreibt 

5)  Xp  ^^p  fp^  +  ,i?^  <)Pt  +t^p  Vs  4-  • . .  +  mRp  9m  ' 

so  besteht  nun  dieldenttilÄt  der  rechten  Seiten  der  Gleich 
jedes  beliebige  Gesetz,  nach  welchem  die  Functionswertl 
weil   über  dessen  Beschaffenheit  noch  keinerlei   Vora 


vm. 

iTeber  die  Anfldsung  eines  Systemes  von  unendlich  vielen 
linearen  Oleichnngen. 

(2.  Artikel.) 

Von 

Dr.    Tlu  KÖTTEKITZSCH  y 
LoUrcr  an  der  FtiratenscUule  zu  Grimmmt 


1^ 


In  einer  früheren*  dasselbe  Problem  bebandelnden  Abhandlung  habe 

h  die  allgemeineu  Grandziige  angegeben,  nach  welchen  vorfahrend  man 

,Mr  Lösung  des  vorgelegten  Probtemos  gelangen  konnte,  gleichgiltig,  wel- 

ler  Art  die  Function  der  beiden  Variablen  m  und/?,  oder  fg  (»»»p)  "war, 

äeren  Werthe  für  specielle  ganze  positive  m  and  p  die  Coefficienteo  der 

Unbekannten  in  dera  vorgelegten  System  Gleichungen  vertraten. 

In  dem  Folgenden  soll  zunächst  kurz  die  Möglichkeit  des  vorgelegten 
^Probleme«  betrachtet  werden  und  dann  sollen  mit  einem  vorgelegten  belie- 
n  System  Gleichungen  einige  Umformungen  vorgenommen  werden,  die 
theiU,  wenn  übrigens  die  Bedingungen  günstig  sind,  auf  eine  Vereinfachung 
der  Aufgabe  hinwirken  oder  die  genauere  Aufschlüsse  über  die  Beschaffenheit 
•ier  Coeföcientenfunction  /],  (m,  p]  geben,  wenn  das  gegebene  System  Glci- 
cliungen  keine  Widersprüche  enthalten  soll  oder  endlich,  die  die  Entwicke- 
Inng  irgend  einer  der  Unbekaninten  in  einen  Kettenbruch  zur  Folge  liaben. 
iVner  soll  durch  Einführung  des  Begriißes  der  inversen  Coeffieienteufunc- 
Son  die  Berechnung  von  Systemen  mit  complicirteren  Coefficientenfunctionen 
«urockgeftihrt  werden  auf  solche  mit  einfacheren  Coefficientenfnnctiünen. 
Einige  Beispiele  werden  alsdann  die  Anwendung  der  dargethanen  allge- 
Jnoincn  Sätze  vor  Augen  führen  und  die  Fruchtbarkeit  des  vorgelegten 
P'oblemea  für  Entwickelungen  und  Summirungen  von  Reihen  oder  Kettcn- 
brücben  zeigen.     Endlich  soll  noch  kurz  die  Wichtigkeit  des  vorgelegten 


*  Zcitachrift  fdr  Mathematik  und  Pbjük  1860.   0.  Heft. 
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Problemes  fär  die  schwierigsten  physikalischen  Aufgaben  angedeutet  wer- 
den,  wofär  specielle  Beispiele  beizabringen  ich  mir  för  spStere  Zeit  vor- 
behalte. 


§1. 
üeber  die  MSgliohkeit,  ein  Syitem  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen 

Eufiulöeen. 

Ist  cur  AuflSsnng  vorgelegt  das  System 


so  erfordert  die  Auflösung  dieses  Systemes  die  Bestimmung  solcher  Werthe 
für  die  Unbekannten  x^ ,  dass  dieselben ,  eingesetzt  in  das  yorgelegte  Sy- 
stem, jede  einzelne  Gleichung  desselben  zu  einer  identischen  machen.  J>er 
Grundgedanke,  der  bei  der  Auflösung  eines  solchen  Systemes  verfolgt  wer- 
den muss,  und  der  auch  in  der  früheren  Abhandlung  verfolgt  wurde,  ist 
der,  dass  man  zunächst/»  und  m  nur  bis  zu  derselben  endlichen  positiven 
ganzen  Zahl  anwachsen  lässt  und  diese  Zahl  selbst  dann  zunehmen  lässt. 
Die  Grenze,  bis  zu  welcher  man  diese  Zahl  wachsen  lassen  muss,  bestimmt 
sich  durch  den  Umstand ,  dass  die  Differenz  zwischen  den  linken  und  rech- 
ten Seiten  der  einzelnen  Gleichungen  des  vorgelegten  Systemes  kleiner 
werden  muss,  als  jede  noch  so  kleine  Grösse  i.  Will  man  also  mit  end- 
licher Rechnung  zu  Stande  kommen,  so  müssen  die  einzelnen  Glieder  der 
linken  Seiten  der  einzelnen  Gleichungen  so  angeordnet  werden,  dass  die- 
jenigen, welche  grössere  Werthe  besitzen,  nachdem  man  in  ihnen  die 
Werthe  für  die  Unbekannten  eingesetzt  hat,  am  weitesten  links  stehen. 
Femer  muss,  eine  so  grosse  Anzahl  Gleichungen  des  vorgelegten  Systemes 
benützt  werden,  dass  die  Aendemng,  die  irgend  eine  der  Unbekannten,  etwa 
Xr  erleidet,  wenn  man  die  Anzahl  n  der  Gleichungen,  mittelst  derer  die 
ersten  n  Unbekannten,  unter  ihnen  auch  x^  bestimmt^,  um  eine  beliebige 
Anzahl  vermehrt,  kleiner  bleibt,  als  irgend  eine  noch  so  kleine  Grösse  e. 
Man  erkennt  hieraus  ohne  Weiteres,  dass  die  Auflösung  eines  Systemes 
unendlich  vieler  Gleichungen  nur  möglich  ist,  wenn  das  allgemeine  Gesetz 
gegeben  ist,  nach  welchem  sowohl  die  Werthe  der  Coefficienten  der  Un- 
bekannten als  auch  die  Werthe  der  rechten  Seiten  der  einzelnen  Gleichun- 
gen bestimmt  werden. 

Es  ist  femer  nach  dem  angegebenen  Begriffe  über  die  Auflösung  eines 
Systemes  unendlich  vieler  Gleichungen  klar,  dass  man  unreinen  einzigen 
bestimmten  Werth  für  eine  jede  Unbekannte  findet,  dass  also  auch  jede 
Aufgabe  eindeutig  bestimmt  ist,  die  auf  ein  System  unendlich  vieler  li- 
nearer Gleichungen  führt,  sofern  nur  das  System  in  dem  angegebenen 
Sinne  auflösbar  ist 


Pfthren  wir  in  der  angegebenen  Weiae  der  Transformation  so  weit  als 
öberbaopt  möglich  ist,  fort^  so  entsteht  schliesslich  das  System: 


2) 


■& 


I 

I 


weßn  /\l  =  f^  (0,  p)  und  yll  =  qp^  , 

Offenbar  sind  die  Werthe  der  Unbekannten  OTp,  welche  aas  dem  System 
2)  bervorgehen,  nicht  verschieden  von  den  Werthen,  welche  aus  dem  ur- 
«pröDgÜchen  Systeme  folgen,  Ist  nnnf^^{myp)  eine  rationale  ganze  alge- 
brftigcbc  Function  r^^^  Grades  in  Bezug  aufm,  so  verschwinden  bekanntlich 
•llfl  oAj,  deren  s^  r  ist.  Die  Determinante  des  Systemes  2)  enthält  also 
dinn  Horizontalreihen ,  deren  sämmtlicbe  Elemente  verschwinden,  folglich 
verschwindet  auch  die  Determinante  selbst  und  das  System  2)  enthält  einen 
Widersprach,  also  auch  das  System  l).     Wir  erhalten  so  den  Satz: 

Sollen  durch  ein  System  Gleichungen  wie  1)  sämmtliche 
Unbekannte  Xp  bestimmt  sein,  so  darf  die  Cocfficieuten- 
^Qtiction /^  (m,  p)  keine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion in  Bezug  auf  m  sein. 

Hierin  liegt  zugleich  der  analytische  Ausdruck  für  die  Unbestimmtheit 
oder  Unmöglichkeit  eines  Problemes,  das  e^wa  auf  ein  System  unendlich 
vieler  linearer  Gleichungen  führen  sollte,  dessen  Coefficiontenfunction 
fo  {"*■»  p)  ^^  Bezug  auf  m  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  ist^ 

Kann  man  f^  (w,  p)  sowohl  wie  qp„  als  Functionen  der  stetig  Variablen 
*■  betrachten  und  ist  es  erlaubt,  beide  als  Functionen  von  m  nach  dem 
1*  «ylor 'sehen  Lehrsatze  zu  entwickeln,  so  kann  man  das  System  2)  noch 
^^«iter  dahin  umgestalten,  dass  man  anstatt  der  DiflPerenzen  die  Diiffercntial- 
<ltiotienten  nach  m  in  die  Kechnung  einführt.  Unter  den  gemachten  Voraus- 
**©fzungen  ist  nämlich,  wenn  man  den  r**"  Differentialqnotienten  von  f^  {m,  p) 
**«cb  m  kurz  mit  ^q  {m ,  p)  bezeichnet: 

oA%  =  /'onOwO  +  ^'«/o"+^  (0,p)  +  ^„/',''+^  (0, />)  +  ... 

obei  die  mtt  A  bezeichneten  Werthe  Coßfßcienteu  sind ,  die  nur  von  den 
^*  «rthen  der  an  ihnen  stehenden  Indexe  abhängen.  Was  die  Werthe  der 
'^  Selbst  anlangt,  die  für  uns  weniger  von  Wichtigkeit  sind,  so  erhält  man 
***«aelben  leicht  aus  der  symbolischen  Formel 


^ 


*e  den  Werth  von  oA*"p  giebt,  wenn  man  die  rechte  Seite  entwickelt  und 
•t%tt 


rg/o(»'.p)T 


u* 
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^lP•rf»^^Sl(»v^/^,*vv^/^r^v^^^^s^v■^v^rf^^y^^v^rt*^^v**s^%^^*^^^ 


arm +2 

^       ^m{m  +  l)   ,   »m(«»4-2) 

i>m  {m)  tp«(w) 

»«+1  (m+1)  ■•"  1^^0J_(?4±) 


Ist  zur  Abkiirzang 


so  erhält  man 


tp«+r(w  +  rH-l)_ 


=  —  öm  T T 

ÄTm  +  l  «Bi  +  l  — Om  +  1 

am+2  — *«i+2 

«iii+S  — 


—  ^»-2 

dabei  ist  nach  dem  System  0) 

^•zl=:_     ^—1  (")  ^  _  (y») 

CT«  i//«-i(n-l)  '        "      A.(n)' 

und  zur  Berechnung  des  Werthes  irgend  einer  der  Unbekannten ,  etwa  dei 

Xp ,  hat  man 

_     Xp      Xp^i    Xp^i  Xn-2       a?«-i     ^ 

_  ^y  JPy+t       ^P  +  2  g«-a       »«-l(»)        (y*) 

Abgesehen  von  den  Voraussetzungen,  tinter  denen  ans  dem  System  8) 
das  System  0)  hergeleitet  werden  konnte ,  wurde  noch  die  Bedingung  ge« 
stellt ,  dass  keiner  der  Functionswerthe  (9«)  verschwinde.  Verschwinden 
aber  solche  Functionswerthe  und  ist  etwa  (9y)s=:0,  (9v)  =  0,  (9«)  =0  ..., 
so  hat  dies  für  das  System  4}  keine  andere  Wirkung ,  als  dass  anstatt  dei 
Coefficientenfunction  »f,  tffry  »«  •••  die  frühere  Coeffieientenfnnction  /,, 
fn  fi  ...  in  das  System  4)  eintritt,  indem  man  die  9*%  r^*,  «^^ ...  Gleichung 
des  ursprünglichen  Systemes  von  Gleichungen  ohne  Weiteres  in  das  Systan 
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Iit  die  gemachte  Vorftussetzung^  dftss  keiner  der  Functionswerthc  (cpm) 
mschwindet,  erfüllt,  so  erhalten,  weil  i^^  (fn)  nicht  verschwinden  kann, 
die  «US  dem  Syatetuc  5)  folgcn<leM  Werthc  der  fi  eine  bestimmte  brauchbare 
Grösse  derart,  dass  in  der  m'*"  transfonnirten  Gleiciiutig  des  Systemes  4) 
eiiQinÜicbe  Coefficicnten  der  Unbekannten  x  verschwinden  mit  einziger 
Aasnabme  der  Coefficienten  von  j;^»  >^im  +  i  »nd  ;r,„^2,  nämlich  ^'m  ("t)i 
"Pm  ('"+  1)»  ^^'^  ^fn  (^^'  +2)»  *o  ^^^^  Statt  des  Systemes  4)  das  neuer  System 

ß)        "I^P  Vm(/')3^i>  =  0    ,     t|/«  (p)  ==  0  für  p  <  w  und 

p>mH-2 
erscheint. 

Da  aber  die  die  Unbekannten  x  enthaltenden  Systeme  von  Gleichungen 
4  and  0  nnr  unter  der  Voraussetzung  gelten,  dass  die  Anzahl  der  Gäeicbun- 
gen  in  derselben  Art,  wie  die  Anzahl  der  Unbekannten  ins  Unendliche 
wichst,  BO  folgt,  das3,  wenn  wir  ein  ina  Unbegrenzte  Wachaen  durch  Lim 

«ndeaten,  für  die  Systeme  4)  und  6)  genauer  zu  Bchreiben  ist 


L 


Lim 


V.. 


^f  f.»  (/')  j-p  =;o  ,  f,  («)  x„ = ((p„) . 

u 

n^m  (rn)  :r„,  -j-  ^„  (m  +  1)  x^^  i  + 1«  (m  +  2)  x„^2 


I 


n  — 1 
0 

Lim     „, 

«  —  2 

^>„  _  1  («  —  1 1  ;r„  _i  +  1^« _  1  («)  .r^  =  0  . 
<3Pb  («)  J'n  =  (qPn)  . 

Das  Sys-tem  Gleichungen  5)  hat  eine  Form ,  die  lericbt  anf  die  frühere 
Nortnaifonn  für  die  Auflösung  eines  Systeme»  unendlich  vieler  linearer 
Gleichungen  gebracht  worden  kann;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nämlich 
i»«r  die  Ordnung  der  Gleichungen  sich  umgekehrt  zu  denken.  Folgen  non 
*18  dem  System  5)  solche  Wertho  der  Unbekannten  juund  ist  der  Werth  von 

'•=^7— (  80  beschaffen  ,  dass  daa  Glied 

1'«%  +8  t  «  +  3  ('0  H-  f*"'".  +  1  "i'm  +  4  (»)  +  •••  +  **'"«  -  I  ^^  -  1  (")  +  ^»t  (»)  ]  ^n 

•Örjede»  m,  da6  der  Bedingung  genügt:  Lim  Q<,  wi  <  n  —  I  ,   vernachUis* 

"'^werden  kann  gegen  die  übrigen  noch  in  derselben  Gleichung  mit  vor- 
kooitneuden  Glieder,  »o  geht  das  System  8)  über  in 


») 


Lim 

■  =•*■. 


Poie  e 


H-2 


H^m  ("')  Jm  +  i^m   ('«  +  1)  J^m-t- 1  +  t'm  {>»  +  2)  Xm^'2  —  0 


V^„  .  i    {n  —  l)  X„  -i   -\-  ^n  -1  (»)  -'»'n  =  0 
f„  («)  A'n  =  (qp„)  . 

Die  ersten  n  —  1  Gleichungen  dieses  Systemes  erlauben  nun  leicht  die  Ent 
»Ickelnng  des  Quotienten  zweier  Unbekannten  mit  aufein  and  erfolgendem  In- 
iox  in  einen  Kettonbrnch.    Es  ist  uamltch 


I 


i 
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4.  Kennt  man  die  Coefficientenfunction  des  inversen  Sjstemes,  so  er* 
hält  man  das  inverse  System  des  ursprünglichen  Systemes,  indem  man  die 
genannte  Coefficientenfauetion  an  die  Stelle  der  Coefficientenfunction  des 
ursprünglichen  Sjstemes  setzt  und  ausserdem  die  Rollen  der  Unbekannten 
X  und  der  Bekannten  9>,  beide  mit  gleichem  Index,  mit  einander  vertauscht 

Durch  diesen  letzten  Satz  4)  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  sofort  das 
inverse  System  eines  gegebenen  Systemes  unendlich  vieler  linearer  Gleich- 
ungen zu  bilden,  sobald  wir  die  Coefficientenfunction  des  inversen  Sy- 
stemes kennen.  Wir  nennen  diese  Coefficientenfunction  die  inrerse 
Coefficientenfunction  und  drücken  die  Beziehung ,  dass  F^  (m,  p)  die 
inverse  Coefficientenfunction  des  Systemes  mit  der  Coefficientenfunction 
/o  (^>  P)  ^^^>  analytisch  kurz  aus  durch 

Die  Aufgabe,  welche  jetzt  allein  noch  zu  lösen  ist,  reducirt  sich  nun  darauf, 
^  ffi  {j^iP)  zu  bestimmen,  wenn  f^  {fn^p)  gegeben  ist. 

Durch  Vergleichung  der  p*""  Gleichung  des  Systemes  2)  mit  der  Gleich- 
^^S  3) »  §  2 ,  erhält  man  ferner 

Nun  ist  gemäss  der  Bedeutung  von  r«^  und  R 

/o(0.?)-J=+/o(l.«)i^  +  /o(2.«)^  +  --  +  /i('».»)=^+-   ■ 

1  wenn  9  =  p 
0      „      q^P' 

Es  ist  daher  auch  ,  wenn  man  für  ^^  seinen  Werth  J^  (p,  r)  einsetzt: 

/o(0,9)^/'o(/>.0)H-/'oU,^/)^/'o(/'.0  +  /oC2.y)//-o(p.2)  +  ... 
3*)  .^,        v,/.^^.  M  wenn  q  «p 

Da  diese  Gleichung  gilt,  welchen  Werth  auch  p  und  q  aus  der  Reihe 
der  positiven  Zahlen  von  0  bis  00  annehmen  mag,  so  folgt,  dass  die  Lim 

MS« 

(n  -f- 1)'  Werthe,  welche  J  f^  (»1,  p)  annehmen  kann,  wenn  m  und  p  alle  Zah- 
len   von  0  bis  n   durchlaufen ,    sich   ergeben    als  Lösungen  der  Lim  n  -\- 1 

«=* 

Systeme  von  Lim  n  -j- 1  linearen  Gleichungen  der  Form : 


^i'/o(p,o)//;(o,p)  =  i, 

'•l^'/;(p.«)^/«(o.P)=o 
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Ui 


-|2''  /'o(^•"»)•'^(»'?')  =  0 


0       JE. 


^(p,'w)J^(«,|;)=o 


Diese  Gleichungen  sind  sämmtlicb  linenr  und  es  folgt  daraus:  hat  man 
^'  •^/ol"'»/')  irgend  eine  Function  beliebig  angemommen,  die  der  Gleichung 
))  f^r  ein  beliobigeH  p  und  g  genügt,  so  ist  dieselbe  auch  der  einzig  mög- 
liche Wertb»  den  y^  {m,p)  besitzt. 

Die  Gleichung  3*)  stellt  auch  das  Product  der  ^'""  Verl ical reihe  in  der 

1  Determinaute   des  ursprünglichen  Systems  mit  der  /j'**"  Hori'iontalreihe  der 

"Determinante   des  inversen  Systemes   dar,    wenn    die  Slulliplicatiun  uach 

demselben  Gesetze  ausgeführt  wird ,  wie  es  für  die  Mtiltiplication  der  De- 

iPfroinaDten  gilt.    Da  dieses  Gesetz  offenbar  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die 

Änwhl  der  Elemente  einer  jeden  Delerminante  auf  gleiche  Weise  ins  Un- 

iW^enste  wächst»   und   da  in  der  dnrch  die  Mnltiplication  erscheinenden 

Determinante    alle   Elemente,    mit    Aufnahme    der    in    der   Diagonalreihe 

stehenden,  die  sämmtlich   der  Einheit  gleich  sind,  verschwinden^  so  folgt 

Versuch  für  Systeme    unendlich    vieler    linearer    Gleichungen 

giltige  Satz:     Die  Determinanten    inveraer  Systeme  sind  zu 

•  in»nder  recip  rok. 

Die  Sätse  t  bis  3  in  diesem  Paragraphen  körincn  nnn  leicht  und  he- 
ilimiater  in  der  analytischen  Formel  ausatnmpngefnsst  werden  : 
Ixt 

10  ist  ftiich 

^^o('«,/0  =  /"o  (»'t/O- 
Sind  wr  Auflösung  vorgelegt  die  beiden  Systeme: 


f 


«Ol 

«I 


-15' 


''  fo  (»»»/>)  •*>  ^  V« 


••*  ttnterscheiden  sich  diese  beiden  Systeme,  die  wir  ebenfalls  wie  in  dem 
^"lle,wenn  die  Anzahl  der  Gleichuogen  beider  endlich  ist,  conjugirt  nen- 
^^Q  Wollen,  dadurch  von  einander,  dass  die  r**  Horizontalreihe  der  Coeffi' 
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cienten  der  linken  Seiten  des  einen  Systems  die  r**  Verticalreihe  im  andern 
Systeme  ist.    Ist  nnn  die  Anf  lösnog  des  Systems  3) : 

0|  ^  I 

5)  "     ^P  ^oKp)  'Pp  =  ^m     , 

80  lehrt  eine  einfache  Betrachtung  der  Gleichung  3) ,  §  2 ,  dass  die  Lösung 

des  Systems  4)  dargestellt  wird  durch  das  System 

Ol    «^  I 

0)  "l2^"»^o(P.»»)<Pp  =  ^-  • 


OO  '     u 


In  den  Systemen  5)  und  6)  ist  der  Satz  ausgesprochen:  Die  inver- 
sen  Systeme  einander  conjugirter  Systeme  sind  wieder  con- 
jugirte  Systeme. 

Auf  die  Coefficientenfunctionen  übertragen ,  lautet  dieser  Satz : 
Ist 

80  ist  auch 


Hat  man  ferner  zur  Auflösung  das  System 

/o  ("».P)  «j.  =  9» 


-15' 


OD  '     O 

und  wird  dasselbe  gelöst  durch 

so  steht  die  Auflösung  dieses  Systems  in  nahem  Znsammenhange  mit  der 
Auflösung  des  folgenden  Systems : 

ö|^  I 

00  I      u  I 

wo  tp(p)  ein  nur  vom  Argumente  p  abhängiger  Factor  ist;  setzt  man  nüm- 
lieh  ^{p)yp  =  Xp^  so  geht  das  vorgelegte  System  über  in  das  frühere.  Um 
also  y^  zu  erhalten,  hat  man  den  Werth  von  Xp ,  wie  er  sich  aus  dem  ersten 
System  ergiebt,  noch  durch  ^(p)  zu  dividiren,  oder  um  den  Werth  von  y» 
zu  erhalten ,  muss  man  die  inverse  Coefficientenfunction  des  ersten  Systems 
durch  t^(m)  dividiren,  folglich  hat  man: 


oder: 


/*(?)/•.  kp) = ^j  n'«,p)=^)  •'/.  ("-.p) . 


in)  /t(p)/.Kp)=^j//-.(<»,P). 


Ist  ferner  die  Auflösung  von 


01 


»c- 
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TT 


to  gelingt  auch  die  Anflösuog  des  Systems 


I 


N7 


wo  i{m)  ein  nur  vom  Argumente  m  abhfliigiger^  nicht  verschwindender  Fac- 
tor ijt,  leicht  durch  das  erste  System.  Dividirt  man  nämlich  in  dem  letzte- 
ren System  die  m'"  Gleichung  durch  x('»)i  so  entzieht  das  neue  System: 

iTerglichen  mit  dem  ersten  Systeme  die  Auflösung  haben  mass: 

0 


IV) 


0 

«i-r^  x(/>) 

Anf  die  Coefficientenfunctionen  übertragen,  liegt  hierin  der  Satz; 

1 


/x(m)/;(rB,p)=  —  Jf,{m,p). 


Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Sätze  III)  und  IV}  in  einem  einzigen 
I^ltrsatze  durch  Worte  auszudrücken;  in  Zeicheo  geschieht  dies  durch 

V)         js,(p)  xw/'.('".p)=^^,„'^(p)  ^u^'.py 

Ut  ferner  zur  Auflösung  vorgelegt: 

OC  I      u 

Bad  hat  fo(rn,p)  die  Form : 

*o  die  Functionen  i/>  und  %  als  Argumente  ihie  Indices  gebrauchen,  so  neh- 
^iü  wir  noch  die  beiden  Systeme  an: 


00        0 
0 


ODl 


^  P  mXp   arj,  =  M« 


Entnimmt  man  aus  dem  Systeme  f>)  den  Worth  von  Wp  und  setzt  den- 
Üben  ein  in  das  System  8),  so  wird  die  m^"  Gleichung  dieses  Systems: 

In  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Coeffictent  von  x^: 
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Das  mar  Aoflösong  vorgelegte  System  kann  also  gedacht  werden  als 
das  Resultat  der  aar  Aafl5sang  rorgelegten  beiden  Systeme  8}  und  9). 

Die  Coefficientenfanction  /^(»m»)  ist  gebildet  nach  demselben  Gesetze 
nach  velchem  das^**  Element  der  n^**  Horizontalreihe  in  der  Determinante 
gebildet  veriien  anss,  die  das  Prodact  der  Determinanten  der  beiden  Sy- 
steme S)  «]ftd9}  darstellt;  nennen  wir  also  £  die  Determinante  des  Torgeleg- 
te«  Systems  wad  B^  nnd  R,  resp.  die  Determinanten  der  Systeme  8)  and  0), 
so  fUt  die  Gleidiang: 

R  =  Ä,Ä,. 

Ist  nnn 

$0  ist  auch 

1  =  F.  (i»,0)  /(0.p)  +  F.  (p,  1)  /;  (l,;.)  +  F,  (p,2)  /•,  Cap)  +  . . . 

+  ^.  (/>,«) /o(»«.i»)+.-.. 
oder,  wenn  man  die  Werthe  von  f^(m^p}  einsetzt: 

Ist  hierin  M  der  Coeffieient  von  «z,,  so  ist 

Ist  fern(»r 
»«  \t\  auch 

^d«»r 

lti  lt|  •-*  Ä|  /^,  ji.V,«Z|i  +  Ä|  Ä, j,.V,  ,2^  4" . . .  +  -Ä,  Ä,  ,i',B  „7^  + . .  •  =  R ; 

Uuroh  Yf>r|tloichung  der  beiden  fttr  M  gefundenen  Werthe  entsteht  nun: 
H^  I H,  ^Xm\  -  |H ^(p»0)l ,tta  +  [R  i^«  (P,l)] ,i*'«+ . . .  +[R;f,(p,«)] «1^,+ ... 

mid  iuulll|iUvtrt>u  wir  die  vorige  Gleichung  mit  r^mi  und  addiren  darauf 
«11«!  «<i  |iu(«tithi«nd«u  Gleichungen,  wenn  m  alle  gantaahligen  Werthe  von  0 
Uti  ^  «Htiluiuili  so  »ntateht: 

VMM  Mill  bM«lll«t|  dM» 


Von  Dr.  Th.  KÖtteritzsch. 


<^  j  I ,   wenn  r:=* 


<*» 


ima 


Hierin  ist  der  Satz  ausgesprochen : 
ht 


J  foO^'.P}  ^  ^-J  p^l^r  •  J  n.Xr=  ^r  ^Iff,  „Kr. 

Hat  /"oCm,^)  die  allgemeinere  Form: 


(0  iit  KQch 

vn 


flökinn  dieselbe  auf  die  Form  im  Lehrsatz  VI)  gebracht  werden,  wenn 

r  r  r  r 

*  r  r  T  r 

El  erfüllt  nämlich  nicht  nur  die  Form  von  ^(ff»,Jo)  im  Lehrsatz  VI) 
Mie  in  den  Gleichungen  11)  ausgesprochene  Bedingung,  wie  man  leicht  er- 
[  kennl,  wenn  man  ^ 

mfip"m^r  rXp 

[•etat,  sondern  man  kann  auch  umgekehrt  mittels  der  Gleichungen  11)  die 
'Dndionttwerthe  von  „^r  uml  rjp  ^is  auf  constante  in  sie  mnlliplicirte  Fac- 
^•^f^tt  ermitteln ;  so  folgt  z.  B.  aus 


«na 


au 


0^0  rXn 

0"9 


r     —      „ ,'       m^r—     f.     m%i 
mWr 
nv*ü  ü"a 

^Oflorch  alle  %  ^^^  "i*  bestimmt  sind  bis  auf  diejenigen,  welche  den  Werth 
^»1  foiOfO)  bilden;  für  diese  ist  aber 

r 


^ 


^lig  für  ein  beliebiges  r. 

Es  sei  endlich  in  dem  zur  Auflösung  vorgelegten  System 


^P  foOn.p)  üCp=^(p„ 


^0  die  Functionen  <Poifn^p^   und  1^of''^/')  weiter  keinen  besonderen  Be- 
•^bfHokongeu  unterliegen  mögen. 
Alsdann  ist  nach  3)  ,  §  2, 


Ber'^io  Auflösung  eines  Hystemes  eie. 


Die  DetermiQaQt&  R  ist  aber  bekanntlich  gleich  der  Samme  &11er  der  De 
termlnaDteu,  die  raan  erlialt,  wenn  man  in  der  arsprünglichenDeterxninante»! 
die  als  Elemente  nur  die  Funclionswerthe  «jPo ('"»/*)  enthält,  alle  möglichen' 
Combinationen  bildet,  indem  man  statt  einer  Horizontnlzeile  mit  den  Ftmc- 
tionawertbon  g'„(m,p)  eine  solche  mit  den  Functionswerthen  ^'«(m,;?)  suh 
atitairt,  bis  man  auf  die  Determinante  kommt,  die  nur  die  Faoctionswerthf 
^o("*.p)  enthält. 

Bezeichnen  wir  eine  dieser  Determinanten  mit  Ä»,  so  sei  auch 

Deuten  wir  entsprechend  die  Elemente,  M'elche  zu  Ä»  gehören, 

V 

n^fi  an ,  so  ist  auch 


t^^y^p  n^^jjip'. 


setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  B  und  „Op  in  die  vorige  Gleichi 
J/'(,(m,p)  =  ^^  ein,  so  erhält  man  den  Satz: 


Ist 


rist 


fo(OT,p)  =  9o(w,p)  +  %{.»*>P)  . 


VII)      Jf,{fn,p)  =  J  l<Po  ('«'/>)  +  M^'^p)]  = 


wenn  7?,»  irgend  eine  der  Elementardeierminanlen  bezeichnet,  die  mar»  ^' 
hält,  wenn  man  zur  Bildung  der  Horizontalreihen  entweder  nur  die  FtÄi^C" 
tionawertbe  9>o(m,p)  oder  "^„("'iP)  benützt,  deren  Kleraent  allgemein  du-'C" 

^üp  bezeichnet  ist,  und  wenn  das  Zeichen  ^,*  andeutet,  dass  alle  C*^'"* 
binationen,  welche  bei  der  Bildung  der  Elementardeterrainanten  gewoa^en 
werden  können,  genommen  werden  sollen.  ■ 

Durch  die  Sätze  I)  bis  VII)  in  diesem  Paragraphen  ist  die  eingar» ^ 
erwähnte  Aufgabe  gelöst,  nämlich  die  Reduction  der  Berechnung  complmd*' 
teror  in  verser  Coefficientenfunctionen  auf  die  Berechnung  einfacherer  ^^ 
verser  Coefficientenfunctionen. 


§5. 

AnwenduQgen  dei  bisherigen  Theorie  auf  specielle  ISysteme 
von  Qleichiingen. 
Es  sei 

Das  zur  Auflösung  vorgelegte  System  lautet  also : 

"I  V»  I 

1)  "*    ^^  "y"  ^P  =  y««   » 


Von  Dr.  Th.  KÖttebitzäCH. 


und  €s  sind  Op  und  <pm  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Functionen  resp. 

^on  p  and  m. 

Bereits  früher  wurde  das  System  ftufgeJöst^  in  welchem  <5p,„  =  i'"  war; 
die  dort  gefundenen  Werthe  von  f„(/j)  sind  auch  hier  wieder  brauchbar,  da 
in  \)«iden  fraglichen   Systemen   die  linken  Seiten  identisch   übereinstim- 

i  mtD.  Es  ist  daher  auch  hier 

fniq)  =  («g  —  %)  («V  —  «i)  K  —  «i)  • ' .  («9  —  «1.- i). 
Nach  den  früheren  Formeln  finden  wir  ferner  für  die  Qq)n)  die  Werthe : 

M  =  9t  —  (.^0  +  «I J  <?>«  +  *^o«i  ^0  f 

(9l)  =  9>J   —   («0+  ß.  +  "t)  «Pl  —  (%«1  H-  «0«!  +  «1  «l)  g>l  —  «a«!  «t<Po» 


r*^ 


»enn  in  dem  Werthe  von  {<p„}  allgemein  cV=  —  «r  ^nd  daa  Zeichen  Z  mit 
^tü  darunter  stehenden  ludiceti  bedeutet,  dass  die  symmetrische  Function 
*0j  der  Reihe  der  Elemente  a'ot  '^n  «i  •••<>('»— t  und  von  der  Form  der 
einzelnen  Glieder  angenommen  werde,  als  das  eine  hinter  £  angeführte  an- 


Man  erkennt  leicht  das  Bildungsgesetz  der  (<;p„)  für  ein  endliches  «  nnd 
liDD  durch  den  Schluss  vom  »"'"Glied©  auf  das  O'  +  l)'"  Glied  die  all- 
gemeine Giltigkeit  der  eben  für  (<p„)  angegebenen  Form  auch  für  ein  in's 
L'uendliche  wachsendes  n  nachweisen  j  dasselbe  gilt,  wie  schon  früher  be- 
ierkt  wurde,  von  /„C?),  und  da  die  Determinante  des  vorgelegten  Systems 
Od  Gleichangen  das  Product 

Ao  (0)  A  (i)  A  (2)  A  (3)... /;(«)... 

erkennt  man  daraus,    dass  das  vorgelegte  System  Gleichnngen  so 
I  von  einander  unabhängige  Gleichungen  enthalt,  als  sammtliche  «^  von 
inander  verschieden  sind. 

Man  erhält  ferner  nach  den  früheren  Formeln: 

1 

t 


i"V+i  = 


«F-«P+i 


aAn^'t  ^ 


J    ^_ *       ^ 
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Die  Determinante  R  ist  aber  bekanntlich  gleich  der  Bamv 
torminanten,  die  man  erhält,  wenn  man  in  der  ursprfingli' .- 
die  als  Elemente  nur  die  Functionswerthe  ^^{m^p)  er 
:  -j  Combinationcn  bildet,  indem  man  statt  einer  VLwxv.:  _. 

tionswertben  qpo(m,p)  eine  solche  mit  den  Fnne*    '  ,.^' 

stituirt ,  bis  man  auf  die  Determinante  kommt, 
^o(w»»P)  enthält. 

Bezeichnen  wir  eine  dieser  Determio 

Deuten  wir  entsprechend  die  E) 
nff/u  an,  so  ist  aach 

setzt  man  die  geftmdenMi  '^  *  °»*°  *os  der  Rei^ 

.  - ,       N      ■•«#    .  .symmetrische  Functionen 

""  .»nter    y,^  angeführten   hat  und  ^ 

lungeschriebenen  Reihe  enthalte,  als  der  iil 
80  ist  ^.ebeode  VVerth  (m)  besagt. 

Xp  gewonnene  Werth  erlangt  eine  sehr  übersichtl 
Vn)         J'^^^  Function: 

-s  wenn  Ä/'^ri^^Hi^-aOC«^-«!)--.!«!»— ai'-i)(«>—a^+i)(«^--«#.+2).. 

^.^  hXit,  -    j^'^i'^pgtvickfiM  man  nämlich  Z|,  nach  Potenzen  von  z,  so  ma§ 

|]  tiop     w**;ifl^  I*°*«°  = 

•    jgt  sich,  dass  allgemein  p^«  gerade  der  Coefficient  von  q>^  in 
'^  W  von  aJp  darstellt.   Es  ist  also  auch 

jlafl  der  Gleichung  2)  folgt  nnu: 
«-a  umgekehrt  nach  I),  §  4: 

Soll  nun  wirklich  die  Gleichung  2)  einen  brauchbaren  Werth  für  j 
Xf  darstellen ,  so  muss  nach  §  I  der  Rest  der  Reihe  in  dem  Werthe  yo 
durch  Vermehrung  der  in  dem  System  l)  benutzten  Gleichungen  für 
beliebiges  p  kleiner  gemacht  werden  können,  als  irgend  eine  noch  so  kl 
Grösse  8.  Eine  hierauf  bezügliche  Untersuchung  kann  aber  erst  w< 
geführt  werden,  nachdem  man  den  Functionen  q>m  und  op  ihre  bestimi 
Formen  gegeben  hat. 

Es  sei  

l)  ap=2pH-l'»*. 

Alsdann  ist : 


/ 


2,= 


Von  Dr.  Th.  Köttbritzsoh.  849 

\         «„/ \        «,/\         «,/         \        fl/>— |/  \        ^p+u  \  ap+2^ 

\   ~  «i/  \    "«i/\    ""«t/*  *    \        »P-t)\        «/'+i/\        ^p+J'" 


'  -^ivi^^-ä  ('  -i^')  0  -5^)  - 


:^ 


[-i,v(-i)(-i4)('-Ä)-l 


L        2,  +  l^n'\ 

1 

»V  \ 

'       (Sp  +  l)','"'^'^' 

tt=(2^  +  I,««t 


r  ^       _eo5  4?/u1 

_  4(— 1)^  cos^y^    

(2/>+l)««« 
(2p  +  l);r\        2«.2!^2*.4!      2«.6l  — "V 

_    4(-iy      1,    ./i L_^     o./"! L-J.     ^     \    t 

""(2iyH-lj«')     "*"U       2'.2!/'"*'\p«       ^.2«.2l"*"2rr!J' 

■*'\7'~p».2«.2!  +  9.2*.4l"^2V6^lj** 

+  

,  /l    __  '  .  1  — 

"''V^''   p'^-».2*.2!"^^'— ^2^4I  "^ "' 

^^.22'-'(2r-2)!^2»''C2r)!;*  ^••j- 
Hiernach  ist: 

4  ( —  l)**     I  1  1  1 

^(a/^+l^rP-^^^^^j^^  |P"'Af^-»2«.2!'*";i/''-2  2\4! 

^        ^  ilf  .  2V-2  (^2jo  -  2jr  22/'(2it>)!  (  ' 
wenn 

Jlf  =  (2m  +  1)«««. 
Schreiben  wir  hierfür  in  leicht  Terständlicher  AbkUrsang: 

Zeitschrin  f.  M>lh«aialik  u.  Physik,  XV,  4.  V^ 


Sf0  Ccftw  Ar  Arfteraag  ela«s  Sjstemes  etc. 

JÜM  «mal: 

^ka^Mu  v^iKK^K^  »«x  v^VM  W^^rth  von  s^  einfach: 

4V     ^>^            fii»if\yz        _  ,       .„  2^+1  n  cos  \  y7 
»^       ^-     y^^^Ö^t^  ^ ^       ^ /Ij  +  l    Y      *. 

^u^v^  vtv^^  g«^uiHV^h(«*n  Anniihinon,  n?imlich: 

yvsItUU  vu\H  vl\»(  IH^r  4>  tft^runtlone  Werth  die  an  ihn  nach  §  1  zu  stellenden 

M^H  U^^V  (\U  4>  jit»l\iuUono  Werth  gtebt  nun  auch  durch  Substitution  in 
\{^^  «^u  AuCliiimMtf  vuri^ttlegto  System  Gleichungen  zu  neuen  Entwicke- 
h^\v«ru  Ut'ivttfi^Hbt^il.    BuhMtitiiirt  man  nftmlich  in  die  m^«  Gleichung: 

V^J^  \il/4  \'iJ        4 

*««MH  wir  diu  0)«Uhuii|  tult  S€C  1  ^c  multipHciren  und  alsdann  staU« 


V  «ü/  \  «1/  \  «2/  "  '     V  «^  -  1/  \         «/'+!/  \         <v  + J 


^ '  -  rii\X'-j')('-^J('-5-4-')- 

I 

L'      (i/.  +  ll'n'  J 


u  =  (?/»4.I)«a« 


4(— 1)^    cos^}/z 


"  =  2/»-i-l'n« 


'(2p -1-1)^ 

(2p-fl)Ä\        2».2!^2*.4l       2«.G!^"7 

l^  +  ^+^''*'P+-v''    wennp=(2/,  +  l)«;r«, 

(2;.-fU«'l      "^U        2».2!7''*"V^»       c'-2'.2l"^«?:T!j' 


n 


■\(>'      p'.2«.2!"^p 


.2*.  4  1^2«.  Ol/' 


Xp*"        p'^-1.2«.2l"'~«"^-*     9*    41   + 


Hiernach  ist: 


21  ^^"^-2.  2*.  4! 
^^,22— »(2r-2)!^22'^(2r}l>'      +-*  j 


+  .-.+ 


(-0 


lp-1 


+ 


(-1)^ 


t«m 


JU.  2'^f-^  {2p  ^2)1'^  2^^  (2  fi)ir 


Jlf  =  (2m  +  1)»«*, 
Schreiben  wir  hierfür  in  leicht  verstätidlichor  Ahkilrzung: 


J(2 1)4-1  nV*"—  ^  ^ *^''  ff 


^^ifhiin  rM*lh«cA*lik  u.  I>hy«ik,  XV,  4. 


v% 
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s,/[(p+,).^]-=..(-.rj^-^,+^.^,  +  ...+^^j. 

wenn  A=  (m  +  1)«  w*. 

Ans  dieser  Gleichung  8)  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Sätze  in  §  4  leicht 
eine  grosse  Anzahl  anderer  ableiten,  namentlich  wenn  man  noch  die  vorhin 
unter  1)  gewonnenen  Kesnltate  mit  benutzt  Wir  Übergehen  diese  Ablei» 
tnngen  hier,  da  dieselben  zu  weit  vom  Ziele  dieser  Arbeit  abführen. 

Ist  nun  speciell  noch  g),„  =  z"* ,  so  wird  Xp  =  Zp  und  es  genügt  wie- 
derum der  für  Xp  gefundene  Werth  den  in  §  1  an  ihn  gestellten  Beding- 
ungen. 

Setzt  man  die  für  die  Unbekannten  Xp  gefundenen  Werthe  ein  in  ir- 
gend eine  der  Gleichungen  des  ursprünglich  gegebenen  Systemes,  z.  B.  in 
die  m^  ,  so  erhält  man : 

2  sin  yl  \    7t^"         (2^)^" 

V^ 

eine  Gleichung,  die  giltig  bleibt,  welchen  ganzen  positiven  Werth  m  auch 
annehmen  möge 

Die  eben  gewonnene  Entwickelung  lässt  sich  auch  in  der  Form 
schreiben : 

Oder,  wenn  man  durch  w'"*. ^ —  dividirt  und  dann  2  =  m'  setzt: 

*      •„«-««      *      2«««-!*«^^      3'«'-u«  ö«««-««^"      2;r2""'^"- 

Für  in^=0  entsteht  hieraus: 

«•  2«««  8«Ä«  »•«• 


Eine  Entwickelung  für  die  Cosecante,  die  symmetrischer  verläuft,  als 
die  gewöhnlich  unter  ähnlicher  Form  für  diese  Function  gegebene  Ent- 
wickelung. 

§6. 
Es  sei 

wo  Op  nur  von  p,  6.  nur  von  m  abhängig  ist. 

Das  zur  Auflösung  vorgelegte  System  linearer  Gleichungen  Itntat 
demnach : 


Vnn  Dr.  Ttt,  Kötteritzsch. 


m^-cw^- 


4'...=:(2«)^'"seci/, 


eine  Gleichung,  die  richtig  ist  für  jedes  ganze  positive  m  and  aus  der  für 
n=0,  die  bekannte  Entwickeinng; 


n Zn 


(t)'-"  (V)'-"  ©'-'" 


57t  _ 

-{-...=  sec  u 


Es  sei 


Abdaiin  ist 


a,  =  (p^iy^\ 


iP-hi) 


*.'0-äO-5^00-3-^0- 


/       (f>  +  l)'»'V       TtVV      2-'W\'       3'W*"" 


t,=  tP  +  i)tjri 


/= 


y  »I«  }/t 


1- 


1 I       ^ 

sin  }/z 


M  =  (p+I)*Ä« 


wenn  *  =  (//-)-  Ij*  jr', 
Hieraus  folgt  als  Werlh  der  inverseu  Coeffici« 
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■  X  ti  —  ;      " 


rp, 


g>'m  = 


Aus  dem  vorigen  Systeme  folgt  nun  das  fernere  System: 

3 


Um 


U.  8.  f. 


Hiermit  ist  aber  die  gesuchte  Normalform  des  gegebenen  Systemes  ge- 
funden, indem  wir  von  dem  gegebenen  Systeme  sowohl,  wie  von  dem  trans- 
formirten  allemal  nur  die  erste  (beginnende)  Gleichung  beibehalten.  Die 
gesuchte  Normalform  ist  daher: 

Ol«  ^  ^ 

Dabei  ist  aber 

m_{ao  —  gp)  («I  —  gp)  K  —  gp)   ■ »  (ffw- 1  —  ap) 

"    (^ + «p)  (^ + «p)  (^ + «p) . . .  (*m- 1  +  «p)  '"''• 

Nach  unserer  früheren  Bezeichnung  ist  also : 


\\  f  f p->  ^  (^'o ~  °p)  (''' "~  "f^  (^  ~  "y)  . .  (gm -  1  -  «p) 

;  Am  Vf';      ^^^  ^  ^^^  (^^  ^  „^)  (^^  +  <ip) . . .  (A«- ,  H-  ap)  (ft«  +  «p 


(9»m)  =  <P 

2)  ^P  =  ^r-^^tp-^p9>?  — P^P+i<Ppti  +  p^P+2<Pp+2+... 

+  (~i)"p^p+„g,i;4::+.-.t. 

wo,  wie  man  leicht  findet, 
P^P  =  l » 

A       ,        „^P  +  i  +  ^'P  +  l 
P^p  +  l » 

«P-«P+I 

J  _  V+l  +  gp  Ap  +  2  +  ''p+2 

»•«p  +  2  — 

öp— «p+1      flp— flp  +  2 

j  ^  (frp  +  l+gp)  (fcp  +  2  +  gp)  (A|.  +  8+gp  +  3) 

P    P  +  *  («p  — gp  +  l)(«p-"p  +  «)K-flp  +  s) 

^         =  (^P+1  +  gp)  ( Wa  +  ^p)  (^P-H3  +  gp)  i^P+i  +  gp44  ) 
*"     ''"'"*         (gp-ffp  +  l)K-gp  +  2)(gp— gp4-3)(«p  — gp  +  4) 


Um  nun  J — —  zu  finden,  bestimmen  wir  den  Coefficienten  von  w^ 

im  Werthe  von  x^.    Hierzu  ist  aber 

«0  +  *« 


(Pm  = 


bo-0^ 


go  +  ^  _ 


Von  Dr.  Th.  Kötteritzsoh. 
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v'»= 


60  -  f»m  h,  -  //« '^^   /.;-  />,  //.  -  //™ ''''    ii' -T^ ^>^-6l  ''•• 


K  —  f^m 


9  m"^ 


Oq  +  ^'w  «t  +  f^m     "t  +  f'm  _  "1,  +  f>t  «1  +A  «t  +^t 

flo+A «I  -Ml  '^  +  ''i    _ '»o ^l^) «( +  K "t -i- A^ 

''0  —  *l  *l  ^  ^1  ''»  ^  ^'m  f*\  —  6„  6,  —  Aß  60  —  f»m 

(^  -  ^)  i'-.  -  K)  e^t  "  /'.)  (A,  -  /^«)  '^^ 
KH-^.Hq.+^)(««-(-^)(g»  +  M 

('>Q  +  fe.)(''.+^.)K4-^)(g3'f  ^) 


SP«i»= 


_  (S-|-^«ii)(«l+^^».  )"•("»» -  I  -^''m) 


'^— *«)(*, —/'»«).•.  (*»n-l —^m) 


(»oH-^>o.-8)K4-^m-3)     -. 

Setzt  man  die  erliaUeneu  Werthe  der  ./  und  q>Z\  in  die  vorige  Gleich- 
ODg  2)  ein,  80  erliftlt  man  als  Coefficient  von  «p^ : 

/^ (^  +  ^vVA  +  ^r)^.-(^»  +  "p)  

•s  X  (fl^— a^)  (</,  — ap)  ,   .  (tfp_i  — ffp)  (flp4.|  — Afp)  (a^^2  — ipK . ,  («s— «!,) 
K-f^w)  («I  H-fr«n)  •  • .  (<»|>~1  +^m)  ^>p-|.t +^^»i)(^V-i  t+*«)  .  • .  (On-^im) 
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oder: 
ihn 


üeber  die 


fa+^)K  +  ^).-.K+M 


(i«.-U(^«-^)-    .(*«*-''/«-l)(^«-^i«  +  0(*«.-^«+2)...(^«.-fr«) 


Om-f-Op 


Vertausclien  wir  noch  In  diesem  Ausdrucke  die  Indexe  p  nnd  m  mit 
einander,  so  stellt  darm  derselbe  die  gesuchte  inverae  Coefficientenfauction 

/ — - —  dar.     Um  eine  kürzere  Formel  für  dieselbe  zu  erhalten,    führen 

ff-f-Om 
wir  die  Functionen  ein: 

G  (u)  =  («  4-  fta)  (ti  +  r/,)  [u  +  a,)  .  . .  f  M  +  rt„) , 

^'00  —  C"  —  "o)  ("  —  «i)  («— "t)  ..('<  —  ««) . 

//'  (p)  =  (o  -  6,}  (/•  -  A.)  Cp  ^  60  ...  er  -  (»,). 
Alndann  entstein : 


I 


,4-V 


Das  liehandeltp.  System  von  Gleichuugpu  endijtlt  nun  so  lange  keinen 
Widerspruch,  als  das  Product  der  durch  Glotchung  l)  definirten Functionen 
fm  C"»)  nicht  verschwindet.  Verschwindet  daher  in  dem  Product  dieser 
Functionen  der  Nenner  nicht,  so  darf  auch  der  ZShler  nicht  zu  Null  wer- 
den, oder  es  müssen  die  hMuimtliclien  mit«  bezeichneten  Functionswerthe 
von  einander  verschieden  sein.  Versehwindet  der  Nenner  oder  wird  der- 
selbe unendlich,  so  darf  im  ^rstpn  Falle  auch  der  Zahler  in  nicht  höherer 
Ordnung  zu  Null»  im  zweiten  Fallo  in  nicht  niederer  Ordnung  unendlich 
werden  ,  als  der  Nenner.  Sind  diese  Be  Jingungpn  erfüllt,  so  müssen  noch 
.die  Functionswerthe  qp^  die  Eigenschaft  hMhfii,  dass  der  vermittelst  der  in- 
versen  Coefticientenfunction  leicht  darstellbare  Werth  irgend  einer  der  Un- 
bekannten X  sich  nur  um  einp.n  Worth  8  ändert,  der  kleiner  bleibt,  als 
irgend  eine  noch  so  klf^ine  gegebene  Grösse  e,  wenn  man  die  Anzahl  n  der 
Gleichungen,  die  die  Werthe  der  ersten  n  Unbekannten  lieferten,  um  eine 
helieViigo  Ansaht  vermehrt. 

Dio  Auflösung  des  eben  behandelten  Systemes  von  Gleichungen  kann 
in  einen«  besttnimttn  Falle  leicht  auf  die  Auflösung  des  im  vorigen  Para- 
graphen behandelten  Systemes  zurückgeführt  werden.  Ist  nämlich  die 
Coefficienteufnnction 


6|M+'»JI 


tm  —  t*e 


SO  beschaffen,  dass  entweder  sHmmtliche  /  dem  ah.soluten  Werthe  nach  grö*- 
«er  sind  als  sammtliche  a,  oder  in  derselben  Beziehung  »ämmtliche  er  gros 
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I 


ansind  als  sarnmeHche  /,  so  kann  man  die  Entwickolung  der  CoefTficienten- 

l 


fuDCtion  ;; im  eisten  Fnll*>  vurnehmen  nach  aufsteigenden  Potenzen 

U  —  dy 

von  -?,  im   zweiten   Falle   nach   aufsteigenden  Potenzen  von    — .     Da  die 

Rechnung  in   beiden  Fällen    ziemlich   dieselho  ist,   so  führen  wir  sie  nur 
durch  für  den  Fall,  für  welchen  die  Entwickf^lutig 

\  t,ft/ 

eine  cüovergente  ist     hi  dieHem  Falle  kann  nämlich  das  System 


ndcr  das  System 


lfm 


fim    I 


-^    /,/i  —  "f. 


J'p-^tpm  t„ 


gelttit  werden  mit  Hilfe  der  beiden  einfacheren  Systeme: 


I 


A) 


lim 
n=:t 


0 '     n 


n_         , 


.="» '  12' («.)"*»= fj 


Nach  §4  entstellt  nÄmlich  nicht  nur  das  wirklich  zu  losende  System 
■u<  den  beiden  Systemen  A)  und  H),  sontlern  es  kann  auch  die  inverse 
Coefficipntenfanction  des  wirklich  zu  lösenden  Systeme«  leicht  ans  den  in- 
Tersen  Coofticienteofunctioncn  der  Systeme  A)  und  B)  abgeleitet  werden, 
«ährPöd  diese  Coelilcientenfunctäonen  selhnt  wieder  leicht  aus  dem  im  vori- 
ge^ParRgraphen  behandelten  Systeme  beschafft  werden  können. 


Nach  Vr;,§4,  ist 


1  — 


i         If, 


Nach  §5  ist  aber,  wenn  wir  ganz  dio  dorlige  Bezeichnung  beihehalten. 

Um  ferner  •' ( —  )     z'^  erhalten,   benutzen  wir  den  Satz  II)  in  §4  und 
»fieHuItate  in  §5.    Ks  findet  sich  dann 


'(y--^- 


liri-nn  r-l  t>  «'rklarl  wird  dui  tii  die  Relation  : 


^ 


v7~^/  \i7~tJ  v7~ /^/"  \/7~^T/  l/7~/77'/  W*"  w~i/ 

Es  ist  daher 

,      1 


=   V,    mA  rA\ 


x-'bt    ^' 


und  nach  IV J,  §4, 


''/«-a^-'P^'-'"^^^^P' 


Bei  Vergleichung  dieser  Formel  mit  der  früher  für  das  vorgelegte  System 
GleichimgOB  erlangten  Werthe  der  inversen  CoefficienteDfuDction  bekom- 
men wir  hier  die  allgemeine  Summfttionsformel: 


'/•2%.^rrA  = 


Ä^("M 


c(g 


p-cr«. 


J 


die  giltig  jst,  wenn  man  in  den  früheren  für  H,  G,  //'  und  G'  angegebenen 
Werthen  allgemein  statt  fl„, — a^,  statt  ft^,  i^  setrt  und  deren  weitere  Gil- 
tigkeitsbedingungen  dieselben  sind,  wie  die,  unter  denen  überhaupt  die 
beiden  durchgeführten  Lösungsarten  des  vorgelegten  Systemcs  mögUch 
waren. 

Die  analoge  Summenrormel,  die  folgen  würde ^  wenn  wir  annähmen, 
dasa  sJlmmtliche  a 'grösser  als  sämmtliche  /  sind,  kann  leicht  io  analoger 
Weise  hergeleitet  werden. 

Wir  gehen  nun  daau  über,  den  in  der  allgemeinen  Berechnung  des 
vorgelegten  Sy^temes  von  Gleichungen  noch  unbestimmt  gelassenen  Wer- 
then der  a,  b  und  9  specietle  Formen  zu  geben.     Es  sei  zunächnt 

1 

"«  +  /'«. 

Alfldaiui  findet  man 


und 


,„    _  _  K'-0(ai  ~  ^'»)  (<<t  —  q'n>  ...  (ff/r.  - »  —  O 
^'    *•  («'0  -H  ''0)  («'0  +  ^'.)  ("'0  +«'.)...  (o'u  +  />«) 


a-«,  = 


fn,  (m)  i 


w-f-i 


W14-2  -r- 


=  (-IV 


{»m-¥K^{f>n,-\-f'^)  ..-   ('»«H-Am) 


,    ( «'0  —  «»)  («'0 — « 1 1  ..    («'0— g«)(n»,-t-/*>wn><>^».-h^»  1-^)  ...  (^m-h^^JT 


) 


("(»  — "o)  Cff»  — rt.)  . ..  («im  — ««li-l)  («m  — w  +  l)  . . .  (««—««) 

(«».  —  «'(,)  (fl'o  +  V  •••  («0+^«)  * 

Aqf  denselben  Wertli  von  a^  rnuss  man  im  AIlgemeiDeu,  so  lango  n  endlich 

iut,  »tet»  nothwendig  auch  kommen,  wenn  mau  den  angenommenen  Weitb 

I 
von  (p^  =  — 


«'o  +  ^« 


in  die  obige  allgemeine  Formel   zur  Lösung  des  vor- 


gelegten Systemes  von  Glpicbungcn  einsetzt.     Dieser  Werth  iat  aber: 

(«wi  +  K)  (^^ffl  +  Z'i) (^w  +  ^ J 

(«1«  —  oJ(fl»,  — fl,)  ...  («m  — ffm_l)(«in  — rr„,  +  i)  ...  («»  —  «0 


2' 

u 


[v-b.        Jrcz* 


~1 


Vergleicht  m,*n  dio  beiden  filr  a:,„  gefundenen  Werthe,  so  entsteht  bei 
Weglassang  gleicher  Facturen  die  allgemeine  Summenformel: 


?' 


V  Diese  Forme!  gilt  unter  denselben  Beditij^ungen,  unter  denen  das  vor- 
gelegte System  Gleichungen  überhaupt  auflösbar  ist  und  sie  gilt  auch  noch 
klÖr  eiu  unendlich  grosses  n,  wenn  die  beiden  Werthe  von  a„,  (in  allgemein 
feine  beliebige  ganze  positive  Zahl  zwischen  0  und  n  incl.),  ans  denen  diese 
Buinmenformel  abgeleitet  wurde,  durch  endliche  Ausdrücke  der  gebrauchten 
Form  dflrstellbar  sind. 

Wenden  wir  im  Besonder«  auf  diese  8umnienf<irttiel  die  erlaubte  Sub- 
«tititioo  an : 

tbp—p;     fi^=u  +  m, 
eatateht  auf  der  linken  Seite; 


,_  jx«  "("-t-i)  0^-1-3)  ...(«  +  ^»)  \  ^_f±  «  +  "^i  _  ?'.» *1  +  "'__ 

+  -   !ln}    "-|-"-hi    tt  +  w-|-2       n\      «'„+1      u -\- m      */  +  /«+ 1  j 


I'     2      '         M         '     M+l    '  fl'^+l'fl'j, -1-2 '«-j-zM  +  r  (/  +  /«+ -i  ^ 

Die  in  Klammern  eingeijcbloshene  Sunmie  Utssit  sich  nach  der  Gaussi'- 
lien  Bezeichnimgsweise  kurzer  darstellen  durch 
—  n   u  -\-  n  +1    u  -{■  m 
-f  "'  -i-  I    "*„  + 


\      u   u  • 


:>)■ 
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Die  rechte  Seite  der  Sninmenformel  giebt  dagegen : 

.     ,)n       0<-0("-«'o+0-.»(«-o'o+w) 

(«-«'o  +  nt)  a\  {a\  +  1)  {a\  +  2)  . . .  {a\  +n) 
oder,  wenn  wir  T- Functionen  einführen  nach  der  Relation: 

Fa  +  1  =  a  Fa , 

Aus  der  allgemeinen  Sammenformel  entsteht  also  nach  den  angeführten 
Snbstitutionen : 

pf—n  U'\-n-\-\  u  +  m  o'q  ^  \  _     («  +  »») 
\     u  M+ffi  +  l   o'o+l    ^       -^       "  —  «0+''» 
Fw  +  i  r«  ra'o+  l  Fm— flp+n+l 
Fm  +  «  +  1  Fm  —  a'o  Fa'o  +  n  +  I   * 
Ist  noch  m  =  n ,  so  entsteht  hieraus  die  P  f  a  ff 'sehe  Sammenformel 
/— n  tt  +  n  gp   \      r»  +  l  ru  Fa'o+t  Fti  — a^Q  +  w 
^l,     tt  a'o  +  1   1     /      "~7V+irnr^oFfl'o  +  n+l     * 
Ist  dagegen  u^a'^,  so  erhält  man  wegen  des  in  der  vorigen  Formel  im 
Nenner  vorkommenden  Factors  Fu  —  a'^  =  FO  =  oo 
/_„  «  +  «  +  1  «  +  »»A^o 
\M+lttH-m  +  l       1        / 
giltig  so  Innge  m^n  and  so  lange  die  Elemente  dieser  hypergeometrischen 
Reihe  dritter  Ordnang  den  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  des  zu  Grunde 
gelegten  Systemes  genügen. . 

Ist  ferner  bei  weiterer  Specialisirung 

ff^=s2iii  +  l;     6a,=2m,    a'^j  =  2«4-8, 
SU  erhält  man  bei  Substitution  dieser  Werthe  in  den  obigen  allgemeinen 
Werth  von  x^ 
a:„  =  (-l)«-'"+i  (2n  +  2)(2n  +  l)...(2m+l) 

2"-"»+' (n-OT+l)!    (4n+3)(4»+l)...(2ii  +  m  +  3)' 
Ist  dagegen 

a„=2m  +  3,    6,„=2m;    a'j,=2M  +  5, 
so  entsteht: 

__.      tx— H-i        (2w  +  3)(2i»  +  2)(2n+l)...(2m4-3)(2iii+2)_ 
2''-'»  +  '(n-m  +  l)!   (4n+5)(4«  +  3)    . .  (2«+»tH-5)" 
Bildet  man  nun  für  den  vorigen  Fall 

^JN2^3^2n  +  2^,„^^ 

1.3.5... 4n  +  3 
für  den  letzten  Fall : 

I  {  ^'o  ^"+'  +  ^n  S"^"  +  or,-,  S^-2  +  . . .  +  .r„.«  in«-)«  4-  ...  -1- X,  I 


_I.2.3    ..(2W  +  3) 

l. 3.0...  (411  +  5)  ^'^' 


» 


io  Sodet  man,  dass  P*"+^(|)  oder  P'^^^  (|)  gerade  der  Coefficient  von 
«*+*  oder  «**+*  ist  iu  der  EntM'ickelung  von  — r====  uacli  aufsteigen- 

drn  Potenzen  von  a.  Diesen  ZuBamme.nliang  zwischen  denKugelfanctionen 
QDtl  den  Lösungen  des  durch  die  angegebenen  Substitutionen  entstellenden 
Systemes  linearer  Gleiclinnge«  bat  zuerst  Gauss  erkanul;  vergL  dessen 
Methodus  uova  ittieyr.  vahres  tUc.f  und  J  fico  bi  auf  einem  gauz  andern  Wege 
itrciig  nachgewiesen,  vergl.  dessen:  Ueber  Gauss's  neue  Methode,  die 
Werfbe  der  Integrale  nJiherungKweise  xu  finden,  Journal  von  Grelle  Bd.l. 

Während  die  bisherigen  Specialfülle  ein  endliches,  wenn  auch  im  All- 
gemeinen unbeschränktes  n  voraussetaten ,  möge  nun  hier  noch  ein  Fall 
Platz  finden,  in  welchem  wir  ohne  Weiteres  n  sich  dem  Unendlichen  nähern 
Ussen. 

Ist  nämlich 

a^=i2p-\-l}z;     «2^-1.1^— (2p -fl)r, 

so  findet  sich : 
//(O  r.      (v-\-2z){r-22)(v^iz)(r  —  4z)(v-l-Gz){v^ez^... 

C  (h)  ~{u  —  z)  (tt  +  z)  («  —  3  2}  {u  -f  3  0  C«  —  52)  ("  H-  5  j)  («  —  7 z)  . . . 

^.(tO  ^  (u  +  z){u^z)(u-^3z)(u^Zz)(u-^bz)(u^bz)iH-\-7z)... 
H'{u)  0.      lv  —  2z){v  +  2z)(v~-iz)Co  +  4z')  (u-6z){p  +  6r)... 

Nun  i«t  bekanntlich 


I 


Sin = 

2n 


niTt    in  -^  m    2 «  —  m    4 «  +  m    4 «  —  m    Qu  -{■  m    On  ■ 


2« 


2n 


In 


An 


4r» 


ö« 


ti;i 


C0I 


(fn  _{u  —  q)n    n-^q    ^n  —  g     3"+<y     5« — y     fin  +  9'     In  —  q 


In  2rt 

als«  ist  auch 


2n 


2n 


4n 


An 


On 


ü/i 


*«  __ 


sin 


vn 
2z 


un 


€0S- 


2z 


un 

<?(„)_  ^~^ 

ff*(v)        .   rn' 

^  '      sin  — 
2z 

Bestehen  dieser  letzteren  Gleichung  erfordert  aber,  dass  n  als  unge- 
rade Zahl  sich  dem   Unendlichen  nähere,  wie  mau  sofort  erkennt,  wenn 

man  rechter  Hand  die  W^erthe  von  cos  —  uud  sin  —  so  eiusetzt,  dass  sich 

2  z  2z  ' 

in  den  einzelnen  Factoreu  bei  Ausführung  der  Division  die  einzelnen  Neu- 
er wegheben. 


^jer  we 
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Denken  wir  nns  nnn  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  z  als  eonstant, 
dagegen  u  and  v  als  veränderlich ,  so  entsteht  für 


51/1  »j  + 1  — 
H{a„)  _  2 


lu-a^        ^  ^  Jy=,„^  lu—m  +  lz  2z J.^;;^,, 

(—1)2         2 1  , 

=  — - — ^^—  =  —  ,  wenn  m  gerade  , 


TT  (—  1)2 

sm  m  — 

2  2  z  . 

=  —  ,  wenn  mnngerade. 


[l  unl  » 

— ; cos  —- 

Es  ist  also  immer,  gleichgiltig,  welchen  Werth  m  habe: 
Aehnlich  findet  man  auch 


[A*'")]-,""' 


Man  erhält  also  in  dem  angenommenen  Falle  für  die  inverse  Coefficienten- 
fnnction : 

flj»  +  *«»        w*    a»!  +  bp 

Die  inverse  Coefficientenfunction  unterscheidet  sich  also  nur  durch 
einen  constanten  Factor  von  der  ursprünglichen  Coefficientenfunction. 

Die  letztere  Formel  giebt  nun,  wenn  man  die  Werthe  v.on  a^  und  bp 
einsetzt: 

1)  wenn  m  gerade  =  2r,  p  gerade  &=  2;, 

1       _4z  1 

am  +  t>p~  71«  2(r-s)  +  l» 

2)  wenn  m  gerade  =  2r,  p  ungerade  =2«— 1, 

_  l        _  4£ 1 

flm+V~  »•      2(''  +  «)+'l   ' 

3)  wenn  m  ungerade  =  2r  -f- 1 ,  p  gerade  =  25 , 

1  4z  —1 


4)  wenn  m  ungerade  =  2r  +  1 ,  p  ungerade  =  25  —  1 , 
J _4z    — i 
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Man  erhalt  also  für  die  Unbekannten  x  (lie  Wert  he: 

9*1       ,       T'i       I       *Pa 


2r4-3  ^  2r— I  ^  2r  +  5 


4- 


<Jf>4 


<P« 


(Pl 


2r-f-7        2r  — 5  ^  2r+0 


2r— 3 


2^2/- 4-1  = 


4j 


T  0        ,         QPi 

2/H-  I        2r— 1 


2r-f3  ^2r— 3 


<P4 

2/-h5 


9'fl 


fPi 


^  2r  — 5    '    2r  +  7   '    2/'— 7 


+  -.. 


I 


wobei»  der  Herleitnng  dieser  Formeln  gemäss,  die  eingeklammerten  Reihen 
mit  eioem  solchen  FunctJonswertlie  von  cp  Fchtiessen  müssen,  dass  dessen 
hdei  eine  ungerade  Zahl  ist,  wahrend  die  Löabarkett  des  Prnblemes  selbst 
erfordert,  dass  die  Fnnctionswerthe  ip  solchen  Bedingungen  geniigen,  die 
die  Convergenz  der  eiogeklRmnierten  Reiheif  erfordert.  Die  aonstige  Be- 
•chafTenheit  der  Functionswerthe  ip  ist  ganz  willkürlich.  Dieser  letztere 
Umstand  berechtigt  uns,  noch  einige  beraerkenawerthe  Folgerungen  aus 
denjenigen  Relationen  zu  ziehen,  die  man  erhält,  wenn  man  die  gefundenen 
Werlhe  der  Unbekannten  a?  einsetzt  in  das  wrsprtinglich  gegebene  System 
Ton  Gleichungen.  Es  ist  die  (2  m  —  l)'*'  Gleichung  des  vorgelegten 
Systemes : 


(j+2w)j^  (—  1  -\-2m)z 


+ 


t^5  -|-  2  m)  5 
dagegen  die  (2m)'*  Gleichung: 


+ 


+ 


(— 5H-2w)  z 


(— 3-f  2m)2 
+  •..  =  (pim-lt 


{l—2m)Z       (—1  —  2m)  z 
a-4 


"*"  (5  — 2OTJr"''(— 5  — 2m)s 


(3  — 2OT)r      (— 3  — 2m)r 


+  ..,  =  q02« 


en  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  für  x  gefundenen  Werthe  ein,  in- 
wir  beide  sich  ergebende  Formeln  durch  ein  doppeltes  Vorzeichen  an- 
•D,  so  entsteht: 

_4_  J  1^        r^4.i^_|_ii_|_'^J__^*4.?!64_        1 

71*  I  I   +  2m  L  1    "*■    3  ■*"  -  I  "^    5  "^  -  3  "^    7    ^  '    " J 

-1  +  2^1  1  "'"-r"'"  3  "*■  — 3"^  &  "*"  — 5"^'  J 

"^3  +  2«/  [  3  ^   ö  "*"    l^    7  '^  -  iT   0  "^  '  ■  •  J 
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_    __^_ r  «Po  ,    <Pi  ,   <Pi  .    «Ps    ,    «Pi  .     y>     .        "I 

-5  +  2i«Lö3"^   7"^  +  l"^9  "^'-!   "^•••J 

^- hfcr- 

Diese  Gleichung  gilt  nnn  für  Werthe  von  q>y  die  innerhalb  sehr  weiter 
Grenzen  willkürlich  angenommen  werden  können,  sie  gilt  also  identisch, 
und  es  müssen  nun  die  Coefficienten  der  einzelnen  Functionswerthe  tp  dieser 
Forderung  der  Identität  genügen,  oder  es  ist 

.      _4^  i 1_  111 

3J       ^,g>2m-l  |(i+2iii)»"*'(l-.2m)«"*"(3+2in)«"*"(3-2m)« 

V    ±      i !_ .       1       ■  L_j. ?__ 

^       »»*''*'"  |(l-2m)«"*"(l  +  2m)» "*■  (3  — 2«;«"^ (3-1-21«)« 


«^  h  ±  2m  *  — 2*H-1       1  -I-  2m    25-|-l  ^3 +  2»i   —  2*-f  3 

+-J !_  +_- L  -  _L_+  _J !_ 

3  -h  2m    2s +  3        5  +  2»»  —  25  +  5  '   5  +  2m  2*  + 5 

1 1 1  I  I 

''"7  +  2m    — 2*  +  7"''7  +  2m   2«  +  7"*""*J 

^      ^  (        I  1 I 1  1         1 

)      „«9'2.-i|j  j.^^    2*-hl        +2m-|-l    — 2*  +  l   ■*"3±2m25- 


+3 


^_^JL^^,^1^^^.^      i 


4:2m-f3*-2s-|-3      5  +  2m   2*-j-5       +  2m -|-5 

1 1         1_  1  l  J      ^ 

—  2«  +  5  "''t'^T»»   2*  4- 7  "*"  +  2m -H  7  — 2«H- 7*^  "') 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  ziehen  wir  die  für  ein  beliebiges  reelles 

ganzes  positives  m  giltige  Bntwickelung : 

(1  +  2m)«  ^(1  -  2/;.)«  ^(3 -H  2m)«  ^(3  —  2m)«  ^(6+ 2m)« 

^(5-2m;«^-"        4   ' 
die  für  den  einfachsten  Fall  m  =  0  übergeht  in  die  bekannte  Formel : 
_L,  i.  .  _L  .  J_  .  J_   .        _f! 

Ans  den  Gleichungen  5)  und  6)  dagegen  ergiebt  sich : 

1  1  1  1,1 1___  1  1 


l+2m  1  — 2s^l+2m    l+25^3±2m   3  — 2*  ^3  +  2m  3-|-2* 
,         1               1                  _ 
■*"5  +  2m   5-2«'*' ' 
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ebe  GleicliQDg,  die  gilt  für  eiu  beliebiges  reelles  ganzes  positives  s  und  m, 
w  kog«  t  ^  m. 

In  gans  aoaloger  Weise,  wie  das  io  diesem  Paragraplien  beliandeltß 
Sjfitem  linearer  Gleicbuugeo  gelöüt  wunle,  Usstui  sieb  tiucb  sokbeiSysteme 
lösen,  deren  Coefficieatenfunction  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 


f„  {m,  p)  = 


_  ft/»  +<3w 


+  ^ 


wo  a  nnd  a  beliebige  Functionswertbe  des  Argumentes  p,  ß  und  b  beliebige 
FanctioDfiwerthe  des  Argumentes  m  bedouten,  die  aber  für  ein  beliebiges 
f)  und  y  den  Bedingungen  genügen! 

JI«n  vergleiche  ferner  hierzu  noch  das  System  beliebig  vieler  linearer 
Gleicliongenj  dessen  Lösung  mitgetbeilt  wurde  von  Dr.  E.  II eine  im  Jonr- 
nal  von  Grelle  Bd.  &7:  „üeber  die  Zahler  und  Nenner  von  Kettcnbrüchen." 


§7. 
AnwenduEg  auf  Kettenbiüche. 


H  Soll  eine  Function  von  x^  etwa  f{x)  in  einen  Kettenbruch  entwickelt 
werden,  so  kann  diese  Entwickelung  entweder  vorgenommen  werden,  wenn 
mau  ein  System  Gleicliungen  kennt  von  der  Form: 


A  =  f^a  /"i  -  ^i  /■» 
/"s^faAa  — »'s/! 

f»  =  f*fi  +  I  /"n  H-  1  —  »"n  +1  fn  +5 


WO  DQo  die  mit  f  bezeichneten  Grössen  wiedernm  Functionen   von  x  sind 
oder  indem  man  njine  Weiteros  die  aus  diesen  Gleichungen  abgeleitete  Form 
I  des  Keltenbruches: 


in  inf. 
'Sr'Es  treten  nun  die  beiden  Aufgaben  auf:  l)  dieWertlie  der  fi  und  v 
timmen,  wenn  die  Function /j  nnd  die  Form  des  Kettcnbrucbes  ge- 
en  ist,  2)  die  Function/",  zu  bestimmen,  wenn  der  Kettenbruch  gegeben 
iit  Diese  letztere  Aufgabe  scbliesst  selbstverstündlicb  die  Frage  nach 
der  Convergenz  oder  Divergenz  des  Ketteabruchcs  mit  ein. 

ZtiiMhnn  f.  «UUiemstik  a.  Pbytik  XV,  4.  V^ 
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Bezeichnet  man  nun  die  aufeinanderfolgenden  Nähernngsbrtiche  des 
Kettenbrucbes  durch 


^1       ^i       ^8                ^n 

so  dass 

3) 

^1  _   /o          ^2  _         /o  Mj 

Zwischen  den  einseinen  Z  und  N  bestehen  nun  bekanntlich  folgende  Re- 
lationen: 

X  -Z^i»  =  /*n  ^n  -  1  —  "n— 1  ^m—t 


und  es  ist  offenbar  für  n  =  oo  =  w 

MuUiplicirt  man  sämmtlicbe  Gleichungen,  die  sich  aus  6)  ergeben,  wenn 
man  linker  Hand  mit 

^,    iv,     '0  iv,  iv. 


beginnt  und  mit 


schliesst ,  so  erhült  man 

6)  -Jv AT  "^'o—ÄT^V '  ^»+1^«  — '^•l^n+l=/o»'lVt^'t•.•»'»• 
Addirt  man  ferner  sämmtlicbe  Gleichungen,  die  sich  aus  der  ersten  der 
Gleichungen  6)  ergeben ,  wenn  man  linker  Hand  mit 

Zn-t-l  Zn 

iVn  +  1         ^n 

beginnt  und  mit 
schliesst,  so  folgt 

7)    ^-|=/;.,,......v,(^^-L— +5^-^=^  +  ...). 

Die  Gleichung  7) ,  die  man  noch  zur  bequemeren  Behandlung  mit  N^ 
multipliciren  kann,  gilt  nun  identisch.  Hat  man  nun  aus  4)  die  allgemeine 
Form  von  N^  erkannt,  so  liefert,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe  bestimmt  ist, 
die  Gleichung  7)  so  viel  Bedingungen,  als  noch  unbekannte  Grössen  in  JV;, 
enthalten  sind,  in  Form  eines  Systemes  (beliebig  vieler)  line- 
arer Gleichungen.     Die  Auflösung  dieses  Systemes  liefert  den  Wertb 


Von  Dr.  Th. 

t>ii  iVn  QD<3  damit  dann  auch  durch   die  Gleichungen  4)  den  allgemetncn 
ITerth  von  (in  und  Vr,  worUurch  aber  auch  die  Entwlcicelung  in  den  Kettcn- 
brncb  so  gut  wie  geschehen  ist*. 

Ist  aber  der  Ketteubiuch  bereits  gegeben,  so  liefern  die  Gleichungen  4) 
die  RÜgemeine  Form  von  Zb  und  A^«.     Hat  man  dieselbe  festgestellt,  so  kann 
man  die  ebenfalls  identisch  giltige  zweite  Gleichung  der  Gleichungen  0) 
benutzen,  um  die  Cnnsfanten  zu  bestimmen,  die  in  der  allgemeinen  erkann* 
[tPaForm  von  Z^  und  Nn  vorkommen»    Die  Bestimmung  dieser  Oonstanten 
I  führt  wiederum  auf  ein  System  (beliebig  vieler)  linearer  Gleich- 
ungen  (wenn  die   Aufgabe  bestimmt  ibt,  auf  so  viele,  als  Constanten  in 
Wb  uod  Zn  zu  bestimmen  sind).     Die  Auflösung  des  Syatemcs  führt  auf  die 
ntniss  der  Werthe  dieser  Constanten,  das  Einsetzen  der  Werthe  der- 
en in  die  allgemeine  Form  von  Z„  und  Nn  auf  die  Keuutniss  des  Wer- 

Z  Z 

thcs  des  h'""  Näherungsbrnches  ~    des    gegebenen  Kettenbruches  und  -^ 

N„  °  "  JV„ 

für  «=  Qo  auf  den  Werth  des  Kettenbruches,  im  Allgemeinen  in  der  Form 

des  Quotienten  zweier  nnendlicher  Reihen.    Die  Kenntniss  von  — p   für   ein 

beliebiges  n  lässt  nun  aber  leicht  auch  noch  Kestnntersnchungen  zu,  wo- 
■  doreb  nun  alle  Fragen ,  die  mit  der  oben  genannten  zweiten  Hauptaufgabe 
H  für  Kettenbruche  im  Zusammenhange  stehen,  gelöst  sind. 

F   kUrn 


§8. 
Anwendung  auf  physikalische  Frohleme. 


Die  Zurtickführung  physikalischer  Thatsachcn  auf  die  einfachsten  Er- 
klälrangsprincipion,  die  nur  die  Wirkung  zwischen  punktförmigen  Massen 
behandeln  können,  führt  in  der  Kegel  auf  paitielle  Differentialgleichungen, 
l^ie  fotegration  derselben  ist  der  mathematische  Ausdruck  für  die  Wecbsel- 
*irknng  endlich  ausgedehnter  Massen,  die  allein  unserer  Beobachtung  zu- 
ß^nglicb  sind.  P^ine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Mathematik  auf 
<lie  Pby*ik  besteht  also  in  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen. 

Es  hat  in  der  Regel  keine  Schwierigkeit,  eine  Function  zu  finden,  die 
^«F partiellen  DiflFerentialgleichuog  genügt,  oder,  mit  anderen  Worten,  es 
"OD  die  Kenntniss  einer  Lösung  der  partiellen  DifTcrcnlialgleichuag  vor- 
"»»g^setzt  werden.  Dabei  unterscheidet  sich  aber  die  allgemeine  Lösung 
*iDer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Lösung  einer  ge- 


•  Ala  Beispiel   vergleiche  man  hierzu:  Osuss  „Methodta  nova  iitlegr.  val.  ed. 
^  Eotvrickelung  von 


ii 


\  '"«linen  Kottcnbrncli. 


m 


W* 
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wohnlichen  DiGTerenlialgleicliung  dadurch,  daas  die  erstere  unendlich  Tiele 
willkürliche  Coustatiten ,  die  letztere  nur  eine  beschränkte  (genau  b«- 
stimmte)  Anzahl  solcher  Conatauteu  besitzt. 

Mit  snlrhen  allgemeinen  Lösungen  partieller  DifiTerentialgleichangen, 

in  denen  die  Constanten  beliebige  Werthe  haben,  ist  aber  so  gut  wie  noch 

niclitd  erreicht»   vielmehr  Hegt  die  Hauptschwierigkeit    des  Prohlenies  der 

Integration    partieller  Differentialgleichungen  darin»  die  Constanten  so  zu 

I  bestimmen,  dass  das  Integral  gewissen  gegebenen  Bedingungen  genügt. 

Um  diesen  Bedingungen  zu  genügen,  kann  man  nun  so  verfahren,  dass 
man  sich  die  Function  r/,  welche  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung darstellen  möge,  so  dass  sie  zugleich  den  gegebenen 
Nebenbedingungen  genügt,  entwickelt  denkt  in  eine  Reihe,  deren  Argu» 
ment  in  zweckmässiger  Weide  aus  gewissen  Lösungen  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung zusammengesetzt  ist  Die  Anwendung. der  gegebenen 
Bedingungen  auf  die  Function  «  führt  auf  identisch  gültige  Gleichungen, 
aus  denen  nun  weiter  Systeme  von  (linearen)  Gleichungen  abzuleiten  sind, 
deren  Lösungen  die  Werthe  der  zu  bestimmenden  Constanten  liefern. 

Die  Lösung  derartiger  Systeme  von  linearen  Gleichungen  wird  im  All- 
gemeinen gelingen,  mit  Hilfe  des  Satzes  VII,  §  4,  wenn  es  gelingt,  gewisse 
einfache  Fälle  zu  bestimmen ,  in  denen  sich  die  inverse  Coefficienten* 
fnnctlon,  gemäss  der  Eigenthümlichkcit  des  Argumentes  der  Function  m, 
leicht  ergicbl. 


Der  Druck,  welchen  Gasc  gpgen  eine  Wand  ausüben,  den  wir  mit 
8p»noüng  bezeichnen  und  mit  Qaecksilberhöhen  messen,  ist  die  Summe  der 
Aoütöflse,  welche  die  wägbnren  Theilo  des  Gases  gegen  die  Wand  awsiiben. 
Die  Tollkommeue  EInBticitHt  des  Gases  bedingt,  dass  hierbei  kein  Theil  der 
Bewegung  in  Wärme  umgesetzt  wird.  Die  Spannung  des  Gases  bleibt 
immer  dieselbe.    Sie  hängt  von  der  Temperatur  des  Gases  und  der  Natur 

in  dem  Gase  vorhandenen  chemischen  Elementes  oder  Veibiadting  ab* 

Bei  gleicher  Spannung  enthalten  die  Gase  sehr  ungleiche  Mengen 
wigbtrer  Substanz,  und  dioi^e  wird  relativ  durch  das  specitische  Gewicht 
Äfl«  Gases  ausgedrückt.  Die  ahsolnlo  Summe  der  Bewegung  des  auf  die 
Wand  stoBsenden  Gases  besteht  aus  dem  Product  von  dem  Gewichte  der 
tilgbaren  Substanz,  multiplicirt  mit  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  der 
einzelnen  Körperllieälcheu. 

Xebmen  wir  1  Liter  Wasserstoffgas  und  1  Liter  Sauerstoffgas  in  2  Cu- 
^ikdecimetern  an,  welche  durch  eine  nicht  permcahto,  aber  bewegliche 
^ftnd  getrennt  wird,  so  erleidet  diese  Wand  von  beiden  Seiten  einen  glei« 
eben  Druck,  also  keine  Verschiebung.  Nun  ist  im  Liter  Sauerstoff  Ißmal 
«0  viel  wägbare  Substanz,  «la  in  dem  Wasserstoff  vorhanden  j  da  aber  beide 
finen  gleichen  Druck  auaUhcn,  so  müssen  sich  die  Wasserstoffatome  rascher 
bewegen,  als  die  des  Sauerstoffs. 

Setzen  wir  die  Geschwindigkeit  der  Wasserstoffatome  =rv  und  die  der 
8*aorBtoffatome  =ä,  und  die  specifischen  Gewichte  wie  1:16,  so  ist  wegen 
•J«!  gleichen  Druckes 


w» :  s'  =-  la  :  l , 
w:s^ym  :/T=4:  l. 


im  ersten  Falle  bis  auf  0,1«  Procent ,  im  zweiten  bis  an f  0,8  Procent,  Am- 
trronlak  stimmt  wpniger  gnt,  im  günstigsten  Falle  um  5,5  Procent.  Ammo- 
niak nnil  Luft,  deren  Kpecifischo  Gewichte  sich  wie  8,5  und  14,5  verbalten, 
haben  bei  Magnus  gleiche  Erwärmungszeiten.  Da  aber  diese  Versuche 
überhaupt  keine  sehr  scharfen  Messungen  znlassen,  sowie  denn  auch  nur 
halbe  und  Viertelminuten  aufgeführt  werden»  so  kann  man  aus  den  DifFe- 
renzen  von  so  nahe  zusammenfallenden  Gasen,  wie  Luft  und  Ammoniak, 
keine  nmchthoiligen  Schlüsse  ziehen.  Die  speeifischen  Gewichte  von  Was- 
serstoff nnd  Kohlensäure  verhalten  sich  wie  1;23,  dagegen  von  Ammoniak 
zu  Luft  wie  1:1.7^  nun  kommt  aber  noch  hinzu,  das«  vom  specifischen  Ge- 
wichte die  Quadratwurzel  gezogen  wird,  woilurch  das  VerhSltniss  noch 
mfhr  abgeschwächt  wird.  Die  Differenz  der  Quadratwurzeln  betrügt  bei 
Wasserstoff  nnd  Koh!ens?inre  3,0t>04 ,  dagegen  bei  Luft  und  Ammoniak  nur 
0,304,  ist  also  im  ersten  Falle  mehr  wie  12 mal  so  gross.  Die  grösste  üeber- 
einstimmnng  zwischen  Versuch  nnd  Theorie  findet  also  dort  statt,  wo  die 
Wahrscheinlichkeit  eines  richtigen  Resultates  die  grösste  ist. 

Die  aufgestellte  Ansicht,  dass  sich  die  Geschwindigkeiten  der  Gasatome 
bei  gleichem  Drucke  iimjjekchrt  wie  die  Quadratwurzeln  der  specifischen 
Gewichte  verhalten,  findet  also  in  den  Magnus'schen  Versuclien  eine  ex- 
perimentelle Stütze,  und  die  bis  jetzt  unerklärte  grosse  LeitnngsfKbigkeit 
des  Wasserstoffs  pe^en  alle  anderen  Gase  findet  in  der  ungleichen  Ge- 
schwindigkeit der  Gase  ihre  Begründung,  ohne  dass  man  genothigt  wfire, 
dem  Wasserstoff  eine  metallische  Natur  zuzuschreiben. 

Iliorhin  gehört  auch  die  bekannte  P>schrinnng,  dass  derselbe  galva- 
nische Strom  durch  einen  gleich  dicken  riatitidraht  gefuhrt  im  kohlensauren 
Gase  glüht,  im  Wasserstoff  aber  noch  dunkel  bleibt.  Bnnzen  führt  die- 
'  selbe  Erscheinung  in  seinen  gasometrlschen  Methoden  (S.  2^5)  für  Kohlen- 
.  feänre  nnd  Sauerstoff  an,  wo  der  Platindraht  immer  zuerst  und  am  hellsten 
in  der  KohlonsHure  glühte,  und  erklärt  die  Erscheinung  dahin,  das«  die 
Kohlensäure  unter  dem  gemeinschaftlichen  Einflusg  von  Leitung  und  Strah- 
lung ihre  Wfirme  schwieriger  abgiebt,  als  das  Sauerstoffgas.  An  die  Stelle 
dieser  Erklärung  setzen  wir  jetzt  die  bestimmtere,  dass  das  kohlensanro 
Gas  vernuHge  der  geringeren  Geschwindiskeit  seiner  Oasatome  gegen  Sauer- 
stoff im  Verhiiltniss  von  21,4  zu  25  den  Platindraht  seltener  berührt  und  ihm 
also  weniger  Wärme  entzieht,  und  die  geringere  Geschwindigkeit  der  Koh- 
lensäure gegen  Sauerstoff  geht  aus  dem  gleichen  Drucke  bei  ungleichem 
specifischen  Gewichte  (22:1«)  hervor. 

Die  meisten  Autoren,  welche  über  diesen  Gegenstand  gearbeitet  haben, 
nehmen  an.  dass  die  Warme  der  einzige  Grnnd  von  der  Spannung  der  Gase 
sei.  Clausius  (Samminng  11,  234)  drückt  dies  so  ans:  „Man  weiss  nach 
dem  Gay-Lnssac* sehen  Gesetz,  dass  der  Druck  eines  vollkommenen 
Gascü  hei  const^utom  Volum  in  gleichem  Verhältniss  mit  der  von  — 27."**  C. 
an  gürcchneteu  Temperatur,  welche  wir  die  absolute  Temperatur  nennen. 


I 


I 
I 


I 
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wichst,  und  es  folgt  daraus,  dass  die  absolute  Temperatar  der  lebendigen 

ft  der  fortscbreitenden  Bewegung  proportional  ist." 

Zunächst  nehme  ich  an,  dnss  der  Druck  der  Gase  auf  ihre  Umgebung 

von  der  Grosse  der  ganzen  Böwegung,  welche  die  Gasatome  besitzen,  ab- 

stamxnr.    Nach  der  Lehre  vom  absoluten  Nullpunkt,  die  ich  selbst  nicht  an> 

nehme»  aber  denjenigen  gegenüber,  welche  sie  annehmen,  gebrauchen  darf, 

läsat  sich  die  Summe  der  Warm«,  welche  in  einem  Gase  enthalten  ist,  aus 

seiner  »pecifischen  Wärme  und  seinem  specifischen  Gewichte  berechnen. 

2  Liter  Wa.sserstoflgas  wiegen  0,17878  Gramm  und  1  Liter  Snucrstofigas 

legt  1,43028  Gramm.     Ihre  mittlere  specifipcho  Wärme  (nämlich  zweimal 

ie  des  Wasserstoffs  und  einmal  die  des  Sauerstoff  getheilt  durch  3)  beträgt 

gegen  Wasser  als  Einheit.     Bei  0"  besitzen  beide  Gase  273"  absolute 

ratnr;  die  Summe  der  darin  enthaltenen  Wärme  beträgt  also 

273  , 1,60006  .  0,2371  =  104,13  Wärmeeinheiten. 

Verbrennt  man  die  3  Liter  oder  l,G0flO<1  Gramm  Knallgas,  so  entwickeln 

sie  (weil  1  Gramm  Wasserstoff  oder  9  Gramm  Knallgas  34402  W.  E.  aua- 

ben) 

34462.1,60906      ^.^,  «  „r  t:. 
=  6191 ,2  W.  E. 

Die  Snrorae  dieser  Wärme  muss  nun  voiher  in  dem  Knallgase  in  irgend 

^in^r  Form    von  Bewegung  vorhanden  gewesen  sein,    weil  eine  Bewegung 

picht  aus  Nichts  entstehen  kann.  Ich  hahe  sie  als  chemische  Bewegung  auf- 

eaielU,  die  von  der  Wärme  als  solcher  verschieden  ist,  aber  beim  Austreten 

Idtirch  die  chemische  Verbindung  als  Wärme  frei  wird,    Dasa  die  chemische 

|lJpwegiiog  raumei füllend   ist,   ergab  sich  aus  der  ungleichen  Ausdehnung 

der  AHotropien  von  Schwefel,  Phosphor,  Selen»  Arsen,  Kohlenstoff  u.  a. 

[Die  »peciösche  Wärme    allein  kann  hier  keine  bedeutende  Rolle  spielen» 

Uenn  sie  ist  für  die  Gase  vor  der  Verbrennung  l,G1.0»237l  ==0,38  und  nach 

der  Verbrennung  1,61,  weil  sie  zur  Gewichtseinheit  des  Wassers  =1  ist.  Es 

'  »ißtl  nUo  durch  die  Verbrennun;^'  selbst  1,(11 —0  .38=1,23  W.  E.  scheinbar 

H«rjcli wunden,  stecken  aber  in  dem  neugehifdeten  Wasser. 

Unter  Annahme  des  absoluten  Nullpunktes  würde  sich  die  Bewegung 

»«  veitheilen: 

ganze  aastretende  Bewegung  iia  Knallgas  0161,  2  W.  E., 

geht  ab  reine  Wärme —  104J3  ,,    „ 

bleiben  für  chemische  Bewegung    .     .     .  6057,07  W.E. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  1,23  W^.E.,  welche  das  Wasser  mehr  ent- 

Wlt,  als  das  Knallgas,  bereits  im  Calorimeter  mit  geraessen,  also  nicht  wei- 

^  in  berücksichtigen  seien,  so  würden  wir  das  auffallende  Resultat  haben, 

•*»»«  die  als  Wärme  vorhandene  Bewegung  nur 

104,13.100  ^ 

— ^  :^l,68rjocent 

6101,2 

'00  der  ganzen  bei  der  chemischen  Verbindung  austretenden  Wäi  mo  sind. 
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Dasa  diese  Snmme  von  Bewegung  vorher  in  dem  Knallgase  vorhaodeo 
gewesen   sein    muss,  lUsst  sich  nach  dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft 
nicht  in  Abrede  stellen,  weil  der  chemische  Vorgang  der  Verbindung  nur 
die  Bedingung,  aber  nicht  die  Ursache  der  Wärmoentwickolung  sein  kann. 
Wie  CS  möglich  sei,  das«  verschiedene  Bewegungen  an  demselben  Atom  xu  ■ 
gleicher  Zeit  haften  können,   ist  vorlJtufig  schwer  zu  begreifen.     Die  Co« 
existenz    verschiedener  Schwingungen   ist   eine  allgemein  bekannte  That- 
I  Bache.    Eine  gespannte  Saite  aus  Stahldraht  kann  zu  gleicher  Zeit  tönen, 
[sichtbar  und  warm  sein,  von  einem  Magnete  angezogen  werden,  einen  elek- 
'  irischen  Strom  füliren  und  alle  AfiinitSten  des  Eisens  und  Kohlenstoffs  in 
sich  tragen.    Wabread  die  tönende  Saite  als  Ganzes  nach  den  Gesetzen  der   ■ 
Pendelbewpgung  hin-  und  herschwingt,  besitzen  ihre  kleinsten  Theile  die- 
jenigen Bewegungen,  welche  als  Licht-  uud  Wärraestrabl  aus  ihr  austreten 
und  als  elektrischer  Strom  darin  Leitung  finden. 

Wird  ein  Gas  abgekühlt,  so  tritt  zuerst  diejenige  Bewegung  aus, 
welche  wir  Wärme  nennen  und  die  schon  als  solche  vorhanden  war;  wird 
ea  weiter  abgekühlt,  so  tritt  auch  ein  grosser  Theil  von  derjenigen  De-  ■ 
wpgung,  weklio  die  chemischen  Eigenschaften  bedingt,  als  Wärme  ans, 
und  das  zur  Flüssigkeit  verdichtete  Glas  {CO,,  Ct,  50,,  C.iV,  NO,  Ciff^ 
NBf  etc.)  behält  nur  einen  kleinen  Tlieil  als  Flüssigkeit  Qbrig.  Von  dieser 
kann  es  in  einzelnen  Fällen  (CO,)  bei  grösserer  Kälte  noch  einen  Tbeil 
verlieren,  indem  es  in  den  festen  Zustand  übergeht.  Von  den  permanenten 
Gasen  (/^,  N,  0)  können  wir  Wärme  entziehen,  aber  nicht  den  Theil  der 
raumerföllenden  Bewegung,  welche  nicht  Wärme  ist,  nnd  welche  wir  che- 
mische Affinität,  Qualität,  nennen.  Wie  weit  wir  bei  den  permanenten  Ga- 
sen von  diesem  Funkte,  wo  sie  auch  chemische  Bewegung  abgeben,  noch 
entfernt  sind,  können  wir  niclit  wissen,  weil  die  Gase  eben  permanent  sind. 
Wir  können  aber  nach  Gay-Lussac's  Kegel  nicht  schliessen,  dass  die 
Gase  bei  — 273"C.  keinen  Kaum  mehr  einnehmen  und  nach  Mario.tte*8 
Gesetz  nicht,  dass  die  Gase  bei  — 273" C.  wohl  den  Raum  wie  bei  0**.  aber 
keine  Spannung  mehr  besitzen.  Beides  schliesst  einen  physikalischen 
Widerspruch  ein,  denn  ein  Körper,  der  keinen  Raum  einnimmt,  hat  auf- 
gehört zu  existirpn,  nnd  Kaum  einnehmen  ohne  Widersland  nach  aassen, 
ohne  Spannung,  ist  ebenfalls  undenkbar. 

Die  chemische  Bewegung  ist  eine  dem  Atom  anhaftende  Bewegung, 
die  aber  durch  ungleiche  Schwingungszahl  und  Grösse  der  Excursion  nicht 
Wärme  ist.  Sie  bedingt  neben  der  Wärme  den  Cohäsionszustand  des  Ele-  _ 
mentes.  Sie  ist  entweder  gar  nicht  übertragbar,  wie  bei  den  permanenten  I 
Gasen,  oder  nur  als  Wärme,  übertragbar,  wie  bei  den  sich  verdichtenden 
Gasen,  und  daher  kommt  es,  dass  wir  bei  chemischen  Verbindungen  den  frei 
werdenden  Theil  der  Bewegung  nur  als  Wärme  messen  können.  Der  be- 
sondere Fall,  dass  in  der  galvanischen  Kette  die  frei  werdende  Bewegung 
erst  als  elektrischer  Strom  auftritt,    macht  keine  Ausnahme,  da  sich  der 
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om    bei  seinem  Verschwinden  sogleiclj  in  Wärme  umsetzt  und  nur  als 
che  der  QuantitHt  nach  gemessen  werden  kann. 

Hat  sich  Sauerstoff  mit  Wassenstoff  ch<*mjsch  zu  Wasser  verbunden, 
•o   Terlieren  sie  ihren  permanenten  Zustand  und  das  Aeqnivalent  sind  die 
M4<)2  W.  E.,   welche  1  Gramm  Wasserstofi*  beim  Verbrennen  ausscheidet« 
er  das  Wasser  entliült  selbst  noch  chemiKclio  Bewegung,  die  durch  seinen 
ier-  und  Siedepunkt  bezeichnet  ist.     l>er  Sauerstoff  des  Wassers  kann 
noch  einmal  Bewegung  ausgeben,  wenn  er  in  eine  feuerbeständigere  Ver- 
I     bindung  übergeht,  und  dies  geschieht,  wenn  er  in  Zinkoxyd  übertritt.    Die- 
1     »#r  Vorgang  findet  bei  der  AuTlösung  des  Zinkes  in  verdünnter  Schwefel- 
store statt,  und  die  hierbei  austretende  Wärme  ist  kleiner,  als  wenn  sich 
Zink  mit  gasförmigem  Sanerstoff  verbindet,  weil  der  Sauerstoff  bei  seiner 
Verbindung  mit  Wasserstofl'  schon  einen  grossen  Thoil  seiner  chemischen 

I Bewegung  ausgegeben  hat.    Die  bei  der  Auflösung  von  Zink  in  verdünnter 
Bchwefeloäure  auftretende  Wärme  entsteht: 
I  1.    aus  der  grösseren  Feuerbestündigkeit  des  Sauerstoffs  im  Zinkoxyd 

m  im  Vergleich  zu  der  im  Wasser  j 

I  2.    ans  der  grösseren  Feuerbeatändigkeit  der  Schwefelsäure  im  schwe- 

I  felsaurcn  Zinkoxyd  gegen  die  im  freien  Zustande  j 

l  3.   weniger  der  zur  Vergasung  des  Wasserstoffs  und  Wie  derb  erstel- 

I  Inng  im  permanenten  Zustande  verwendeten  Wärme. 

Verhindert  man  die  Vergasung  des  Wasserstoffs  durch  Oxydation,  so 
wird  die  unter  3  aufgeführte  Wärmemenge  erspart  und  die  freiwerdende 
Wärmemenge  steigt  um  diese  Grösse,  weniger  derjenigen  WUrmemenge, 
»eiche  der  ausgeschiedene,  vorher  mit  dem  Sauerstoff  verbundene  Körper 
als  chemische  Bewegung  aufnimmt.  Hierin  liegt  die  Erklärung  der  Zwei- 
k»nimeri>nule :  weil  Kupfer  eine  geringere  Verbrennungswärme  als  Wnsser- 
»toff  hat,  so  wird  Warme  erspart,  wenn  man  statt  gasförmigen  Wasserstoffs 
metallisches  Kupfer  ausscheidet  (Uanieira  Batterie);  weil  Stickoxydgas 
eine  geringere  Verbrennungswärme  als  W'asserütoff  hat,  so  findet  derselbe 
üewum  an  Warme,  rei<p,  Strom  statt,  wenn  mau  Slickoxyd  statt  Wasser- 
stoff ausbcheidet  (Grove's  Batterie). 

Die  durch  den  chemischen  Vorgang  in  der  Zelle  frei  werdende  Be- 
wegung erscheint  in  der  Kette  erst  als  Strom ^  im  folgenden  Augenblicke 
»her  als  Wärme,  und  die  Wärme  ist  das  messbare  Aequivalent  des  Stromes. 
Die  bei  der  Auflösung  von  Zink  in  verdünnten  Säuren  frei  werdende 
Wärme  ist  absolut  dieselbe  Grösse,  der  Vorgang  mag  innerhalb  oder  ausser- 
Ulb  der  Kette  vor  sich  gegangen  sein.  Die  Wärme  iu  der  Kette  ist  keine 
(^atlität  des  Stromes,  kein  Acccssorium,  sondern  das  absolute  und  einzige 
Aei^uiralent  desselben,  wenn  er  verschwunden  ist. 


Anmerkung.     Der    vorstehende   Aufsatz   wurde    mir  von  Professor 
l'oggendorff  ohne  Erklärung   und  Angabe  der  Gründe  zurückgeschickt, 


I 
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nachdem  derselbe  schon  an  40  MiltheUoDgen  von  mir  and  zwar  vom  Jahre 
1832  an  in  seine  Aonalen  aufgenoiumeD  hatte.  Ich  schreibe  dies  einer  Ge- 
reiztheit des  tierrn  Prof,  Poggeiidorff  zu,  weil  ich  ihm  in  meiner  ♦, All- 
gemeinen Theorie  derBewegUDg  und  Kraft"  S.  82  den  Vorwarf  gemacht  habe, 
dass  er  1842  den  Aufsatz  von  Dr.  J.  R.  Maier  in  Ueilbronn,  der  jetzt  der 
Angelpunkt  der  ganzen  neueren  Physik  geworden  ist,  znrückgewieseu  habe. 
In  der  Tliat  gab  er  dadnrch  eine  grosse  Kurzsichtigkeit  zu  erkennen,  die 
aber  dadurch  erklärt  werden  kann ,  dass  er  noch  beute  ein  Anhänger  der 
Contncttheorio  ist,  folglich  mit  der  Lehre  von  der  Erholtong  der  Kraft  auf 
einem  gespannten  Fusse  stehen  muss.  Wer  den  chemischen  Vorgang  in  der 
Säule  und  zngleich  die  Bewegung  elektro- magnetischer  Maschinen  fQr  eine 
Wirkung  dos  Contacts  erklart,  kann  nnmfiglich  für  eine  Lehre  stimmen, 
welche  jede  neue  Üewegung  aus  dem  Verbrauch  einer  bereits  vorhandenen 
Bewegung  ableitet.  Der  Einwand  ^  dass  die  Abhandlung  von  Mai  er  und 
auch  eine  von  mir  im  Jahie  1837  eingesandte  über  die  Natur  der  Wärme 
keine  ., neuen  experimentalen  Untersuchungen  enthalte",  kann  nicht  mehr  an- 
genommen werden,  da  doch  viele  Abhandlungen  von  Olausios,  welche 
gesammelt  zweiBfinde  gaben,  und  auch  von  Anderem  in  die  Annalen  aufge- 
nommen wurden,  ohne  dass  sie  experimentelle  Untersuchungen  enthielten. 
Ein  Journal  ist  ein  öffentliches  Verkehrsmittel,  worauf,  wie  auf  der  Eisenbahn, 
Jeder  zugelassen  werden  muss,  welcher  bezahlt,  und  die  Bezahlung  besteht  M 
hier  in  einem  neuen  wissenschaftliclieu  Inhalt.  Diesen  zu  benrtheilen  hat  ■ 
allerdings  der  Herausgeber  das  Recht  und  die  Pflicht;  allein  dann  muss  er 
auch  die  Fühiiikeit  dazu  haben,  die  Herrn  Poggendorff  gänzlich  ab- 
geht, wie  aus  dem  Mai  er 'sehen  Falle  klar  ist.  Kein  Journal  ist  so  voll 
sinnentstellender  Druckfehler,  als  seine  Annalen;  und  das  kommt  daher, 
dass  er  oft  den  Sinn  der  Abhandlungen  nicht  versteht  und  bei  einigerroassea  M 
undeutlichem  Manuscript  ein  qui  pro  quo  setzt,  da  er  den  Verfassern  nicht  ™ 
einmal  Correctur  zukommen  lässt.  Kein  Naturforscher  wird  die  Bedeutung 
experimenteller  Untersuchungen  verkennen  oder  unterschätzen;  es  ist  dies 
der  bekanule  Weg  der  Indnctiou.  Aber  auch  die  Deductinn  hat  ihre  hohen 
Vortheile.  Der  Gedanke  Maier's,  dass  die  Bewegung  ein  Aeqnivalent  in 
W/irme  habe,  hat  die  Physik  mehr  gefördert,  als  hundert  Abhandlungen 
mit  blossen  WHgungen  und  Messungen.  Die  Entdeckung  des  Sauerstoffs 
hat  die  Cbemie  nicht  weiter  gebracht,  sondern  die  Erkennung  und  Erkln» 
rung  desselben  als  Element  wurde  die  Grundlage  einer  neuen  Wissenschaft,  ] 
Im  vorliegenden  Falle  waren  die  Thatsachen  bereits  durch  Magnus  fest*! 
gestellt,  aber  es  fehlte  die  Erklärung,  Wozu  hier  neue  Untersuchungen! 
nnternehmen,  wenn  die  vorhandenen  noch  nicht  erklärt  sind?  Die  That- 
sache  gewinnt  erst  ihre  Bedeutung,  wenn  sie  in  die  Reihe  der  Erschei- 
nungen eingeordnet  wird  und  damit  in  einen  bestimmten  Zusammenhang  tritt,  j 
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Wenn  ein  Körper  ^tirch  Wärmezufuhr  ausgedehnt  wird,  so  vermetiren 
sich  die  Anzahl  seiner  Vibrationen  und  zugleich  erweitern  sie  ihre  Ampli- 
tade.  Die  erstgenannte  Menge  stellt  die  fUhlhare  Wärme  dar,  und  die  auf 
die  Erweiterung  der  Amplituden  verwendete  wird  latent,  d.  h.  sie  hört  auf 
Wärme  £u  sein. 

Ich  htbe  diesen  Satz  schon  1837  in  Baumgartner*s  Zeitschrift  für 
Physik  V,  S.  427  in  folgender  Form  ausgedrückt:  ,, Sensible  Wärme  ist 
wiche,  welche  eine  Vermehrung  der  Vibrationszahl  zur  Folge  hat;  latente 
ist  solche,  welche,  ohne  die  Anzahl  der  Vibrationen  zu  andern,  nur  auf  die 
OrSsse  derEicnrsion  oder  auf  die  Veränderung  des  Aggregatzustandes  Ein- 
6bm  bat.'* 

Bei  Oasen  können  wir  die  Ausdehnung  bei  gleichzeitiger  Erwärmung 
durch  starre  Wände  verhindern,  man  kann  aber  dann  die  verwendete 
Wlxme  nicht  messen,  weil  die  Wände  daran  Theil  nehmen.  Man  hat  deshalb 
Ui  Gasen  die  zur  Ausdehnung  verwendete  Wärme  auf  einem  Umwege  aus 
'Ipr  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  berechnet  und  sie  zu 
10,43  Pro  Cent  der  ganzen  Wärme  gefunden.  Die  Details  der  Berechnung 
finden  sich  in  meiner  mechanischen  Theorie  der  chemischen  Affinität  S, 49, 

Bei  Flüssigkeiten  kann  man  die  Ausdehnung  bei  Erwärmung  nicht 
Verbindern,  man  kann  aber  die  Kraft  der  Ausdehnung  durch  Compressioa 
messen. 

Bei  festen  Körpern  ist  noch  kein  Mittel  gefunden  worden,  die  auf  Aua- 
dehoang  und  Erwärmung  einzeln  verwendelcu  Wärmemengen  zu  messen 
oder  n  berecbnen. 
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Wenn  man  diese  Grössen  bei  einer  Flässigkoit  experimental  bestimmen 
wollte,  80  rotisste  man  eine  durch  Wärme  ausgedetinte  Flassigkeit  dnrcb 
einen  ängseren  gomossenen  Druck  auf  das  Volum  einer  anderen  Temperatar 
aurückbringcn,  und  die  dann  frei  werdende  Wärme  würde  der  Erweiterung 
der  Amplituden  entsprechen,  weil  durch  den  Druck  diese  Erweiterung  wieder 
anrückgefübrt  würde.  Allein  die  hierbei  sich  entbindende  Wärme  ist  so 
ausserordentlich  klein,  dass  sie  an  sieh  durch  kein  Thermometer  angegeben 
•wird,  zudem  müssen  die  Wfinde  bei  dem  ungeheuren  Druck  so  massiv  sein, 
dass  sie  hei  der  guten  Leitungsf'ähigkeit  der  Metalle  für  Wärme  jede  Mes- 
sung unmöglich  macheu  würden. 

Es  bleiben  also  jetzt  keine  anderen  Woge  übrig,  als  die  Compression 
der  Flüssigkeit  ohne  Rücksicht  auf  Warmeentwickelnng  nach  Atmosphären* 
druck  zu  messen,  und  andererseits  die  Ausdehnung  der  Flüssigkeit  durch 
Wärme  ohne  Rücksicht  auf  die  geleistete  Arbeit.  Ans  beiden  Grössen  sa- 
sammen  lässt  sich  die  Aufgabe  lösen.  Die  Ausdehnung  ist  bei  vielen 
Flüssigkeiten  geuau  gemessen,  aber  die  Compression  bei  nur  wenigen. 
Da  das  Wasser  als  die  wichtigste  aller  Flüsisigkciten  in  beiden  Kücksichten 
mit  Sorgfalt  untersucht  ist,  so  wollen  wir  damit  die  Berechnung  vornehmen. 

Als  Thatsachen  stellen  wir  die  Resultate  voran,  worauf  sich  die  Be- 
rechnung gründet 

Znaummendrückbarkeit 
durch  1  AttnosphJlre  in 
Milliontel  des  Volums. 

50 
40 
44 
42 
40 
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Volum  des 

Temperatur. 

Wassers, 

4PC 

1 

25 

1,00203 

60 

1,01205 

75 

1,02570 

100 

1,04315 

Die  Wasservolumina  sind  die  von  Desprete  ermittelten  (Mtiller's 
Physik,  z.  6.  Anfl.  II,  579).     Die  Compressionen  sind  von  Grassi  ermittelt 
(s.  Annal.  d,  Chimie  et  de  Phjsique  3"  ser,  XXXI,  437;   Krönig's  Journal 
für  die  Physik  des  Auslandes  II,  120,  und  Clausius  gesammelte  Schrift  ■ 
ten  II,  18).  % 

Die  Compressionsnihigkeit  nimmt  nach  oben  ab,  was  theoretisch  leicht 
einzusehen  ist.    Da  mit  der  Erwärmung  die  Zahl  der  Vibrationen  zunimmt, 
dagegen  der  messende  Atmosphärendriick  gleich  bleibt,  so  muss  bei  ver-  — 
mehrter  Vibrationszahl  die  Wirkung  eine  kleinere   werden,  weil  mehr  Vi- ■ 
brationon  zu  comprirairen  sind.    Die  Zahlen  für  75'*  und  lOO"  C.  sind  nach 
der  Differenz  von  2h^  und  50"  mit  je  zwei  Milliontel  interpolirt. 

Der  Gang  der  Berechnung  ist  folgender: 
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1.  För  25^  C.     Da  das  Wasser  sicli   von  +  4^  bis  25*^  um  0,002030  ans- 
hnt  und  für  jede  Atmosphäre  Druck  atn  0,000046  zusammengedrückt  wird, 


2030 

so  wfirde  die  Äusdehnntig  von  2930  Milliontel  durch =    03,7 

46 


Atmo- 
w 

Kbftren  vollkommen  wieder  aufgelioben  werden  und  die  mechanische  Arbeit 
T  Ausdehnung  durch  diese  Grösse  geraei^seu  sein.  Denken  wir  uns  ein 
ibikdeciraeter  Wasser  als  Wüiffil  und  dass  sich  das  Wasser  nur  nach 
oben  ausdehnen  könnte,  so  wird  die  senkreccte  Ausdebnun  nach  oben  von 
4  auf  25°  in  Länge  aubgedrückt  ^\  .  0,002390  =  0,000239  Meier  Hübe  haben. 
)er  Druck  einer  Atmosphäre  auf  ein  Quadratdeciujeter  beträgt  103,3  K°, 
^Iglich  obige  63,7  Atmosphären  sind  =  103,3  X  63,7  =  6580,21  K,  und  da 
He  Ausdehnung  des  Wassers  durcb  dt;n  Compressionsdruck  dieser  Grösse 
Druck  gleich  gefunden  worden  ist,  so  ergiebt  sich  die  Summe  der  Be- 
gOBg  aus  Druck  und  Hubhöhe  =  0580,21  X  0,000203  =  1,025  K^M.  Da 
nn  424  Kilogrammmeter  =  1  Wärmeeinheit  sind,  so  entsprechen  diese 
25  KOM. 

1,025 


424 


=  0,00455  W.  E. 


Zur  Erwärmung  von  I  K**  Wasser  von  4  auf  25*^  gehören  21  W.  E. ;  es  ver- 
hält sich  also  die  Wärme,  welche  nöthig  ist,  das  Wasser  auszudehnen ,- zu 
jener,  welche  zur  Erwärmung  verwendet  wird 

wie  0,00-155  :  21  oder  wie  1  :  4015 
oder  die  latent  gewordene  Wärme  betrögt 
^  0,0217  Procent  von  der  füblbar  gebliebenen, 

r        2.  Für  SO*'  C.    Das  Volum  des  Wassers  ist  1,012050  und  die  Zusammen- 
driickang  für  eine  Atmosphäre  =  0,000044;  um  die  Ausdehnung  von  0,012050 

,    ,   .  .   ,  0>012050  ^    ,  ,  .        -,       , 

»aiMhebea,  wird  =273,9  Atmosphärendruck  nothwendiff,  welche 

'  0,000044  '  f  6' 

1ÖW,87  K'^  wiegen.      Für  -^^^  Meter  Höhe  beträgt  die  Hebung  0,001205  M., 

nnd  die  Summe  der  Bewegung 

28203,87  X  0,001205  =  34,089  K®M., 

and  diese  entsprechen 

34,G60 


424 


=  0,0804  W.E. 


Nttn  enthält  aber  ein  K<^  Wasser  von  4  auf  50**  erwärmt  46*'  Zuwachs,  und 
teil  das  Kilogramm  auch  Wasser  ist ,  46  W.  E.    Darnach  beträgt  die  auf  die 

LAtudehnung  verwendete  Wärme  — — —  =  0,175  Procent  von  der  frei  ge- 
I  4Ö 

flliebfnen  Wärme. 

8.  Bei  75'^  C.    Volum  des  Wassers  1,0257  und  Zusammendrückbarkeit 

'0,000042.    Zum  Aufheben  der  Ausdehnung  sind  erforderlich  r^r— —  =  612 

Ataofpbären ;  diese  wiegen  63210,6  K"^,  und  fUr  die  Hebung  von  -j'^  .  0,0257 


Berechnang  der  beim  Wnsser 


Snrarmung  e<c. 


beträgt  die  Snmme  der  Bewegung  03219,6  X  0,00257  =  162,47  K^M.;  die^e 

siad  gleich  — - —  :=  0,383  W.E.    Im  Ganzen  siud  aber  zur  ErwSrmuüg  von 

4  auf  75*  71**  =  71  W.E.  verwendet  worden,  und  der  auf  Ausdebnung  ver- 
wendete Äntbeil  beträgt 


0.383 
71 


=  0,539  Procent. 


4.  Bei  100°.     Volum  des  Wassers   1,013150;    Compressibilität   für  eine 
Atmosphäre  =  0,0000-iO.     Zur  Zurückfübrung   auf  das  Volum    bei  4"*  sind 
0,013loO 


erforderlich 


0,000040 


—  1078,8  Atmosphären;  diese  wiegen  110924,64  K^  und 


auf  0,004315  M.  Höbe  gehoben,  gicbt  478,64  K<*M.^ 


478,64 
424 


W.E.  =  M20W.E. 


Im  Wasser  selbst  sind  aber  100  —  4  ^96  W.E.  enthalten,  also  der  auf 

Außdehnung  verwendete  Aotbeil  beträgt 

1.129 

—  —  ^1,176  Procent. 
96  ' 

Die  auf  Ausddinung  verwendete  Wärme  beträgt  also  bei  den  verschie- 
denen Temperaturen  in  Procenten  von  der  fühlbar  gebliebenen 
bei  2b^  bei  50»  bei  75*  bei  lOO»* 

0,0217  Procent  0,175  Procent  0,539  Procent  1,176  Piocent. 
Zieht  man  die  auf  Ausdehnung  verwendete  Wärme  von  der  Einheit  ab,  so 
bleibt  die  Wärme  bei  constnntem  Volum  übrig.  Man  muss  bei  obigen  Zah- 
len  das  Koroma  um  zwei  Stollen  links  schieben,  weil  sie  Procente  vorstcUfo. 
Es  ist  alsdann  Cj=  Wärme  bei  coustantem  Druck  und  c  =  Wärme  bei 
constantem  Volum 


I 
I 


bei  25" 

bei  50» 

bei  75<> 

beilOO» 

C=l, 

C^l 

C=l 

r=i 

t?^  0,990783 

c  —  0,99825 

c  —  0,99461 

c  =0,98824. 

i 


Eine  Untersuchung  über  denselben  Gegenstand  ist  von  Clansins 
vorgenommen  worden  und  in  Poggendorff's  Annalen  Bd.  125,  S.  353  und 
flgg.  enthalten.  Die  von  ihm  gefundenen  Zahlen  sind  überall  viel  grösser 
als  die  von  mir  berechneten.  So  beträgt  nach  ihm  bei  50**  die  latent  ge- 
wordene Wärme  3,58  Procent,  während  sie  nach  obiger  Darstellung  nur 
0,175  Procent  beträgt ,  also  etwa  den  zwanzigsten  Theil  von  3,58  Procent, 
Dies  kann  jedoch  nicht  wunderbar  erscheinen,  wenn  man  die  verschiedene 
Art  der  Herleitung  betrachtet.  Die  obige  Entwickelung  geht  von  bekannten 
Grössen  und  Thatsacben  aus  und  schreitet  mit  einfachen  Schlüssen  bis 
zum  Resultate  weiter.  Es  müsste  also  darin  ein  logischer  oder  ein  Rechen- 
fehler nachgewiesen  werden,  nm  das  Resultat  anzugreifen.  Obgleich  ich 
bis  jetzt  keinen  solchen  darin  entdecken  konnte,  so  soll  doch  nicht  damit 
gesagt  sein,  dass  vier  Augen  nicht  oft  mehr  sehen  als  zwei.     Clansins 


I 


d 


Von  Dr.  Mohr. 
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rechnet  seine  Zahlen  nach  einer  Formel,  die  sieb  auf  theoretische  Vor- 
l^isctzongen  grimdet  und  worin  der  sogenannte  absolute  Nullpunkt 
-273**  C.J  eingeht,  ho  dass  die  Temperatur  25'*  mit  der  Grösse  273+25=298 
der  Formel  figurirt.  Ich  halle  diesen  Sata  vom  absoluten  Null|miikl  für 
sehr  problematisch,  weil  desnen  Durchführung  zu  einer  physikalischen  und 
phj&ischen  Unmügliehkcit  führt.     Wenu  nämlich  die  Gase  sich  durch  Jeden 


I 


hi:., 


rad  unter  0  um  — ;-  ihres  Volums  bei  O"  zusammenziehen  aollen,  so  folgt 

273 
raus,  dass  sie  bei  —  273^  gar  keinen  Raum  mehr  einnehmen »  denn  1  —  -^ 

18t  =  0.  Ein  Ding,  was  aber  keinen  Raum  mehr  einnimmt,  hat  aufgehört 
existiren.  Da  die  Gase  ungleiche  Ausdchaungscoefficienten  haben,  so 
rde  es  ebenso  viele  absolute  Nullpunkte  geben.  Abhängigkeit  von  der 
Natur  eines  einzelncu  Gases  ist  mit  dem  Begriff  absohit  niclit  in  Einklang 
lu  bringen.  Indem  man  das  Widersinnige  dieses  Schlusses  gefühlt  hat, 
fahrte  man  dieSache  auf  das  M  ariotte'sche  Gesetz  hinüber,  Hess  das  Gas 
«ein  Volum  von  0"  behalten  und  nur  die  Spannung   für  jedeu  Grad  unter 


^ 


Nall  um  —    der   Spannung   bei  O"   abnehmen. 
273 


Man  kam  dann  zu  dem 


N 


icLIusse,  dass  das  Gas  bei  — 273*^  keine  Spannung  mehr  habe,  aber  seinen 
Haam  wie  bei  6°  erfülle.  Es  ist  das  fast  noch  ein  grösserer  Widerspruch, 
als  der  Verlust  des  Gewichtes,  denn  wodurch  kann  ein  Gas  seinen  Kaum 
behaupten  als  durch  .Spannung?  Es  hat  also  nichts  genutzt,  dass  man  die 
Guy- Lu  saac 'sehe  ÜA-gel  mit  Hilfe  dos  Mariotte'schen  Gesetzes  zur 
Hinterlhüre  wieder  einführte,  indem  nun  zwei  physische  Unmöglichkeiten 
in  eioom  Punkte  zusammenlaufen. 

Berechnen  wir  eine  der  von  Claueius  gefundenen  Zahlen  rückwärts 
bia  auf  das  Volum  des  Wassers,  so  können  wir  darin  eine  Controle  der 
Richtigkeit  haben.  Bei  50"  soll  die  latente  Wiirme  des  Wassers,  welche  auf 
Aofidehnung  verwendet  wmde  (Po gg.  Ann.  125,  S.  374)  0,0358  von  der  fühl- 
baren  betragen.    Da  diese  letztere  von  4°  an  40  W^.E,  beträgt,  so  haben  wir 

~=0,03Ö8,  woraus  a:=  1,6468  W.E.  (oben 0,0804 W. E.) j  diese  entsprechen 

.424=698,24  K'^M,  (oben  34,084).  Setzen  wir  nur  denjenigen  Decimal- 
IfUch  welcher  zu  1  gefügt  das  Volum  des  Wassers  bei  50^  ausdrückt  —  ar, 
tfi  haben  wir 


M« 


^ .  103,3  .  -  =698,24  K<>iM. 

0,000044  10 


,      698,24  .  0,00044       ^  „^„^ 
»•» *■ -    —  =^*  0,0036 , 


103,3 


^— tüox  =  f/o,0036  =  0,06  und  das  Volum   des  Wassers  bei  50"  =  1,< 

Blj0l205. 

^H      Z«IU«bftA  f,  M*themtttik  u.  Pbyiiik,  XV,  4.  .  "^ 
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Kleinere  Mittheiinngen. 


Nimmt  man: 

i(S-a;)«+(i,-y)«  +  (e-^)«  =  i>«, 

3)  <|  — a:  ri—y  ^        t—^ 

)—^^coia,       ±-^  =  cosß,       —^  =  cosy, 

80  geben  die  Gleichungen  1): 

cosa  .  cos a -\- cos ß  .  cosh-\-cosy  ,  cosc=sO, 

dcosa  ,         ^öcü^ö   .  dcosc 

cosa — — \-cosß   -^^ \-cosy — ^-;— =  0, 


4) 


COS 


dt      '  """''      dt      '  *"'"'     dt 
d*cosa  ,         -  d*cosb  .  d*cosc 

Ans  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man: 

dcosa    .         ,dcosß.  d cosy 

cosa  —^-  +  cos  b  —^  +  cos  c  —^  =0, 


H 
'  D' 


5) 


dcosa  d  cosa      d  cosb  dcosß      d  cosc  d  cosy ff 

~~dr    ~Jt~^    dt         dt    "*"    dt         dt    ~"F' 
ö*co5a   ,  ^d*cosß   ,  d^  cosy      H 


Znfolge  der  Gleichungen  3)  sind  a,ß,y  die  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente zur  Wendecurve  im  Punkte  (|,  17,(1)  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Sei: 

cosßy        cosy 
d  cosß       d  cosy 


6) 


cosa^ 
dcosa 

d*cosa 

~äF"' 

cosa^ 

cosay 

d  cosa 


dt   ' 

S'cosß 


dl 

d*  cosy 

~'d7~ 


^M, 


COSby 

cosc 

cosß, 
d  cosß 
dl    ' 

cosy 

d  cos  y 

dt 

'-N. 


Mittels  der  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man  leicht: 
__  /g^o^gV  ,  fd  cos  ßV,  (d  cosyV 

\   dl  J^\  dTJ^K  dTj' 

Durch  Elimination  von  N  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Wendecurve  der  developpabeln 
Fläche  durch  ds,  ist  (f  der  Krümmungshalbmesser,  r  der  TorsioDSradins  im 
Punkte  (§,17.^))  so  hat  man: 


Im  XIIL  Bande  dieser  Zeitschrift  ist  «af  Seite  328  eine  Pinfache  Re- 
lation aufgestellt  zwischen   don  Distanzen  der  Berührungspunkte  P  und  P, 
xweier  Flächen   vom  Punkte  der  Wendecnrve  der  developpabeln  Fläche, 
welche  denselben  umschrieben  ist,  den  Ivrlimniung.smas.sen  in  den  Punkten 
^■Pond  P,  nod  den  Krümmungshalbniesseru  der  NormaUchnitte  beider  Fla- 
^Bbpn,   welche    durch    die  Verbindungslinie    der  bemerkten  Punkte  gehen. 
^P)ie8e  Helation  liisst  sich  aus  einer  andern  Gleichung  herleiten,  welche  sich 
durch  Betrachtung  von   nur  einer  Fläche  und  einer  ihr  ninschriebenen  de- 
veloppabeln  Fläche  ergiebt,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Auf  einer  Fläche  sei  eine  beliebige  Cnrve  C  gegeben,  die  berührenden 
lill>enen  längs  derselben  hüllen  eine  developpablc  Fläche  ein.  Sei  (x ,  »/,  z) 
[•iß  Pnnkt  der  Curve  C,  ferner  (|,  i^,  j)  der  Punkt  der  VVendccurve  der  de- 

reioppabeln  Fläche,  welcher  dem  Punkt©  (a:,  jf,  t)  entspricht.  Die  Winkel, 
[welche  die  Normale  im  Punkte  (J5,  y,  z)  zur  Fläche  mit  den  Coordinaten* 

uen  bildet,  seien  a,  ä,  c.  Längs  der  Curve  C  können  x,  i/^  z  als  Functio* 
Ln«n  einer  Variabein  /  angesehen  werden.  Zur  Bestimmung  von  |,  ij,  f  hat 
|in*Q  die  Oleichangen: 

(I  —  ;r)  rosa  -j-  (t)  —  y)  Cosh  -|-  (f  —  c)  rn.?  =  0, 


n 


t) 


dcosa  ,  ^dcosh  ,    .,  dcosr 


a-^) 


a« 


dt 

COftrt 


+  {fi-vy 


dl 


+  {t-z) 


dt 

d*  co$c 


//. 


'  AbkUrzang  gesetzt  ist: 


bx  d  cosa      dy  d  cogh      dz  d  cosc 


dt      dt     "^df      dt 


dt      dt 


n. 


^* 
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Kleinere  Mittheilnngen. 


3) 


Nimmt  man: 


80  geben  die  Gleichungen  l) : 

cos a  .  cos a -{- cos ß  .  cosb-^cosy  .  co*c=!0, 

dcosa  ,         a  ^  cosb   .  dcosc 

+  cos  y 


4) 


cos« 


cosa 


dt 
d^cosa 


■\-cosß 


■cosß 


dl 
d*cosh 


dt 


=  0, 


d*cosc     H 
+  cosy-^^~. 


5) 


dc     •  ""''''    d^ 

Ans  den  vorstehenden  Gleichungen  findet  man: 

dcosa   ,         ^dcosß  ,  d cosy 

cosa  —^~  +  cos  b  —^  +  cos  c  — -— '  =0, 

ot  Ol  et 

d  cosa  d  cosa     d  cosb  d  cosß     d  cosc  d  cosy 

~dr    ~Jt~'^    dt         dt    "*"    dt         dt 


d^cosa   ,         ^d*cosß   ,  d^  cosy     H 

cosa--^  +  cosb  ~^Jt  cosc— ^^-, 


Znfolge  der  Gleichungen  3)  sind  a,ß,y  die  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente zur  Wendecurve  im  Punkte  (1,17,0  *°i^  ^^^  Coordinatenaxen  bildet. 

Sei: 

cosß^ 
d  cosß 


») 


cosa^ 
dcosa 

"dT' 

d^cosa 

cosa^ 

cosa^ 

dcosa 

17"' 


cosy 

d  COSy 


dt    ' 
d'cosß 

cosb^ 
cosß. 


dt 

d^  cosy 

~d7~ 

cosc 
cosy 


=  i^, 


d  cos  ß     d  cos  y 


=  N. 


dt    '       dt 
Mittels  der  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man  leicht: 

Durch  Elimination  von  N  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

«)       ^  =UJ  ly-dTj  +b7-; +brj  (• 

Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Wendecurve  der  developpabeln 
FlXche  durch  dSy  ist  q  der  Krfimmungshalbmesser,  r  der  Torsionsradins  im 
Punkte  (|,i7,i;),  so  hat  man: 


r^ 


Kleinere  Mittheilnngen. 


•'     (H?j+e-^T-^)'+f-^?)'=(;s" 


Ferner  ist  nach  0) : 


•"t^m- 


Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  9)  giebt  die 
GleichQDg  8) : 


W) 


m' 


p* 

Mtwicl 
I       fi&cb  i 


/d  cosaV      /d  rosbV      /d  rnsc\^' 


Auu  den  beiden  ersten  Gleichungen  5)  und  der  Gleichung: 
d  cos  a   ,         „  d  con  8    ,  d  cos  y 

Mtwickelo  man  die  Werthe  der  Diflcrentialquntienton  von  co^a,  cosjS,  coi^f 
I      fi*cb/  und  substituire  dieselbr*n  in  die  Gleichung  0),  dann  folgt: 

Ulerdarch  geht  die  Gleichung  10)  über  in: 

/p Y_//)Y )  /aco.T«Y    /acoj6\*    /arojAM' 
\~r)  -\Ti)  \  \dT)  ^\~dT)  ^\~bT}  \ ' 

d,  i.  u«ch  2) : 
i /  {drosa\  ,  fd  cosh\*  ,   /dcoscV  \' 


I  dx  dcosa      dy  d  cosh      dz  d  cosc\ 


Der  Factor  von  />*  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
lÜKst  sich  mittels  der  zweiten  der  Gleichungen  4)  anf  eine  sehr  einfache 
Form  bringen,  wenn  man  -t,i/,  j  als  Functionen  zweier  Variahein  ansieht; 
nm  hier  keine  anderen  Thooräen  zu  Ililfn  zu  nehmen,  soll  eine  directc  Her? 
Ifilung  der  betreffenden  Form  gegeben  werden. 

Bexetchnet  man  durch  dp  das  Bogenelemont  einer  Curve  C,  auf  der 
FUcbc,  legt  durch  die  Tangente  derselben  und  die  Nonnaln  zur  Fläche  eine 
£beoe,  so  hat  man  für  den  Krümniungslialbmesser  /?  der  Schnittcurve  im 
_Puakie  (x,y, r)  die  Gleichung: 

1       flcosa  dx     dcosb  dy     dcosc  dz 
R'~    dp     Tp^     dp    Fp'^    dp     djt' 
■fr,  da  roHu,  fü«6,  cusc  Functionen  von  .r,y,:  sind: 
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Kleiner«  Mittlieilutigen. 


1       /dcosadx      dcQsady     dcüsadz\dx 

R\~dx     d~p'^~dy'  dp^    dz    dp) d]^ 

/dcnsb  dx      dcosb  dy      dmsb  dz\dy 

\  dx    dp        öy    dp        dz    dp) dp 

(dcosc  dx      dcosc  dy      dcosc  dz\dz 

"*"\"ää"  dp'^  'dy'  dp^  ~dT  dp) d]j' 

Diese  Gieichaug  lässt  sich  auch  schreiben: 

\  /dcosa  dx     dcosb  dy     dcosc  dz\dx 

R^\~d7  dp'^'dx'  dp^~dx    dp) dp 

/dcosn  dx     dcosh  dy  ^^dcosc  dz\d y 

^'^)  {       "^  KdT  ä^"*"  ~W  fp"^  'dY  d~p)  dp 

/dcosa  dx     dcosb  dy     dcosc  d z\  dz 

■^\~aT'  dp'^'JT  dp^~dr  d'p)dp- 

Die  Differentialqaotienten  t:-  ■,—-•>   rr   sind  die  Cosinus  der  Winkel, 
^  dp     dp     dp 

welche  die  Tangente  zur  Curve  C,  im  Punkte  (a;,y,z)  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet.  Die  Curve  C|  sei  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Normal- 
ebene, welche  durch  die  Verbindungslinie  der  Punkte  (|,i7,^)  und  (a;,y,z) 
geht.    Es  ist  dann  nach  3): 

dx  dy 

-  =  co.«,       -  =  , 

Die  Gleichung  12)  wird  hierdurch: 

1       /         dcosa   .         _  dcosb   ,  dcosc\ 

Ä=r*«  dx"''''^  -dl  +^^*y  -^1 


■  cos  3,       -—  =  cosy, 
dp 


cosa 


.„N            1         ,  /         dcosa   ,          _  dcosb   ,  dcosc\        . 

J3)  i       +  ycosa h  cosß h  cos-y    -= — I  cosß 


,  /         dcosa   ,         -dcosb   ,  dcosc\ 

+  {"""  Tz   +""''  TT  +"'''  ITJ 


8y 


COSy. 


Mittels  der  beiden  ersten  Gleichungen  4)  und  der  Gleichung 
co^a  4-  co^ß  +  co^y  =  l 


folgt: 


(dcosa   ,         ^  dcosb  ,  0co5c\ 

co*a  "5 h  cos  /3  -^ 1-  cos  y     _ —  I  cosa  = 
ex                    öx  öx  J 


dcosa 
~~dx'' 
cosa^ 

dcosa 
"dt" ' 


dcosb 
'dx'' 
cosb^ 
dcosb 

"äT' 


dcosc 

dx 
cosc 
dcosc 

~dr 


I      COÄÖ, 

j  d  cosa 

TT' 


0 

cos  6, 
dcosb 
"dT' 


0 

cosc 
dcosc 

~dir 


rdcosaV     fdcosby^  (d  coscV 

\  dt  )  ^\~dr)  ■^v~ä7~/ 

Das  Product  der  beiden  Determinanten  ist  gleich : 
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)cnsti  deosb     dcosb  dcosa\dcosb      /dcosa  dcose     dcoscdcosn\dco8c 
dx      d~t  dx      dT~ )    dl        V  dx      ~dl  fx       d^)    dt    ' 

Transformirt  man  anf  älinliclve  Weise  die  beideo  übrigen  Terme  auf 
ir  rechten  Seite  der  Gleicliong  13),  8o  geht  dieselbe  über  in: 

(d  cos  aV  ,   /^  «"^^-^  Ä Y  jL  f^  ^'"  ''Y 


H) 


{deosa  dcnsh      dcosbdcosa  .  dcosadcosc      dcosc  d  cos  a\d  rosa 


dy  dt        dy    ^    dt        dz  dt 


dz 


f\  droSi 

)  ~w 

cosb 


/d cos b  d cos a      d cos a  dcosb      d cos b  dcosc      d cos c  dcosb\d cot 
'^['dT     dx    ~    dt        dx    "^    dt~    ~dl  Fi        dT^  ~Yt 


dx 

)cos 

dx 


(dcosc  dcosa      dcosn  dcosc     dcosc  dcosb      dcosb  dcoscXBcosc 
dt~    'dx'~  'dl        dx'^  'dt       dy  d~t       dy  /     dt   ' 


Wegen : 


Ittl: 


dcosn dcosa  dx     dcosa  dy     dcosa  dz 

~di~~    dx     d7'^~dy~    d'l'^^dT'  Fl 


d cos a  d cos h      d cos b  d cos *^  y^^ ^f*^ «  ^ cos c      d cosc  d cos n 
'dl        dy        ~d~t        dj"^~d~t        dV^Ti       d7~ 

(dcosa  dcosb      dcosa  dcosb      dcosa  dcosc      dcosadcosc 
dx        dy  dy      dx         dx        dz  dz        dx 

d cos b  d cos c      d cos b  d cos c\  dx 
**"  ^y       dT'  ~  ~d~z       d^J  dt 
dx  dy  di 

dt'         tt'         dl 
dcosa      dcosb      dcosc 

"^jT'    ~^~'     ~W 
dcosa      dcosb      dcosc 

~dT~'   ~d~'  ~dT~ 

Die  Deteiminante    auf  der  rechten  Seite  verschwindet  infolge  der 

Gleicbangen : 

dx  dy  dz 

cosay^  -i-cosb  ^-^cosc^  =  0, 

dcosa  .         .  dcosb  ,  dcosc 

cosa^- \'Cosb—- —  -{-cosc-^ —  =  0, 

dy  dy  dy 

dcosa  ,         ,  dcosb  ,  dcosc 

cosa  —= 1-  cosb  — f-  cosc  — - —  =  0. 

öz  dz  dz 

dx  1 

Der  Factor  von  ^-  ist  gleich    ,  „,  wenn  r  und  r"  die  beiden  Haiipt- 

ot  r  r  * 

[krümmangshalbmesser  der  Flriche  im  Punkte  (x,y,z)  sind.    Es  ist  also: 
d  fos  a  dcosb      d  cos  h  d  cos  od  cos  a  dcosc      dcosc  d  cos  a        \     dx 

~jr  Ty        dT  1)'y~      fT  ~Yz        dt      dz~^77'Yi' 
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Mit  Hilfe  der  vorstehenden  und  zweier  analogen  Gleichungen  erhält 
man  aus  14): 

d X d cos n      d y  d cosh      d z  dcosc 

rr"_Tt'~Vi     ^Ti  "dF^di  ~dr' 

R  ~  {^ojaV      /dcojbV      /djosry 

\  dl  J  '^\  dl  J  "^V  dt  ) 

Hierdurch  geht  die  Gleichung  11)  über  in: 


oder : 


Q      DR 


was  die  zu  Anfang  bemerkte  Gleichung  ist. 

Bei  dieser  Gelegenheit  möge  folgende  Bemerkung  Platz  finden  über 
die  developpabeln  Flächen,  welche  eine  gegebene  Fläche  längs  einer  be- 
stimmten Curve  berühren  können.    Die  Gleichungen  der  Generatrix  seien: 

cosX     cosY     cosZ' 


15) 


Sieht  man  x^y^Zy  cosX,  cqsY^  cosZ  als  Functionen  einer  Variabein  /  an, 
so  muss  folgende  Gleichung  stattfinden! 


dx 

dt' 

dy 
dl' 

dz 

dl 

cosXy 

cosF, 

cosZ 

dcosX 

dcnsV 

d  cnsZ 

~är' 

dl     ' 

dl 

=  0. 


Bedeuten  g  uud  h  zwei  Unbestimmte,  so  kann  man  setzen: 


16) 


dx  V  ,   ,  dcosX 

-^gcosX  +  h--, 

dz  r,  ,   .  dcosZ 

-—  =  g  cosZA-  h  — - — . 
dl        ^  ^        dt 


Da  die  Generatrix  15)  in  der  berührenden  Ebene 

(g  —  x)  cosa-^-  (t;  —  y)  cosb  +  (f  —  »)  co5C  =  0 
liegt,  so  ist: 

17)  cosX  cos a^- cos  F cosb -\- cos Z cos c  =  0. 

MultipHcirt  man  die  Gleichungen  16)  resp.  mit  cosa^  cosb^  cosc^  bildet 
die  Summe  der  Prodncte,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf: 


öar  ,  dy  dz      ^ 

cosa  —  -\'Cosb^  +co*c  — =  0 


ond  die  Gleichung  17): 
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"rärd 


V 


,  /         dcosX  ,         .dcosV^  dcosZ\ 

hlcosa  — - —  4-  cos  h  —. \-  cos  c  — - —  i^O, 

\  öl  Ol  vt    J 

Förden  Fall,  dass  A=0  geben  rlio  Gleicluingen  15)  und  16); 

dt  dl  dl 

Darch  diese  Gleicfiuiigeu   ist    die  Tangenteuflltcbe    der  Curve  bestimmt. 

NimDit  man: 

dcosX  .         ,  d  cos  y  ,  dcnsZ     ^ 

cos  n  — -^ \-  cos  b  --^- f-  cos  c  —-j-  =  0, 

dt  Ol  et 

Bo  giebt  die  vorstehende  Gleicbang  in  Verbindung  mit  17): 

cos  X  cos  n  -|-  cos  V  cos  b  -f-  cos  Z  cos  c  =  0  , 

„  d  cos  a  ,  ..d  cos  b  „dcosc      ^ 

cos  X  — r h  cos  Y  — öT-  H"  ^ö*  ^  -^7—=  0  • 

öl  Ol  vi 

Die  Gerade  15)  ist  dann  der  Durcbschnitt  beider  Ebenen: 

(I — j)  cos  «  +  (J7  —  y)  cos  h  -(-  ( ^—  z)  cos  c  =  0 » 
,^        ,  d  cos  rt    .    ,  ^d  cos  b    .    ..        .  d  cos  c 

(!-«}—,-  +(i-j)  -g-r  +(£-•■)  -gr=''' 

worÄns  anmittelbar  folgt,    daas   die   developpable  Fläche   die   Enveloppe 
der  berührenden  Ebenen  längs  der  gegebenen  Ciirve  ist, 

A.  Ennepbr, 


XX.    Das  Parallelogramm  der  Bewegungen  in  der  Wellenlehre. 

(Ilierau  Tnf.  IV,  Fit'.  1— ^^0 

I.  Durchläuft  ein  Punkt  (der  Ililfspunkt)  gleichförmig  die  Peripherie 
eines  Kreises,  so  macht  seine  Projection  auf  einen  Durchmesser  dieses 
Kreises  eine  einfache  (Pendel)  Schwingung.  Diese  Darstellung  der  ein- 
fachen Schwingung  ist  so  anscbaulich  und  schlicsst  eich  der  analytischen 
Formel  für  diese  Bowegungsart  so  eng  an,  dass  sie  sich  fürScbulzwecke,  und 
für  sulche  ist  das  Vorliegende  lediglich  geschrieben,  als  Grundlage  für  die 
Pendel-  und  Wellenbewegung  sebr  empfieblt.  Auch  bietet  sie  den  Vortheil, 
iJtfis  sich  die  bei  der  Lehre  von  der  Pendelbewegung  auftretenden  Begriffe 
io  anschaulichster  Weise  deüniren  lassen.  Bezeiclmpt  m  den  Mittelpunkt 
«Ines  Kreises,  sind  p  und  q  die  Endpunkte  eines  Dnrcbmessers,  etwa  des 
verticalen  und  dnrcliläuft  der  HitfKpunkt  von  p  aus  die  Peripherie,  sich  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  bewegend,  so  wird  der  Ausschlag  der  Projection  auf 


ficn  horizontalen  Durcbraesser  durch  y  =  n  sin  2Tt  ~-    ausgedrückt. 


Hier 


bezeichnet  6  die  Uinlaufszeit  des  Hülfspunktes  resp.  die  Schwingungsdaner 
i^einer  Projection. 


\ 


Fasst  man  m  als  Theilcben  eines  fadfinförmigen  Körpers  auf,  dessen 
LHngsftxe  in  tlor  Rulielage  auf  der  Ebene  des  Kreises  in  m  senkrecht  steht, 
und  ist  X  die  Entfernung  des  Pnubtfts  tn  vom  Mittelpunkt  der  Wellen- 
erregung^  v  die  Geschwindigkeit  der  Welle,  so  beginnt  m  seine  Bewegung 

30  I 

zur  Zeit  t .    Man  hat  also,  wenn  man  /  von  dem  Moment  der  Wellen- 

V 

erreguug  ab  rechnet,  für  die  Ausschläge  von  m 

y  — a*fn  —  U" I  =  rt  »m  -—  (y/  — ar}, 

wenn  k=^Sv  die  Wellenlänge  bezeichnet.  Hatte  der  Punkt  m  im  Augen- 
blick, wo  die  Wellenerregnng  ihn  erreicht,  einen  gewissen  Abstand  von  der 
Ruhelage  oder  liatte  der  Hilfspuokt,  von  seinem  Ausgangspunkt  aus  ge- 
rechnet, einen  dem  Centriwinkel  A  entsprechenden  Bogen  durchlaufen, 
geht  die  letztere  Gleichung  über  in 


y  =  fl  sm 


'^-^{vt-x)-\-A 


Die  hier  auftretende  Grösse  A  heiset  die  Phase  des  Punktes  m.    Nach  dem 
Gesagten  ist  sie  als  der  Centriwinkel  des  Bogeus   zu   definiren, 

den    der    Hilfspunkt    zur    Zeit   f  =  — ,    also    in    dem    MomeotA 

durchlaufen  hat^  wo  m  von  der  Wellenbewegung  ergriffen 
wird.  Zum  Vergleich  gebe  ich  hier  die  Definitionen  des  Begriffs  Phase 
von  namhaften  Autoren.  Selbstredend  lassen  diese  Definitionen  in  Bezug 
auf  Wissenschnftlichkeit  Nichts  zu  wünschen  übrig,  dem  Schüler  aber 
machen  sie  wegen  des  Mangels  an  Anschaulichkeit  grosse  Schwierigkeit.  ^ 
So  sagt  z.  B.  fl 

Airy  (On  f/re  undulatory  iheorie  ofoptics  p.  17)  ■  By  Ihe phase  of  a  wave^  we 
shall  denote  thc  Situation  nf  a  particle  in  a  tvave,  considcred  as  affecting   its  dts 
placemeiit  and  molion.* 

Thomton  and  Tait  {ircatise  on  natural  philosophy  p>  37):    The  Phase  of 
a  simple  harmonic  molion  al  any  instant  is  the  fraction  of  the  wholc  period  n'hich  | 
has  elapsed  sincc  the  moving  poinl  last  passed  ihrough   iis  middle  posilion  in  the  | 
positive  direction. 

Beer  (Einleitung  in  die  höhere  Optik,  p.  8(>)  gioht  für  den  Ausschlag 
des  Theilchens  die  Gleichung 

y  1=  a  sin  —  yvt  —  a:  —  |  —  i> t)  . 

wenn  die  Zeit  von  dem  willkürlicli  gewählten  Momente  r  ab  und  die  Ab-j 


1 

heM 


2n 


•  Conseqoenler  Weise  nimmt  A.iry  den  gftosen  Ausdruck  ~^  (fr  —  ar)  +4 
MiuiaB  der  Pbase. 
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,      me 


sen  von  demjenigen  Punkte  ans  gereclmet  werden,  der  zur  Abscisse  | 
it.     Bezeichnet  man  vt  —  ^  durch  ^,  so  igt 

ly  =  a  ai/t  —  {vt  —  X  -\- A), 

Die  Constanle  y/,  welche  hier  auftritt,  heisst   die   Phase  der 
Wellenbeweg  ntig. 

Wie  man  sieht,  herrscht  niifii  nicht  einma!  die  nöthige  üebereinstira- 
mnug  in   Bezug  auf  den  Begriff  Phase.      Die   eben    gegebene    Definition 
chlieüst  sich  dem  Sinne  nach  an  die  Beer'sehe  an. 

Statt  die  Beweguug  des  einzelnen  Punktes  in  der  Wellenbewegung 
nnd  die  Wellenbewegung  seihst  nls  gleich  wichtige  Momente  hinzustellen» 
empfiehlt  es  sich  für  den  Unterricht,  die  Art  der  Bewegung  des  Punktes  als 
daj*  Wichtigste  hinzuätelleu ,  die  Wellenbewegung  erst  in  zweiter  Linie  fol- 
gen zu  lachen.  Es  entspricht  das  Gesagte  aucli  der  pliysikaliachen  Bedeu- 
tung beider  in  der  Lehre  von  Licht  und  Schall.  Die  Attribute  der  Bewe- 
gong  des  Punktes  werden  als  charaikterifttische  Kennzeichen  wahrgenom- 
meo.  Die  Wellenbewegung  hat  mit  der  Empfindung  uud  Wahrnehmung 
nichts  ZQ  tbnn. 

n.  Selbst  zur  ErkUrung  der  Interferenzerscheiuijugen  ist  es  am  zweck- 
inilsi.ig6ten ,  nnr  ein  Theilchen  ina  Auge  zu  fassen.     Wie  eich  dann  die  Re- 
sultate der  Rechnung  mit  Hilfe  des  Vorigen  vor  die  Anschauung  bringen 
»«»en,  soll  jetzt  gezeigt  werden.    Es  werden  dabei  zwei  Wellen  von  gleicher 
äoge  und  von  gleicher  Intensität  vorausgesetzt. 

Die  beiden  concentrischen  Kreise  (Fig  l)  haben  die  Radien  a  und  ft,  wo 

0  >  h.     Befindet  sich  ein  Punkt  vormöge  der  einen  Wellenbewegung  in  e 

■  (der  Hilfspunkt  in  rf),  vermöge  der  andern  in  k  (der  Uilfspunkt  in  gr),  so 

ndet  man  seine  wirkliche  Lage,  indem   man   die  Parallellage  construirt, 

jrovon  dm  und  pm  zwei  aueinandcrätossrnde  Seiten  sind,  und  vom  End- 

'fankle  /'  der  Diagonale  ein  Perpendikel  fu  fällt.     Der  schwingende  Puukt 

ist  dann  in  «,  denn  kn  =  gh^=mc.     Der  grösste  Werth  des  Ausschlags  ist 

ffenbar    mf.      Die   rehultirende  Schwingung  hat  mit  den  componirendeu 

|leiche  Dauer.    Weil  nämlich  dm  und  gm  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Centri- 

pnkel  beschreiben,  so  gilt  dasselbe  für  mf.     Und  haben  dm  und  gm  jedes 

ue  ganze  Drehung  gemacht,  so  hat  mf  dasselbe  gothan. 

Ist  dmp=  B  die  Phase  des  Punktes  bezüglich  der  einen  und  gmp^=A 
Phase  bezüglich  der  anderen  Wellenbewegung,  so  ist  fmp   die  Phase 
Punktes  m  für  die  reaultirende  Beweguug.     Für  die  Tangente  dieses 
basenwinkels  fmp  hat  man 

Imn      mc  -\-  mk       b  sin  fi  -^  n  sin  A 
'^^  de-fik 
Der 
;: 


h  COS  ß-^a  cos  A 


Der     Ausschlag     ist    wi/*  =  j/a»-|- A'-f  2a6  cof  (^— 5).    Bekanntlich 
Bt  da«  hier  durch  directe  Anschauung  gewonneue  Resultat  mit  dr     V- 
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gebntsseD  der  Rechnung  tiberein.     Werden  die  Bewegungen  des  Punktes  flt 
in  Folge  beider  Wellenbewegungen  ausgedrückt  durch 

y  ^  a  sin  V  -7-  (" '  —  ^)  4"  -^  /  ""d 

«0  iat  die  resnltirende  Bewegung 

y=^csffi  |-^(r/  — x)  +  C?J, 

wo   c  und  C  sich   durch   die   Gleichungen  c  cos  C  =  acos  A-^-b  cos  B  und 
c  sm  C=  a  sin  J  -\-b  sin  B  bestimmen.     Man  hat  dann  wie  oben 
c'=a*-\-b^'\-2ahcos{A-B) 
a  sin  A  -{-b  sin  B 
~  acos  A-\-  bcos  B' 
Um  sich  die  Aenderung  der  resultirenden  Amplitude  bei  verändertem  Pha- 
senunterschiede  zu  veranschaulichen,  nehme  man  die  Pbase  von  m  unter 
dem  Einflüsse  der  einen  Wellenbewegung  =  0,  d,  h.  man   drehe    das  Pa- 
rallelogramm dmgf  um  m  bis  md  mit  mp  zusammeufäUt,    Aendert  man  dann 
den  Phasenuuterschiod,  so  ergiebt  sich  die  resultireode  Amplitude  als  Seite 
eines  Dreiecks.  Die  beiden  anderen  Seiten  des  Drecicfcs  sind  die  Amplitnden    ■ 
der  Theilschwingungen  und  schlicssen    das  Supplement  des  Pbasenwinkels 
als  Winkel  ein.    Beschreibt  man  um  p  in  Fig.  2  einen  Kreis  mit  der  grös- 
seren Theüamplitudo,    legt  nnpd  in  p  den  gegebenen  Phasenuntorschted 
A  an,  80  iät  em  die  resnltirendo  Amplitude^  deren  Extreme  also  md  =  a  -{-  b 
und  »!/"=  rt  —  b  sind. 

Diese  Methode  gestattet  auch  ohne  Weiteres  den  Phasenunterschied 
für  eine  gegebene  resultirende  Amplitude  zu  construircn.  Will  man  die  ge- 
wonnenen Resnltatc  mittelst  des  für  Schulzweeke  so  sehr  geeigneten 
1  Eisen  lohr 'sehen  Interferenzapparals  vor  die  Anschautmg  bringpu,  so  hat 
man  der  Wellenleisle  eine  solche  Lage  zu  geben,  dass  der  Abstand  des  An- 
fangs derselben  von  der  ersten  Nadel  der  sovielte  Thcil  einer  Wellenlänge 
betragt,  als  die  gefundene  Pbase  von  2R  ist. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Constiuction,  wenn  die  Theil- 
schwingungen g'lpiche  Amplituden  haben.  Das  Parallelogramm  wird  dann 
ein  Rhombus.  Der  Phasen  unterschied  für  eine  gegebene  re- 
sultirende  Amplitude  ist  der  Centriwinkel  derjenigen 
Sehne,  deren  A  bstand  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  (Radius- 
Amplitude  der  Tbeilscb  w  ingung)  der  halben  reanitiren- 
den  Amplitude  gleich  ist. 

Iir.  Vifdiercht  werde  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  das  hier  ge- 
gebene Princip  noch  weiter  verfolgen.  Bier  möge  nnr  noch  der  Beweii 
Platz  finden,  da«8  die  Anzahl  der  Slösse  zweier  Töne  in  einer  gewissen 
Zeit  der  Differenz  der  Schwingungs^ahlen  für  dieäclbo  Zeil  gleich  ist. 


Die  Schwingungsilauer  sei  5  resp,  ä\  wo  tS  ^  6\  die  Amplituden  seien 
gleich  und  zwar  =  c.  Wir  denken  uns  zwei  Hilfspunkte  von  a  (Fig.  3) 
ausgehend,  die  Peripherie  des  Kreises  durchlaufend. 

Im  Moment,  wo  der  sich  schneller  bewegende  Punkt  znna  ersten  Male 
wieder  nach  «  zurückgekehrt  ist,  hefindet  sich  der  sieb  langsamer  be- 
wegende in  b.    Der  Bogen  ba  wurde  letzterer  in  der  Zeit  6 — 6'  durchlaufen, 

wodorch  sich  die  Länge  dieses  Bogens  zu  — -— 2c»  crgiebt.  DieÄmplitude 

0 

ist  jetzt  nicht  mehr  das  Maximum  2<?,  sondern  sie  ist  nach  dem  Früheren 
geringer,  nämlich  die  von  m  ausgehende  Diagonale  des  aus  tna  nnd  mb  zu 
bildenden  Parallelogramms.  DasMajciranm  wird  wieder  eintreten,  wenn  der 
Phasenanterschied  2;t  geworden  ist.  Die  zwischen  zwei  Maximis  verflles- 
«ende  Zeit  ist  also  gleich  derjenigen  Zeit,  worin  der  sieb  scbneller  bewe- 

udePankt  2c7r  :  —  —  2c7rmal  die  ganze  Peripherie  durchläuft.     Es  ist 

«IioZeit  swiscben  zwei  Maximis:  - — -;,  Zahl  der  Maximis  in  der  Zeiteinheit: 

o  —  0 

—-r-  =T7  —  -r  und  darin  liegt  der  Satz. 
,  od  0         0 

Schliesslich  darf  ich  utcbt  unerwähnt  lassen  f  dass  ich  die  erste  An- 
regung zum  Vorliegenden  dtr  im  Artikel  58  der  Physik  von  Thomson  und 
|T»it  gegebenen  Constructiou  verdanke. 
Duisburg,  den  20.  December  1869. 

Kbumhb. 


W 

^Ji 


Bemerkung  zu  der  Bestimmung  der  Abplattungsgrenzen  für  das 

ErdBphäroid  ( —  nnd  —  )  auB  der  Mutation, 
^  V304  bin/ 

(Hierzu  Taf.IV,  Fig.  4  u.  5  j 

Im  fünften  Buche  seiner  Mdcanique  ce'Iesie 8&iz  14  findet  Laplace  bei 
[Tnlersnchung  der  Nutation  der  Erdaxe  die  Formol 

2C-A~B_       0,005  U>32a 

6'  1  +  |3  .  0,748403  ' 

Hierin  ist  ß  eine  gewisse  aus  den    Bewegungen  und  der  Masse  des 

londes  zu  berechnende  Constante;  C  das  Trfiglieitsmoment  der  Erde  für 

dieBotationsaze,  A  nnd  B  die  Tragheilsraomente  tWv  zwei  äquatoriale  Axcn. 

Ddpm  nun  das  Verhliltuiss  derTrligheifsmomente  berechnet  wird,  ergeben 

eh  zwei  Grenzen  für  die  Abplattung: 

1.  wenn  die  Erde  homogen  vorausgesetzt  wird,  sich  also  der  Eiufluas 

Vertheiiung  der  Dichte  eliminirt:  — -; 
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2)  wenn  die  Masse  der  Erde  im  Mittelpunkte  coacentrirt  gedacht  wird, 

also  ebenfalls  jener  Einflusa  hinwegfällt:  — . 
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Abgesehen  nun  von  den  Correctionen ,  deren  die  von  Laplace  be- 
natzten Zahlenwerthe  gemäss  neuerer  BeobacbtnDgen  bedürfen  mögen,  ist 
es  docli  auffällig,  dass  aus  der  Nutation  eine  obere  Grenze  der  Abj)Uttang 
folgt,  die  schon  kleiner  ist  als  die  geodätisch  bestimmte;  da  nun  aber  die 
Voraussetzung  für  die  obere  Grenzen  den  thatsächllcben  Verbftltnissen  über 
die  Vertheilung  der  Erdmasse  durchaus  nicht  entspricht,  sondern  diese  Ver- 
theilung  sich  sehr  beträchtlich  von  der  Homogenität  entfernt  und  der  Vor- 
anssetznng  für  den  kleinem  Werth  nähert,  so  scheint  es,  als  müsse  dieser 
,  astronomisch  bestimmte  Werth  der  Abplattung  sich  beträchtlich  von  dem 
geodätisch  bestimmten  entfernen. 

Folgende  kleine  Rechnung  wird  aber  zeigen,  dass  dieser  Schtiiss  nicht 
jerechtfertigt    ist,     weil     sich    nachweisen    lässt,    dass   das    Verhältniss 

constant  ist  für  alle    congruenten  Rotationsellipsoide,    die  »na 

fthalichen  homogenen  Schiebten  bestehen,  gleichgiltig,  wie  sich  die  Dichte 
von  Schicht  zu  Schicht  ändert. 

Wenn  nun  auch  Laplace  nachgewiesen  hat,  dass  die  Erde  nicht  aua 
ähnlichen  Schichten  bestehen  kann,  sondern  dass  die  Elliplicitäten  der 
^^iveauä  nach  dem  Mittelpunkte  zu  abnehmen  müssen,  so  liegt  doch  gewiss 
der  wirkliche  Zustand  der  Erde  bei  der  geringen  Abplattung  der  obersten 
Schicht  der  Zusammensetzung  aus  ähnlichen  Schichten  sehr  nahe,  und  ea^ 
ksnn  damit  der  aus  dieser  Voraussetzung  abgeleitete  Werth  der  Abplattung 

—  als  sehr  nahe  übereinstimmend  mit  den  wirklichen  Verhältnissen  ange* 

sehen  werden. 

Die  Berechnung  der  Trägheitsmomente  gestaltet  sich  folgendermassen : 
I.  Berechnung  des  Trägholtsinoments  einer  unendlich  dünnen  homo- 
genen von  ähniichen  Rotationsellipsoiden  begrenzten  Schicht  in  Bezug  aof 
die  Rotationsaxe.  Das  Trägheitsmoment  eines  nnendlich  dünnen  homogenen 
Ringes  vom  Querschnitte  q ,  dem  Radius  r  nud  der  Dichte  p  beträgt  für 
seine  Axe : 

Tr  =2nr*pjr. 
Die  ellipsoidische  Schicht  laust  sich  in  Kreisringe  vom  Querschnitte 


I 
I 

I 

I 


I 


(Fig.  I) 


''y 


and  dem  Radius  n^x  zerlegen,  wo  ly  die  Coordinaten  des  Punktes 
der  Ellipse  tiy  bezeichnen.   Nun  ist  aber 


a'==_^y»_y. 


besetcboet  c  die  kleine,  a  die  grosse  Halbaxe  des  ErdapbHroids»  so  ist  ferner 
nuch  der  Voraussetzung  ahnUcher  Schichten : 
a  .  o 

^  c  •  ■  f 

tind 

Utthin  ist  das  Trägheitsmoment  des  Ringes  mit  dem  Querschnitte  i£j  M^f^J 
^^eDD  die  Dichte  der  Schicht  ay  gleich  ^  gesetzt  wird: 

B  Tr^27t^(tydyü,a:^ 


dx  a      y^^y 


=  %nQ.~.y  (y*—y')  dy  dy. 


Hieraus  folgt  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Schicht  zu 


T,  =  47tQ  -^  ydy, 


U 


=  T'^;:T-t>/^y- 


Bas  Trägheitsmoment  des  ganzen  Kllipsoides  ist  folglich 

2.  Berechnung  des  Trägheitsmoments  einer  homogenen  von  ähnlichen 
EUipsoiden  begrenzten  Schicht  in  ßezng  auf  eine  Aequatoraxe. 

Wir  zerlegen  die  homogene  Schicht  durch  parallele  Ebenen  seukrechl 
.iBT  Axe  des  Moments  in  elliptische,  ähnliche,  unendlich  dünne  Hinge.    Die 
ibene  eines  Ringes  stehe  um  §  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  ab;  dann 
od  die  ilalbaxen  vX  des  Ringes  (Fig.  2): 

Sin  Punkt  des  Ringes  stehe  um  r  vom  Mittelpunkte  des  Ringes  ab  und  habe 
'pgeu  den  Aequator  die  Anomalie  q>\   dann  beträgt  das  Uingelement  am 
Ende  von  r: 

rd^dip  .  ^dy, 


liit 


it  das  Trägheitsmoment  des  Ringes 

Tg  =  ^(f   Cr'  y^dydid<p. 

i    ^^ 

«'y'-c*J» 


v'A' 


v'  siit*  9  -f  A*  CO**  <p      tt*  y rw*  9  +  f'  coi*  tp ' 
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Kleinere 

Mittheilangen. 

Hieraus  folgt 

?I</v  = 

a*  y 

also 

Via' 

'  sin*  (p  -f  i 

;'  cos*  (p)  (a*  y*  — 

n 
2 

-c'r)' 

"'^«9y(aV-c'r)d|</y. 


a  i 

Mit  Hilfe  dieses  Werthes  ergiebt  sich  für  das  Integral  über  die  Schicht 
«y:  '■ 

a 


Tc^i"-  -^-^9rdyßa'y'-^^)  rf| 


= ^^ «r'är- 


Hieraus  folgt 


c 


A^B  = j^ Jfy'äy. 


Vergleicht  man  hiermit  den  oben  gefundenen  Werth  von 

0      .     • 
so  ergiebt  sich  der  Beweis  des  Satzes: 

Das  Verhältniss  der  Trägheitsmomente  eines  ans  homogenen  fthaliohen 
Schichten  zusammengesetzten  Rotationsellipsoides  für  dieBotations-  und  fibr 
eine  Aeqnatoraxe  ist  nur  abhängig  von  den  Dimensionen,  nicht  aber  abhftngig 
von  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Dichte  von  Schicht  zu  Schicht  variirt. 

KiCHABD  Heqer. 


XI. 


Die  Integration  der  gewöhnliclien  und  partiellen  Blffe- 

rentialgleiclmngen  durch  die  Methode  der  Trennung 

der  operativen  Symbole. 


Von 


Dr.  FßiEDEiCH  Grelle, 

Professor  am  Polytechnikum  zu  Hamiorer, 


Die  Methode  der  Trennung  der  operativen  Symbole,  kurzweg  auch 
der  Operationscfilcul  genannt,  acheint  in  Deutschland  weniger  Eingang  und 
Anwendung  gefunden  zu  haben  als  in  England  und  Frankreich.  Während 
näniUcl)  englische  wie  französische  Mathematiker:  Gregory,  Murphy, 
Carmichacl,  Servoie  und  Andere  aich  mit  Vorliebe  dieser  Methode  be- 
ieneo,  existirt  meines  VVissons  in  der  deutschen  Literatur  nur  eiüe  Ueber- 
Bg  des  Carinichaerschen  Werkes  Über  diesen  Gegenstand.  In  der 
Bnsion  dieser  Uebersetzung  (siehe  diese  Zeitschrift  Jahrgang  II,  S.72) 
wird  richtig  bemerkt,  dass  der  Oporationscalcul  ohne  Frage  ein  vortreff- 
liches Reproductionsmittel^  aber  auch  nur  dieses,  sei.  In  der  That^  der 
Grand  für  seine  Zulässigkeil  liegt  nur  in  dem  voraus  geführton  Nachweis  der 
Eichtigkeit  seiner  Kesultatc.  Diesen  Nachweis  zu  liefern  zunächst  in  Betreff 
der  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen  gewisser  Art  ist 
der  Zweck  folgender  Abhandlung,  Vielleicht  lenkt  sie  von  Neuem  die  Auf- 
merksamkeit der  deutschen  Mathematiker  auf  ein  Operalionsverfahren, 
welches  seiner  Einfachheit,  Einbeitlicbkeit  und  Kürze  halber  einen  Plijiz 
in  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  verdient. 


Die  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen  mit  constanten 

Coefficienten. 

Die  allgemeinste  Form  dieser  Gleichungen  ist: 
1)    i>-i,  -h  fl„-,  D"-hj  +  «„-2  />»-'.¥  +  ...  +  «,/>'«/+  Oi  Dy^n,y=  .fx, 
Z«iU«lirtfl  f.  Maid^tiMtik  n.  Ihytik,  XV,  ä.  jl 
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wo  y  eine  Function  von  a?,  DP  die  p^'  Abgeleitete  von  y  nach  «,  d.  i.:  — ^, 

nnd  Uq  ,  «r, . . .  On-i  Constante  bedeaten. 

Angenommen  die  n  Wurzeln  der  in  k  algebraischen  Gleichnng  n^" 
Grades: 

2)  *«  +  a„_iA:«-»  +  a,_.Ä«-2  +  ...+a,Af«  +  a,*  +  äo  =  0, 

seien : 

« 1  »       "t  1        "'s  •  •  •  «fi» 

80*hat  man,  wenn  die  Summen  der  Combinationen  ohne  Wiederholung  der 
(n  — 1)  ersten  dieser  Wurzeln  beziehentlich  zur  1'"",  2'**"...  Classe  mit  S, , 
5, . . .  bezeichnet  werden  und  man  die  eiritB  Oombination  bildenden  Elemente 
als  Factoren  betrachtet: 

«— i^-CAr.  +  SO, 
fl,-.2  =  +  (A:„5r,+5,), 
ja„_^  =  -(Är„^4.S3), 

'  a,  =  (-  1)«-».  (Ä„5._3  +  S„-t) , 

«o=(--l)".*«5„-i. 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  l)  kommt 
diese  auf  die  Form : 

+  (-  \Y'^Sn-2D^y  +  (- 1)"-* Sn-x  Dy 

+  {-ir-^knSn^D'y  +  (-l)-"»Ar„S,_2Dy  +  (-l)"Ar„S,.,y=/^(a:), 
oder  wenn : 

r  />n-i  y^Si  D«-^y  +  5,  D'-^y — |- . . . 


*^    I  +{-l)'^Sn-iD*y+{-iY-2Sn-2Dy+{-iy-'Sn.^y  =  u 

gesetzt  wird : 

Dm  — Ar„«=/'(x), 
welche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  bekanntlich  die  Lösung  hat: 

6)  M  =  c*n*  I  Jc-V/arrfar+C«  [. 

Hiermit  ist  zunächst  gezeigt,  dass  die  Gleichung  l)  n^^  Ordnung  zu- 
rllckfahrbar  ist  auf  die  Gleichung  (n— l)'««"  Ordnung: 

!D«-ly  _  S,  ])n-2y  ^  St  D«-3y  -- f . . . 
+  (-l)"-'S«-s/>'y  +  (-  l)'-^S„^2Dy  +  (-l)"-«5,^,y 

deren  Coefficienten  zusammenfallen  mit  denen  der  algebraischen  Gleich- 
en—!)*•"  Grades,  welche  sich  durch  Division  von  (2)  durch  *— *„  er- 
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Dieselbe  Gleicbnng  6)  kommt  aber  ancb  dadurch  zu  Stande ,  dass  man 
in  1)  das  operative  iSymbol  D  zttnAchst  von  der  sngebürigen  Fanction  y 
trennt,  diese  als  gomolDScbaftlichen  Factor  fiäramtlicher  Glieder  linker 
Uand  siebt,  den  aadern  Factor: 

AT^i)" +  «„„,/)«-'+   ..4- «,/?*  +  «,/>-|-tfo 
dnrcli  dos  Prodnct  seiner  linearen  Factoren: 

7)  ^=(Z>->t,)(/)-A-,)...(/)-M 

ersetzt,  D  —  /»n  weg  dividirt ,  die  übrigen  Factoren  wieder  anaranltiplicirt 
und  endlich  die  recbte  Seile  in  Rücksicht  auf  die  Definition: 

in  einen  realen  Wertb  transformirt. 

« 
Was  für  den  Factor  D—kn  bewiesen,  gilt  für  joden  andern;  nachdes 

also  durch  Division  mit  D  —  k„  die  gegphene  Gleichnng  7i^^^  Ordnung  ver- 
wandelt ist  in  eine  Gleichung  (h  —  l)'"'^  Ordnung ,  kann  man  diese  durch 
Division  mit  D  —  kn~\  auf  eine  (w  —  2)*'"^  Ordnung  znrückführen  u.  s  w.  fort» 
bia  Unker  Hand  nur  noch  y  —  die  gesuchte  Function  —  übrig  geblieben. 

Dieser  Nachweis  von  der  Anwendbarkeit  der  Methode  der  Trennung 
der  operativen  Symbole  auf  die  Lösung  von  Gleichungen  von  der  Form  I) 
bedurfte  keinerlei  Voraussetzung  über  die  Art  der  Wurzeln  A', ,  Ar,  .../•„  — 
ob  reell  oder  imaginär,  ob  gleich  oder  ungleich  —  ;  das  angegebene  Ver- 
fahren ist  also  unter  allen  Umständen  zulässig.  Je  nachdem  aber  die  be- 
tri>flVnden  Wurzeln  die  eine  oder  andere  Qualität  haben,  erscheinen  die 
ScLhissformeln ,  deren  Kenntniss  die  Rechnung  hedeulen<l  vereinfacht,  un- 
ter verschiedenen  Formen ,  weshalb  dieselben  im  Folgenden  unter  allen 
ModalitUten  entwickelt  werden  sollen. 

a)    Die  Wurzeln  Ä,,A,.../i„  sind  ungleich. 

Nach  den  Divisionen  mit  D  —  kn  ußi^  rait  1?  — A,«!  hat  man: 

lf{D-k,},,,{D-kn_^) 

=  ß*-'*  [  /*?'*- -*"-i »'  }/<?-*«* /-ic dxJ(-cA  fix H- <:„_,  ], 

oder,  wenn  die  eine  Integration  rechter  Hand  wusgeffil.rt  wird,  indem  man 

«ü — *»-! 

t  r«— *«-'/"aJ</a  =  p,      e~^n*  fxdx—dv 

setzt: 

y(7)-ArO.-.  (/>-*.-!) 


So  fortfahrend  erhHlt  man: 


a\' 
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und  endlich,  wenn  die  Abgeleitete  von  7)  nach  J)  für  D=ikn^  k^^i  ...k^^k^ 
kurzweg  beziehentlich  mit  N'^  i^'n-i  ...N\^  N\  bezeichnet  wird: 

Hiermit  ist  bewiesen ,  dass  man  auch  den  ganzen  Factor  N  auf  einmal 
wegdividiren  kann.    Der  rechter  Hand  erscheinende  Bruch 

"^  iV  "" (i>~A:0(i>-A:,)...(Z?-Ar„) 

wird  darauf  gerade  so  in  Tbeilbrüche  zerlegt,  als  ob  D  eine  algebraische 
Grösse  sei  und  jeder  mit  fx  multiplicirte  Theilbruch  alsdann  nach  8)  in  ein 
Integral  umgesetzt. 

Auch  für  den  Fall  complexer  Wurzeln  führt  dasselbe  Verfahren  zum 
richtigen  Resultat. 

Ist  nämlich : 


und  setzt  man : 

80   erhält  man  zunächst  nach  10)  als  die  den  Wurzeln  12)  entsprechenden 
Theile  der  gesuchten  Function : 

2qt{m  +  ni)  \J      .  '^   ^  ) 

2qt{m—nt)  \J  \ 

was  durch  die  Benutzung  der  bekannten  Definition: 

g+  t  ix  __  ^^,  ^g  .p^   ^   ,•  gf„  ^g  ^^ 

auf  die  Form : 


cP^ 


(m  sinqx^ncosqx)    1  e^P*  cosqxf{x)  dx 


14)         q  (ot«+««)  j       ,  .  /•  ,1 

f  —{nsmqx+meosqx)  I  e-P'  sinqxf{x)dx 

■{'eP*Asin{qx-{-B) 
■Mbt  werden  kann.    Die  Integrationsconstanten  A  und  B  sind  so  ein- 
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Ct 


C. 


2gi  {m-^ni)      2f/i{m — ni) 


=  AcosB. 


^^  Derselbe  Werth  14)  ergiebt  sich  aber  auch,   wem»  rann  11)  unter  Vor- 

aussetaung  12)  in  reelle  Theilbrüche  sserlegt.    Die  den  Wurzeln  12)  ent- 
sprechenden Brüche: 

1 l 1  1 

2gi  {m-^  ni)  D  —  {p-\-qi)      1lqi{m~-ni)  D  —  {p  —  qi) 
letaen  »ich  nämlich  zusammen  zu: 


I 


mq 


—  n 


D'-p 


q  (m'-h»«)  )  (i)-p)«+9«       ^n-py  +  q'  V 

Diridirt  man  aus,   multiplicirt  darauf  mit  fx  und  erweitert  die  Defi- 
aitioQ  8)  in : 

15)  (/>  -  A„)-i'  f{x)^eK'  i  e-''n^f{x)  rfaP, 

so  erhält  man : 

mq\€+'"  j e-P' f{x)  dx*  —  q*  eP='  j e-v' f{^x)da^  + 

('. 

3 
—«1    eP'    fe-P'fix)  dx  —  q'  eP^ J e-P^  f{x)dx' +  ] 
5 
V'fp''  f  e-P'^f(x)dx^ — h  .- 

welcher  Ausdruck  üicli  unter  Benutzung  der  leicht  abzuleitenden  Formel: 

n 

I  Pdx»^ ~^Z"^  1  ^"~'  / ^^'^  —  (" -  0  -^""^  j  xPdx 

10)  ^(»-^i)(n-2)^_3y;,^^^ 


1.2 


—  +  ...+  jx'*-^  Pdxi 


in  U)  verwandelt. 


H^         Diridirt  man   zunächst   die   den  angleichen  Wurzeln   enisprechenden 
Factoren : 


ß)    Unter  deji    Wurzeln  seien  «-gleiche: 

*.  =  Ä't  ^  ■  •  •  =  f^m-l  —  f<m' 
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(Z>  -  Ar.) ,  (Z>  -  ^„_i)  . . .  (Z>  -  k^+t) 
weg ,  so  bleibt  zu  behandeln  übrig : 


17) 
wo: 


p=m+l 


Nr, 


Dividirt  man  jetzt  mehrere  Male  nach  einander  mit  (/>  —  km)-,  so  er- 
kennt man  bald  als  Schlussresnltat: 

/  r  "* 


18) 


m— 1 


*m.'  je-^m'^fQx)  rfa;*»-!  c*m*  jer^m'  f{x)  dx 


+  e*' (C„^i  a?-»-!  +  C„_2  a;'»-^  +  . . .  +  C,  (C  +  C„). 
Dieses  ist  wieder  genan  derselbe  Werth,  welcher  sich  ergiebt,  wenn 
man,  D  als  algebraische  Grösse  betrachtend,  wie  folgt  zerlegt: 

^ ^m+i       ,       ^»1+2       , 

|(i>-Ar„)«(/)-*«+i)...(Z>-A:„)       ^>- Ar„+i"^ />- Ar„+2"^  *  "^ 

^^'<  +^^,  +  (Z>-L)- 

■*"(i>-A«)'»-i"*"-  -"^ZJ-y 
Die  Uebereinstimmung  der  Coefficienten  ^«,+1«  ^m+i-"  An  mit  denen 
im  ersten  Theile  der  Summe  rechter  Hand  in  18)  erkennt  man  sogleich  nnd 
die  der  übrigen  durch  folgende  Betrachtung.    Sei : 

20)  (2>  -  A:„+i)  . .  .(^  -  M  =  ^, 
so  giebt  19) : 

21)  <p(/>)  =  ^».H-(Z>-Ar„)J„_i  +  (i)-A:„)«^„_2  +  ..., 

woraus  durch  Differentiation  nach  D  und  nachheriger  Vertanschung  des  D 
mit  km  folgt : 

^-  =  ^^''^"='-=(*.-A-.+o'..(*.-A„) 

1  1 


+ 


{k„^l — Ar„,^2) . . .  (Ai^i — A:„)  A:„ — A:„^+.i 


»'v 


{Ar«-A:m+i). .  .(Arn-A:„_i)  Ar,„-.Ar„     ^^^^  N^  {^m-k^, 
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■^"-'=^'^''^'-'"=-2.W^ 


Tinrl  so  fort.  Miiltiplicirt  man  also  nacb  Boatimmung  der  Coefficienten  die 
Gleichung  10)  mit  fix),  trmisformirt  jeflen  Siimmeiidon  rcchtor  Hand  mit 
KücksicLt  auf  15)  in  ein  lutcgral ,  so  ergiebt  flieh  als  gesucLte  Lösung  wie- 
dei-  18), 

Beißpiol. 
Für: 

»i: 


dx" 


dx' 


y^^TT-n-i—, — ^  *iw3.r  =  —  D—^sinix i>~*  ^i>i3a:H — Ä?«3.r 


cos  ix 

'     135 


+  c,iF'  -H  r,  0-  -h  Q  -f  c,  jf.«  (23?  H-  CJ. 


n.    Die  partiellen  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coef&clenten. 
Wir  beschüftigcn  uns  zunäihat  mit  Gleichungen  von  der  Form: 


+  «. 


^  +  «oT-;j  =  r(a:,y). 


,  Indem  wir  wieder  von  der  algebraischen  GleicUung  2)  ausgehen  und 
das  System  3J  beuat^en,  wird  22)  reducirt  auf  die  Gleicbung  (n  —  lf" 
Ordnung: 


an-l. 


dx^^ 


-s, 


a"-»; 


-f-s 


a««i« 


,-+... 


23) 


+  (-  ,)-  5„_3  ^-19^3  -H  (-  0"-  ^-  ^^. 


falls  M  die  Losung  der  Gleicbung: 

24) 

Also: 

25)  M  =  F{x,t/)  +  t(^  Cv  +  K^) 

ist,  wo  die  Function  Fdefitiirt  wird  durch  : 


du       .du       ..       . 


26) 


Fix,U-^n^)^Jf(Xfy-^nX)dx 
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und  ilf{y-\-knX)  eine  ganz  beliebige  von  i=iy~\-k„x  abhängige  Fnnctioa 
bedeutet. 

Dieselbe  Gleicbnng  23)  lässt  sich  aach  folgendermassen  aas  22)  ab- 
leiten. 

Bezeichnet  man  die  p*'  Abgeleitete  von  z  nach  x  mit  D^z^  von  z  nachy 
mit  D{PZf  so  kann  man  22)  zunächst  schreiben: 

27)  />»«  +  a,_iZ>»-iZ>,2  +  a„_2i)"-2i),«2+...+a,/>,-z  =  /'(a:,y). 

Wird  jetzt  z  von  den  operativen  Symbolen  D  und  />,  getrennt,  so  muss 
sich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Factor  von  z  zerlegen  las- 
sen in  die  nach  D  und  Z>|  linearen  Factoren : 

B-^kiDt,     D  —  ktDi,...  D  —  k„D^. 

Man  erhält  also  durch  Division  mit  D  —  Arn^i  ans  27): 

28)  z  (,D-k,D,)  {D-k.D,) ...(/>-*._, /),)  =  {D-k^D,)-^  f{x,y). 
Nach  8)  ist  aber : 

(Z)-Ar„Z>.)-V(^,y)  =  «*-'^.   |y^*«'^./(ar,y)rfa:  +  i/;(y)  |; 

führt  man  demnach  noch  die  Definition  ein: 

29)  e^'^if{x,y^=^f(j€,y  +  ax),     e-v^  f(x,y)=f{x^  ay,y), 
welche  auch  als  Consequenz  der  Trennung  der  operativen  Symbole  aus  der 
Formel  des  Tay lo raschen  Lehrsatzes  betrachtet  werden  kann: 

fix  -f  Ä)  =  fix)  +  h  Dfix)  +  ^D'f'ix)  + . . .  =  e^'>.fix), 

80  findet  man  leicht  vollständige  Uebereinstimmung  der  Gleichungen  28) 
und  23),  was  bewiesen  werden  musste. 

Nachdem  die  rechte  Seite  in  28)  in  ein  Integral  tibertragen,  giebt,die 
weitere  Division  der  so  erhaltenen  Gleichung  durch  D— Ä:,^i/>, : 

z  (Z>  -  ^, />,)...  (D  —  *,_2A)  =  «*—«'^* 

\^Je^K-K-^)'Dxdx  |y*e-*«'^«/'(a-,y)rfa:  +  t^!/{  +9'(y)], 

oder  wenn  man  eine  Integration  ausführt,  indem  man  setzt: 

e^K-ic^-0'J>tdx^du,      ;,        ,     \    *=K, 

ikn—kn-x)D, 

Jg-k^xu,  fix^y)  dx  =  ©,      e-*n'^i  fix.y)  dx  =  dv'. 

z(2)-Ar,Z>0...(/)-A:„^iZ)0 

So  fortfahrend  erhXIt  man  schliesslich : 
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80) 


n— 1 


-^VpQz  +  f'p^r)  I. 


] 


WO  yp  wieder  die  frühere  Bedeiilung  [siehe  10)]  hat. 
Beispiel: 
^*  d^z  d*z  'd*z      .       d*z       „    ,. 

äS  -  '%-^,  +  ^  a^V?  -  "^  äTä?  +  ^  87'  =  '       "• 

Die  betreffende  algebraisch©  Gleichung  hat  die  vier  Wurzeln  1,2,3,4; 
deshalb  ist : 

?  ? 

Z=  -— ^  + ^^ 

3  J 


—  2  '  6 


280 


Bei  der  Anwendung  der  partiellen  Differentialgloichungcu  auf  die  Lö- 
sung physikalischer  Probleme  ist  der  schwierigere  Theil  derlif^chmtng  mei- 
stens der,  eine  Function  zu  suchen,  welche  nicht  nur  einer  gegebeneu  Dif- 
ferentialgleichung j  sondern  auch  gewissen  gegebenen  Bedingungen  genügt, 
wodurch  die  willkürlicheu  i/;- Functionen  der  allgenteinen  Lösung  bestimmt 
werden.  In  der  gewöhnlichen  Weise  ausgehend  von  particuläreo  Integra- 
len, wählt  man  wo  niüglich  letztere  gleich  so,  dass  sie  einige  oder  alle  Be- 
dingungen erfüUeD ,  und  bildet  aus  der  paiticularen  Lösung  die  allgemeine. 
Aber  auch  diesen  meistens  wichtigeren  Theil  des  mathemAtiachen  Problems 
behandelt  man  häufiger  weit  einfacher,  wenn  man  die  allgemeine  Lösung 
30]  statt  einer  particuUiren  als  Ausgangspunkt  nimmt. 

So  hat  man  z.  B.  für  die  bekannte  Gleichung  aus  der  Theorie  der 
ScbwingungGQ : 

weDQ  nach  y  integrlrl  wird: 

Soll  die  Lösung  die  Bedingungen  erfüllen : 

für  y  =  0  ist  2=f(x)  und  ^^  =  ^(3?), 

so   erhält  man   zur  BeBtImmung   der  beiden  bis  jetzt  ganz  willkürlichen 
FoDCtioneu  i/;,  und  t//t : 
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i/;,(a?)  +  i^,(x)=/"(a;), 
a  '^\  (x)  —  a  ^\  (x)  =  F(x) , 
woraus : 


^i  w =^  n^) + ^  /fx  dx + c, 


also  schliesslich: 

te+ay 

^=^l[nx+ay:)+fix-ay)]^±jF(x)dx 

X — ay 
folgt.    (Vergl.:  Riemann,  „Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleich- 
ungen, herausgegeben  von  Hatten dorTf,  S.  lll  — 113.) 

"  Das  Hauptmoment  der  vorstehenden  Beweise *Iiegt  offenbar  darin,  dass 
Gleichungen  n*"  Ordnung  auf  Gleichungen  (n — l)'*'"  Ordnung  zurückffihr- 
bar  waren.  Für  partielle  Differentialgleichungen,  in  denen  Abgeleitete  ver- 
schiedener Ordnungen  vorkommen,  scheint,  im  Allgemeinen  wenigstens, 
diese  Bednction  nicht  möglich  zu  sein,  weshalb  wir  die  Anwendbarkeit  des 
Operationscalculs  auf  Gleichungen  dieser  Art  prüfen  müssen  durch  den  Ver- 
such :  ob  die  erzielte  Lösung  der  Gleichung  genüge. 
Setzt  man  in : 

wo  V  eine  Function  von  x  und  y  bedeutet ,  und  bestimmt  a  und  |3  aus : 

2o  +  2a/5  +  c  =  0, 
2aaH-2Ä/J  +  d  =  0,  ' 
80  wird  31)  reducirt  auf: 

a«p  d*v  d^v 

Nach  30)  würde  die  Lösung  dieser  Gleichung  sein : 
33)         v=^e—*'>i  \  e''7^^'^i/;,(y)-f  «-*»^PV^"*t^,(y)  |, 

wenn« 

p  =  o«  — 6. 
Verwandelt  man  jeden  Factor  in  eine  unendliche  Reihe : 


»=00 


und  setzt: 

ti(y)  +  ^iCy)=/'(y), 

/p/)«,-A:[t^,(y)-i|;.Cy)]  =  FCy), 
so  ergiebt  sich : 
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Das8  in  der  That  dieser  Werth  die  allgeuieiue  LöäUng  der  Gletchnug 
32)  ist)  zeigt  seine  Eiusetzung  in  dicbcdbe.    Mau  liat  uämltcli: 

+2  rriSri)  (''*''-*)" '^"'«'-"•') 


8'i 


»y 


cJ.+i 


+2'rr(iM^r,^'"'''-*'"^"(*— )• 


la  diesen  Gliedern  g<»lit  w  von  0  bis  oo  ,  mit  Ausnahme  von 

|;il='0  nicht  mehr  zulässig  ist.  Vertauscht  man  deshalb  in  den  heiden 
ten  diesvr  Glieder  —  im  lolztea  ist  es  nicht  noth wendig,  weil  sicli  alle 
Glieder  dieser  Art  aogleicU  aufheben  —  n  mit  (w  +  l),  so  bat  nunmehr  der 
Index  überall  dasselbe  Intervall.    Formt  mau  also  um: 


1 
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=  S^.   r^  (p/>,'-  A:)«+i  ffy  -  ax) 


^   1...2n 


=2 


ipD,'-kr\_priy-ax)-kf(y-ax:)], 


1...2n 

80  zeigt  die  nanmehrige  Einsetzang,    dass  der  Werth  34)  der  vorgelegten 
Gleichung  genügt. 

Die  Reduction  von  31)  auf  32)  geschah  nur,  um  die  Ausdrücke  etwas 
zu  vereinfachen.  Man  hätte  auch  direct  von  81)  ausgehen  können.  Hierbei 
wftre  man  auf  Grössen  von  der  Form : 

gestossen  und  hätte  nunmehr 

^iÄTTw+7  •  V  (y) = /•(>) 

setzen  müssen. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  die  Gleichung  zwischen  der  Temperatur  z, 
der  Zeit  y  und  der  Ordinate  x  eines  in  allen  Schnitten  winkelrecht  zur  j;- Axe 
gleichmässig  erwärmten  Körpers: 

Die  allgemeine  Lösung  ist. 

z  =  e-'^  '^i .  ^,  (y)  +  e'l^^'  ^.(y) 
oder  wenn  man  die  Ezponentialgrössen  in  Reihen  verwandelt  und  darauf: 

setzt: 

+7^w+,-|pi^(y)+,-:sx5:;^F"(,)+... 

Soll  z  für  3f=0  den  Werth  fp(x)  erhalten,  so  hat  man: 
woraus :  -.-f^jit^^ 

f{jif)9=9  ==  q>  (*)*=o ,  -  ^ry)jf=o = 9  (*)««•  •; 


i  r  (y),=o  =  tp"  (ar),=:o ,      ^  /^(y),=o=  V'"  0 
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^r(y)y=o  =  <J)"(»)x=o,      ^  ^"(y),=o=  v''(a?)r=o 


o.  8.  w.  folgt.   Nach  Foarier^s  Satz  ist  aber: 

9(a:)i=^    I  da  f  dk<p{l)cosa(l  —  iD)^ 

Ö  ^  OD 

Ü  -OD 


0  —  OD 

9)'(a!)  =  —    l  da    f  dXq> 

Ü  -OD 

«  +c 


U  — oe 


Man  erhält  demnach : 

=  -    jda    /rfA<p(A)rojfaA(I  —  a»«'y  4--^ -  +  ...] 


l>  —OD 

00  +0D 


^-    /rf«   ldX<pkcoiecXe-'^'*v, 


oder  wegen: 


/•(i^) 


0 

+  00 


f/A  <p(Ä)^-n?i. 


Durch  ähnliche  Schlüsse  erhKlt  man,  aasgehend  von: 

^•{x)  =  ~     I  da    I  dk(p'{k)costt{k^x) 

l>  OD 

+  00  +00 

F(y)^—^    fdkq>'{k)e-^9-=—^    /  ^A  <pU)  c"?^  =^. 
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h_ 

Verwandelt  man  endlich  e   4»^y  in  eine  Reihe  nnd   setzt  darauf  die 
Werthe  von  f{y)  und  F{y)  in  36)  ein ,  so  ergiebt  sich : 

ittV«yJ  L        4«',  ^2.4'.oV  J 

<p{X)  dl  c— 4^r. 


2a}/nyJ 


»  —OD 

(Vergl.  Riemann's  Vorlesungen   über  partielle  Differentialgleichungen, 
S.  107— 109.) 

Soll  die  gesuchte  Function  zwei  Bedingungen  genügen,  z.  B. : 
für  y  =  0  sei  z  =  <p{x)^ 
„     x  =  0    „    »=:0, 
80  kann  man  den  nunmehrigen  Werth  von  z,  wie  folgt,  ans  37)  ableiten. 
Zunächst  ist : 

+  00  0  +00 


2a 


—  00  —  OD  0 


i)ie  zweite  Bedingung  entstand  aber  hier,  indem  man  sich  den  Körper 
den  halben  unendlichen  Raum,  von  der  2^2: -Ebene  aas  nach  Seite  der  po- 
sitiven  x  etwa,  ausfüllend  dachte.  Es  kommen  also  nur  positive  x  in  Frage, 
weshalb  man  die  Function  tp  (jx)  auf  das  Gebiet  der  negativen  x  beliebig 
fortführen,  z.  B.  <p(—x)=^ip{-^x)  oder  q>  {—x)'=—<p{~\-x)  u.  s.  w.  setzen 
kann.  Geschieht  Letzteres  eben  wegen  der  zweiten  der  gegebenen  Be- 
dingungen, so  ergiebt  sich  sogleich  durch  Vertauschung  des  +^  ^^^  — ^ 
im  ersten  der  beiden  letzten  Integrale  rechter  Hand : 

•       «  = y=    I  <p{l)di\  e-r^  -e—T^T  l 

2aynyJ  L  J 

0 

(Riemann*8  Vorlesungen,  S.  124, 1.) 


XII. 

Üeber  Xinseiif    welche    von   einem  homogenes  Licht  aus- 
strahlenden  Punkte  ein  mathematisch  genaues  Bild  geben. 

Von 

W.  Graffweg 

KU  Maria- Laach  boi  Niedennendi^. 
(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  l  u,  2) 


Zur  nÄherpn  Bngrenzung  der  vorgelegten  Aufgabe  werde  bemerkt, 
dass  hier  zunächst  nur  ein  einzigor  Uebergang  von  Btr^ililen  aus  einem 
dioptrischcn  Mittel  in  ein  zweites  behandelt  wird.  Mit  TlilPe  der  einzigen 
Obertiäche,  die  also  gesucht  wird  und  der  brechenden  Substanz  die  Eigen- 
schaft ertheilt,  homogene,  von  einem  Punkte  au.Hgelieude  Lichtstrahlen  oder 
ihre  Verlängeiungen  genau  in  einen  Punkt  zusammenzulenkcn ,  lassen  sich 
alsdann  Linsen  bilden,  indem  das  Mittel  durch  eine  zweite  Flache  ab- 
geschnitten wird,  welche  zu  den  in  ihm  sich  bewegenden  Strahlen  senk- 
recht steht.  Es  tritt  nun  ein  doppelter  Fall  ein,  je  nachdem  der  abzubil- 
dende Punkt  eine  endliche  oder  nnendltcho  Entfernung  von  seinem  Bilde 
hat.  Bei  Annnhme  des  letzteren  ergiebt  sich  ein  Resultat,  welches  zu  leicht 
aus  rein  geometrischen  Betrachtungen  gewonnen  wird,  als  dass  es  nicht 
längst  gefunden  werden  musate.  Schon  Cartesius  fand,  datis  das  ge- 
streckte Rotationsellipsoid  und  das  zwelschalige  Rotationshyperboloid  die 
in  Rede  stehende  Eigenschaft  für  die  der  Axe  parallelen  Strahlen  besitzen. 

Auch  wenn  der  leuchtende  Punkt  im  Endlichen  liegt,  muss  die  Grenz- 
fläche des  Mittels  eine  RotationsoberHüche  sein,  wovon  man  sich  unschwer 
überzeugt t  wenn  man  sich  die  Linse  um  die  den  Lichtpunkt  und  sein  Bild 
verbindende  Linie  gedreht  denkt.  Denn  das  Bild  behält  hierbei  immer  seine 
Lage;  diese  ünverSnderliehkeit  aber  ist  nicht  möglich,  wenn  nicht  ein 
jeder  Strahl  bei  einer  beliebigen  Drehung  der  Linse  überall  dieselbe  Ab- 
rnndung  der  Oberfläche  trifft,  d.  h.  wenn  nicht  diese  eine  Rotati onsober- 
fiUche  ist.  Daher  führt  sich  ouäere  Aufgabe  auf  die  viel  einfachere  zurück : 


I 


I 


iiosen  etc. 


„eine  Linie  als  Grenze  eines  in  einer  Ebene  gelegenen  dioptrischen 
Mittels  zu  bestimmen,  welches  die  in  deraelben  Ebene  verlanfenden  bomo- 
genen  Lichtstrahlen^  die  von  einem  Pankte  im  Endlichen  oder  Unendlichen 
ausgehen ,  in  einen  mathematii^chen  reellen  oder  ideellen  Pankt  zusammen- 
lenkt." 

2.     Der  lenchtende  Pankt  A  in  der  Axe  der  X  habe  die  Abscisse  —a 

nnd  es  sei  n  eine  positive  Grösse,  die  entweder  endlich  ist  oder  für  den 
Fall  paralleler  Strahlen  als  unendlich  angenommen  werden  solL  (Fig.  l.) 
Der  Vereinigungspankt  B  liege  gleichfalls  in  der  OX  in  der  Entfernung  b 
vom  Anfangspunkte  0,  in  den  wir  den  Scheitel  der  Curve  legen  wollen,  so 
daas  die  Lichtstrahlen  von  der  negativen  Kichtung  der  X  sich  zur  positiven 
hin  bewegen,  und  in  B  ein  reelles  oder  ideelles  Bild  erhalten  wird,  je  nach- 
dem die  Abscisse  dieses  Punktes  ^0  angenommen  wird.  Ein  zweiter  von  A 
aasgehender  Strahl  AP  bilde  mit  dem  Axonstrahle  AO  den  Winkel  oj ,  wel- 
chen wir,  wie  alle  noch  vorkommen  den  Winkel  in  der  Richtung  von  +0X 
sur  +öl'bin  als  positiv  zHhbn  wollen.  Er  treffe  die  Cnrve  inP,  dessen Co- 
ordinaten  3C^ij  seien.  Die  in  /'  berührende  Linie  PT  schtiesse  mit  der  OX 
den  Winkel  a  ein.  Dann  ist  auch  a  der  Winkel,  ura  welchen  sich  die  Or- 
dinate PQ  nach  jener  soeben  bestimmten  Richtung  um  P  herumdrehen 
muss  ,  um  mit  der  Normale  iV^^7  zusammenzufallen.  Der  grösseren  Deut- 
lichkeit wegen  trennen  wir  jetzt  die  einzelnen  Fälle »  die  je  nach  der  Lage 
von  J,B,T^O  vorkommen  können,  von  einander.  Es  sind  deren  drei.  Denn 
ist  t  die  Abscisse  von  T,  worin  die  Tangente  die  OX  trifft,  so  kann  zu 
nächst  t^x  sein,  um  den  Uebergangsfall  f=s.T,  der  die  Scheiteltangenle 
flir  ic=y=()  charakterisirt,  nicht  zu  berücksichtigen.  Ist  nun  /<C'*^»  so 
kann  noch  t^—^  sein,  wofern  a  endlich  bleibt.  Untersncben  wir  nun  zu- 
erst} was  stattfindet ,  wenn 

ist.  Da  bei  positiven  Ordinaten  sowohl  o  als  co  kleiner  als  ein  Rechter  sind, 
so  ist  darch  die  positive  Grösse  ö—b  der  Winkel  gegeben,  nra  den  sich  der 
Strahl  AP  drehen  muss,  um  in  die  Tangente  zu  gelangen.  Daher  ist  der 
Einfallswinkel  t  von  der  Normale  zum  Strahl  hin  gerechnet: 

«=--«  +  w. 

Wird  nun  noch  mit  ß  der  Brechungswinkel  von  der  Normale  PM  zum  ge- 
brochenen Strahle  PB  hin  bezeichnet ,  so  ist 

I)  n .  shi  ß  =  m. sin  i  :=  m  cos  (o  —  w) , 

wenn  m  der  Brechnngsexponent  des  Mittels,  worin  der  leuchtende  Punkt  A 
liegt,  ist,  und  ri  der  des  zweiten  Mittels,  das  die  abgelenkten  Strahlen  in 
sich  enthält.  Weil  nun  ferner  der  Winkel  von  der  Ordinate  PQ  und  dem 
gebrochenen  Strahle  Pß  eingeschlossen,  aus  o  und  ß  sich  zusammensetzt, 


I 


I 


J 


aal»  imtA  die  B^zieliaxig 

gcgebea»  Um  hienos  die  Fonoela  f&r  negadre  OrdtBaten  a]wiiletlea, 
dtea  wir  nar  die  f  «itse  Figur  «in  die  O  JT  ab  ikf«  feste  Axe  wieder  i»  i 
EWac  dce  Papiere«  saUegeiL«  was  analjtisek  geaehiebt^  iodem  wir  mit  Bei- 
hflialf  Bg  des  Zeiebess  tob  OB  die  Zeidiea  der  Winkel  «ad  Oidinale 
wectoeta.   EskooiBit: 

—  N  jm/}smcm(«— •)  und  |r.faii9(a-|~A=»(^^> 
oder  ttoter  der  BesUttmaBg^  dass  ß  imaier  dorek  I)  gegelMn  sei, 

III)  9im9{m-ß)=^0B. 

Daher  gelten,  wenn  «  and  m  dqt  toq  0  bis  +  —  gesibU  werden,  so  daae 

cosa  and  cor  m  immer  >0  bleiben,  die  Fonnela  I),  II)  tttt  poaithre  Ordina 
lea,  I),  III)  aber  für  negatire,  so  lange 

j->r>-e 
ist 

3.  Soeben  wir  jetxt  die  Besiebtingen  fär  die  Qbrigen  Fülle.  Ist  xa> 
nücbst  '^x,  so  baben  wir,  indem  wir  einstweilen  a  bb  a  wachsen  laasen, 

für  positive  Ordinateo  immer  die  Formeln  1)  und  II),  auch  wenn  et — «»^  ~ 

wird.  Dann  ist  nämlich  bei  immer  waebsendem  o  die  Normale  diureb  dea 
Strahl  JP  gegangen  aod  anf  dessen  uotere  Seite  getreten,  so  dass  aaa  ^ 
negativ  aasfäilt.  Weil  es  aber  für  die  folgende  Rechnung  beqoemer  ist, 
den  fojr«  immer  positiv  tn  hnlten,  so  führen  wir  statt  o  seiueuKcbenwinkt^l 
I»,  ein,  indem  wir  n-\-a^  stutt  or  setzen,  weil  ag  nach  jener  noveränderlichon 
Richtung  gemessen,  negativ  werden  rnuss.    Wir  haben 

n  stnß^—m  cos  (a^^—ia)  und  y.tony(«,-f /J)  =  (>Ä, 
oder  mit  Beibehaltung  der  Formel  l) :  nsinß  =  m 0i>»  («  —  <»)  ergiebt  sich  i 
QB  die  Formel  III):  yUing{a^--ß)^=^QB^  so  lange  die  Ordinalen  positiv 
sind.  Hieraus  leiten  wir,  wie  fräher,  für  negative  Ordinalen  die  Formeln  I) 
und  II)  ab. 

Der  dritte  Fall,  wo  /<^  — a  ist,  ergänst  diesen  x weiten.  Denn  da  aus 
nsinß=^m  CQs{tt  —  ta)  dasselbe  ß  folgt,  auch  wenn  o  mit  w  vertauscht  wird, 
der  Einfallswinkel  i  aber  negativ  gerechnet  worden  rauss ,   weil  er  kleiner 

ab  —  bleiben  rouss,  so  verschaffen  sich  I)  und  III)  für  positive,  I)  und  11} 

aber  für  negative  Ordinaten  Geltang. 

Daher  ist  die  Abscisse  b  des  Punktes  B  durch  die  Gleichung 

IV)  xJt9,tang{a±ß)  =  b 
gegeben,  worin  bei  positiven  y  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachj 
dem  rxwjsehen  ^und  A  liegt  oder  nicht,  während  bei  negativen  Qtdma 
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das  Umgekehrte  stattfindet.    Diese  Gleichung  wird  nun  mit  Hilfe  der  Be- 
ziehungen 

n.sinß  =  m.cos(a — w)  und  tanga  =  ~ 
in  die  Dififerentialgleichnng  der  Carve  verwandelt. 

4.    Setzen  w 
die  Gleichangen: 


4.    Setzen  wir  — -  =  y',  so  finden  wir,  da  cosa  immer  positiv  bleibt, 
ax 


1  y 

cosa  = ,  ,      stnn^ ^- 


.  -I  Ol/»« — , 

Femer  ist,  wenn  r  die  Länge  des  nrsprUnglichen  Strahles  ^P  bedeutet: 


ar  +  fl  y 

cosm  = ,     stnca  •=  — 

r  r 


und  daher: 

n  sin  p  =3  m -^ —  =  m    -  -  ;==r=—  , 

r/l  +  y-»  /l+y' 

wenn  /  die  Ableitung  von  r  nach  x  ist.    Hieraus  gewinnt  man 


coigß 


=K«'0+y'*)-'"V« 


mr 
und  

^n«(l+y«)  — m«r'»  -  my  r 
oder,  indem  wir  durch  Multiplication  von  Zähler  und  Nenner  mit 

^n«(l+y«)-m«r'«  +  «ly  r' 
die  Irrationalität  des  letzteren  entfernen : 


Hieraus  leitet  man  unmittelbar  die  Formel  für  iang(a—ß)  ab,  indem  man 
der  Wurzel  das  Zeichen  —  giebt. 

Daher  ist  die  Differentialgleichung  der  Curve: 

worin  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  Punkt  T  zwischen 
A  und  Q  liegt  oder  nicht,  mögen  nun  die  Ordinalen  positiv  oder  ne- 
gativ sein. 

Ist  (0  beständig  =0,  so  wird 

nstnp  =  m 

sodass  die  Ableitung  r=sl  einzusetzen  ist,  um  aus  V)  die  Gleichung  für 
den  Fall  paralleler  Strahlen  zu  erhalten. 

Schaffen  wir  durch  Multiplication  der  beiden  Gleichungen  V)  in  ein- 
jutder  die  IrrAtionalität  weg,  so  muss  das  resultirende  Prodnct 
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zwei  Lösungou  geben ,  weil  «s  ^ie  Loidon  Differnntinlgloichnngen  in  sich 
enthält.  Da  der  Zäliler  des  letzten  Gliedes  durch  h* —  tn^r'^  dividirbar  ist, 
80  erholten  wir  darcb  dirse  Aiifhchung  und  uacli  Multiplicalion  mit  dem 
Nenner,  der  übrig  bleibt: 

oder 


mr . 


oder  endlich 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentinlqnotienten,  und  wenn  wir  die 
Grösse  y^x  —  bY-^-iß,  das  ist  die  Länge  des  gebrochenen  Strahles,  mit* 
bezeichnen,  so  erhallen  wir: 

VI)  «(j-A)  =  ±m(r— ö), 

oder,  wenn  /=  l  gesetzt  w^erden  soll : 

VIT)  n{s^b)  =  ±mx 

als  Gleichlingen  der  gcsnchten  Curven  mit  Bestimmung  solcher  Constanten, 
dass  dieselben  den  Anfangspunkt  0  aufnelinien. 

5.  Betrachten  wir  znerst  den  Fall  parallfler  Strahlen.  Um  rein  ana- 
lytisch die  beiden  Zeichen  von  mx  zri  unterscheiden,  setzen  wir  aus  der  ra- 
tionellen Gleichung  VII): 

n^s'  =  {tih±mxY^n^{x-bf'^n^y^, 
oder: 

n'^y^  +  (»3— w*)  x^  —  2fih  {n^Im)  x^O 
und  ihrer  Ableitung 

«^i^y'-j-  («*  —  »!*)  ai  —  nb  (n^m)  =  0 
fiowolit  y'^  als  auch  yy  in  die  Differentialgleichung  V)  ein.    Als  rationelles 
Glied  kommt: 

(ar  -  6)  (n«  —  m«)  +  «fe  («  +  w)  —  (n»  —  »i")  x 

oder 


m  (m  ^n)b 


Das  irrationale  Glied  aber  ist: 


\n*-m'*)\2nb{n^m)s^{n^-m^)^\'\-\nb{ti  +  m)-{n^-m^)r\ 


oder 


mh{nJ^tn) 


•Ä* 


Daher  wird  mtt  Weglassung  des  gemeinschaftlichen  Nenners  die  Gleichung 
V)  dnreh  Trennung  der  Zeichen  in  folgende  zwei  Beziehungen  zerlegt : 

wi  6  (r/1  ^  n)  -}"  "'  ^  ("  +  ''0  =^  ^  1     "*^  ('"  +  ")  —  m  6  (n  ip  m)  =  0. 
Der  erßtercn  Gleichung  geschieht  nur  durch  die  oberen  ^  der  zweiten  nur 
durch  die  unteren  Zeichen  Genüge.    Daher  entspricht  der  Kegelschnitt 

ns=  mx  -^  tib 
der  Bedingung»  dass  die  Curve  in  0  ihre  convexe  Seite  den  Lichtstrahlen 
aussetze,  die  Carve 

ns  =  nb  —  mx 
aber  der  Bedingung;  dass  sie  hier  ihre  concave Seite  denStrahlen  zuwende. 
Setzt  man  in  jenen  Gleichungen  der  Reibe  nach  m  und  h  gleich  1,  so  erhält 
man  bei  der  richtigen  Bestimmung  des  Zeichens  von  b  nach  der  Natur  der 
Sache  die  vier  Linsen,  welche  parallele  Strahlen  in  einen  reellen  oder 
ideellen  Vereinigungspunkt  zusammenlenken.  Wir  begnügen  uns,  hier  das 
leicht  zu  entwickelnde  und  bekannte  ßesnilat  beizufügen.  Da&  gestreckte 
Rotationsellipsoid  mit  einem  Medium  gefüllt,  dessen  Brechungsexponent  der 
reciproken  Excentricitfvt  desselben  gleich  ist,  vereinigt  die  der  Rotationsaxe 
parallel  auffallenden  Strahlen  in  dem  von  dem  brechenden  Scheitel  entfern« 
ter  liegenden  Brennpunkte.  Wird  es  aber  zur  Hälfte  von  jenem  Mittel  um- 
gehen^ so  divergirt  es  dieselben  Strahlen,  die  auH  dem  leeren  Räume  pa 
rallel  der  Axe  auffallen,  so  dass  die  Verlängernngen  derselben  alle  den 
entfernter  liegenden  Brennpunkt  aufnehmen.  Ferner  die  hohle  Schale  eines 
Rotationshyperboloitls  von  einem  Mittel  erfüllt,  dessen  Brecbungsexponent 
seiner  Exceutricität  gleich  ist,  lenkt  die  im  Medium  verlaufenden  nud  der 
Axe  parallelen  Strahlen  in  den  in  der  andern  Schale  gelegenen  Brennpunkt. 
Umhüllt  aber  das  gleiche  Mittel  die  Schale,  so  divergirt  ew  jene  Strahlen, 
so  dass  ihre  Verlängerungen  durch  den  im  Mittel  sich  befindenden  Brenn- 
punkt gehen. 

6.    Kebren  wir  jetzt  zur  Gleichung  der  Curve  VI): 
m  (r — a)=  +  n  (*  — &) 
zurück,    welche  die  aus  dem  Endlichen  kommenden  Strahlen  wieder  vef? 
einigt.     Zur  Unlerscheidnng   der  beiden  Curven  können   wir  wie  in  Nr.  5 
rerfahren,  indem  wir  aus 

^— *  +  ify_^_    x-^a  +  t/y 


n,- 


=  + 


s  —  r 

und  aus 

das  yy  und  y*  ziehen,  um  es  in  die  DiflFerentialgteichung  V)  zu  suhstituiren. 
Wir  wollen  aber  hier  ein  bequemeres  Verfahren  einschlagen.  Ist  nämlich 
m<^u  and  ^^O,  so  dass  die  gesuchte  Oberfläche  ein  reelles  Bild  in  dem 
Mittel  hervorbringen  muss,  so  kann  ihre  Gleichung  nicht 

m  (r  — a)=H- w  (s—b) 
teia,    Deaa  aie  würde  für  den  Fall,  dass  ma  =  nb  wäre,  eine  Ivugel 


I 


mr  ^sins 

sein  müssen,  welches  bekanndäch  unmöglich  ist.    Daher  kann  der  Gleich* 
ung  V}  mit  dem  positiven  Wurzelzeichen  nur  die  Lösung 

VIII)  mr  -{-  jis  =  m a  -^  nb 

entsprechen.    Hieraus  aber  folgt,  dass  der  Gleichung  V)  mit  dem  negativen 
Wurzelzeichen  nur  durch  die  Formel: 

IX)  mr  —  nsr:=^ma  —  nb 
Geniige  gegcihieht. 

Rechnen  wir  daher  die  Lange  des  wirklichen  ursprünglichen  Strahles^ 
von  seinem  Anfangspunkte  bis  zum  Brechungspunkte  und  von  diesem  wie- 
der bis  zum  reellen  Vereinigungspunkte  als  positive  Grössen ,  während  der 
Abstand  des  Brechungspuiiktes  vom  ideellen  Vereinigungspunkto  als  nega- 
tive Länge  des  Strahles  eingeführt  wird,  so  gewinnen  wir  folgende  kurze 
Aosaprache  des  gefundenen  Resultats.  Die  gesuchten  Oberflächen  sind  die 
geometrischen  Oerter  des  so  gelegenen  Punktes  /*,  dass  die  idgebraische 
Summe  der  Producte  der  Strahlenlängen  und  der  zngehürigen  Brechunga- 
oxponenten  der  Mittel,  worin  sie  sich  bewegen,  eioe  constanto  Grösse  bleibt: 

m.AP±n.BP=k, 
Beachten  wir  aber,  dass  in  einem  Mittel  der  Lichtstrahl  »-mal  so  langsam 
sich  fortbewegt,  wenn  sein  Brechungseiponent  n  ist,  als  im  leeren  Räume, 
wofiir  der  Brechungsex piment  1  ist,  so  können  wir  die  Oberflächen  einfach 
als  solche  charaklerisiron,  MelfUe  bewirken,  dass  bei  convergireuden  Lin- 
sen die  gleichzeitig  ausgehenden  Strahlen  gleichseitig  im  reellen  Vereini- 
giingspunkte  ankommen,  und  dass  bei  Linsen,  welche  die  Strahlen  noch  di- 
vergent lassen,  die  Zeit,  welche  d(?r Strahl  braucht,  um  vom  Ausgangspunkt 
Äur  brechenden  Fläche  zu  gelangen,  vermindert  um  das  Zeitintervall,  das 
die  weitergehende  Welle  anwendet,  um  eine  ebenso  lange  Strecke  vom 
Auffall^^punkte  an  zu  durchlaufen,  als  dieser  vom  ideellen  Vereinigungs- 
punkte absteht,  immer  eine  und  dieselbe  Grösse  sein  muss. 

Der  erhaltene  Satz  erlaubt  zugleich,  sofort  zu  erkennen,  ob  und  inwie- 
weit ein  in  den  Gleichungen  VIII)  und  IX)  enthaltener  Curvenzweig  zu 
einer  Linse  tanglich  ist.  Ehe  wir  aber  zu  der  kurzen  Discussion  jener 
Gleichungen  übergeben ,  sei  noch  bemerkt,  dass  wir  drei  ihrer  Natur  nach 
veruchiedene  Oberflächen  aus  ihnen  gewinnen  müssen.  Denn  eine  Ober- 
fläche wird  von  der  Linse  in  Anspruch  genommen,  welche  ein  reelles  Bild 
geben  »oll,  und  zwar  nur  eine,  weil  es  gleichgiltig  ist,  ob  wir  den  leuchten- 
den Punkt  oder  sein  Bild  mit  der  optisch  dichteren  Masse  umgeben.  Die 
zweite  und  dritte  Linse  sind  Verkleinerungslinsen ,  bei  deren  einer  der 
Lichtpunkt  im  dichteren  Medium  liegt,  während  bei  der  andern  dieses  nicht 
stattfindet.  Als  vierte  und  fünfte  Linse  kommen  nun  Vergrösserungslinsen, 
je  nachdem  der  Lichtpunkt  wieder  im  Medium  liegt  oder  nicht.  Nun  aber 
dient  die  Grenzfläche  der  ersten  Vcrkleinernngslinfie  auch  als  Begrenznugs- 
fläche   der   zweiten  Vergrösserungslinse ,  und   die  Oberfläche  der  aweiten 


Verkleineningslinse   ist  dieselbe,   wie  die  der  ersten  Vergrösserongslinse» 
so  dass  die  fünf  Linsen  nur  drei  verdcliiedeae  Oberöäcben  erlieischen. 


PiscaBtion  der  erhaltenen  Gleiohnngen. 

7.  Mncben  wir  die  erste  der  Gleichung  wr  + «*  =  Ar  in  Bezug  auf 
ParallelcüürdiuatPn  rational,  so  erbnUen  wir  eine  Gleichung  vierten  Gra- 
des, welche  in  unserom  Pigcnlliümlichen  Doppelpolcoordiuatensystem,  das 
wir  beibelialten  ,  die  Form  hat 

{mr-\-n8  —  k)  {m r  —  ns  —  k)  {—mr-^-ns  —  Ä)  (—  ot r  —  w s  —  Ar)  ^ 0. 
Die  rational  gemachio  Gleichung  vou  VIII)  entljHlt  also  auch,  wie  schon  zu 
errnthen  war,  die  Gleichung  IX),  so  dass  wir  nur  eine  Gleichung  für  alle 
möglrcheti  Fälle  zu  erörtern  haben,  lia  forner  dieselben  Gleichungen  blei- 
ben ,  wenn  — k  statt  -\-k  substiluirt  wird,  so  haben  wir  diese  Constante  nur 
entweder  als  positiv  oder  negativ  anzusetzen.  Einen  zweiten  Oauptfall 
haben  wir,  wenn  /»=0  wird,  den  wir  später  betrachten  werden. 

Setzen  wir  ferner  m  beständig  gleich  1,  so  haben  wir,  weil  für  ein  po- 
sitives A-,  wie  wir  e«  annehmen  wollen,  die  Gleichnng  — r  —  ns— A'  niemals 
geotnctrische  Bedeutung  gewinnt,  nur  die  drei  Formeln  zu  betrachten: 

X)  r  -\-ns=-  k  ^     r  —  ns^^k^     tis  —  r:=  k. 

Sie   stellen   alle  Curven  dar,   auch  wenn  der  Brcchnngsexponent  «  immer 


grösser  als  J  genommen  wird. 


Denn  setzt  man  n  ^=  —  und  führt  nach  der 
n 

Mnltiplication  mit  u  statt  diu*  Grönse  nk  wieder  A  ein,  so  erhält  man  Gleich- 
ungen, welche  sich  von  den  früheren  nur  durch  die  Vertauschuiig  von  r  mit 
s  unterscheiden.  Man  beachte  aber  noch,  dass  bei  unserer  Annahme,  dass 
M^  1  sei,  die  Punkte  ,4  und  ß  ihre  Rollen  wechseln,  und  dass  von  A  aus 
auch  «ach  der  negativen  Richtung  der  x  die  Strahlen  sich  verbreiten  dür- 
fen. Die  Gestalt  der  Curveu  hängt  daher  von  A  und  der  Entfernung  e  der 
beiden  Punkte  J  und  B  alloiu  ab,  Sie  cliarakterisirl  sich ,  wie  leicht  einzu- 
sehen ist,  nach  der  Lage  der  Scheitel.  Da  nun  der  zwischen  A  und  B  lie- 
gende Scheitel  durch  die  Beziehung: 

der  ttber  B  hioausliegeDdo  durch 

r  —  s  =  e 
und  endlich  der  vor  A  liegendo  Scheitel  durch 

s  —  r^=  e 

bestimmt  wird,  so  orgiebt  die  Verbindung  einer  dieser  3  Gleichungen  mit  einer 
der  drei  Gleichungen  X)  augenblicklich,  ob  ein  Scheitel  reell  sei  oder  nicht. 
Denn  reell  ist  er  nur,  wenn  seine  beiden  Goordinateu  positiv  sind.  Die  all- 
geuicinGD  Formen  jener  Lösungen  sind  : 

nc  +  A 


,   A  4-c 
—  «  -f-  1 


'±,.  +  . 
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woraus  erhellt,  dass  die  Scbeitel  reell  oder  imagioär  werden,  je  nachdem 

eine  der  Bedingungen  k ^  e  mit  einer  der  drei  folgenden  ne^k  znsammeu- 

trifft.  Dieser  Combiuationen,  wovon  eine  jede  eine  bestimmte  Art  der  Cur- 
ven  specißlißirt,  und  zwei  der  Gleichungen  X)  mit  Ausschluss  der  dritten 
als  sülclie  bezeichnet,  denen  ein  geometriaches  Bild  entspricht »  sind  zwar 
ncuu,  werden  aber,  weil  n'^l  bleiben  muss,  auf  fünf  zurückgeführt. 

8.    Als  erste  CoDibiuation  beben  wir  hervor: 

durch  welclie  Bedingungen  «>1  bestimmt  wird.   Die  Gleichungen 

r-{-ns  =  ky     r-\-s=  e 
ergehen  als  CoonlinAtcn  des  zwischen  A  und  B  liegenden  Scheitels  0  die 
Grössen 

^0= =  AÖ   und  So=" —BO. 

Daher  wird,  indem  wir  diexe  Werthe  in  r-\-ns=:^k  eioäetzen,  die  Gleichung 
mit  der  Gleichung  VII ^,  wie  vorauszusehen  war,  identisch ^  and  kann  auf 
folgende  Form  gebracht  werden : 

r  —  AO 


—    "  =  n    oder 


s=  n. 


«„— *  BO—s 

(Fig.  2.)  Daraus  lese«  wir  folgenden  Satz:  Die  Oberfläche  der  in  0  be- 
ginnenden Linse,  weleho  in  feich  hei  B  die  von  A  kommenden  Strahlen  ver- 
einigt, wird  durch  die  Uurchscbnittskreise  zweier  mit  A  und  B  concentri- 
uuher  und  in  0  beim  AtifangKzustande  sich  berührender  imd  sich  so  ver- 
ünderntler  Kugel«  beschrielicu,  dat-s  die  um  £*  gelegte  ihren  Jiadius  n-mal 
60  Lingsam  verkürzt,  als  die  um  A  gelegte  Kugel  ihren  Hadins  ausdehnt. 
Man  erkennt  leicht,  dass  diese  Sphären  die  Lichtwellcn  selber  enthalten. 
Die  so  erhaltene  Oberfläche  ist  zur  Strahlenvereinigung  hranchbar  von  0 
an  zu  beiden  Seiten  der  Axe  AlV  bis  za  den  Punkten,  worin  die  von  AD 
nus  gezogene  Taugente  die  Oberfläche  berührt.  Indem  die  Geometrie  aber 
von  deuj  aus  dem  vorliegenden  Mittel  entstehenden  Hindernisse  vollständig 
absieht,  giebt  sie  uns  noch  einen  zweiten  unbrauchbaren  Curventheil  DU, 
Wir  finden  den  zweiten  Scheitel  U  aus  den  Gleichungen 

r  4"  w  jf  =  /f  und  r  —  y  =  e. 
Es  kommt: 


k-\-ne 


==AU, 


s^^^^^BÜ. 


n  -H  1         '"  '      '        «  -I-  l 

Sehr  leicht  findet  man  auch  aus  jener  Eigenschaft  der  Curven  eine  geo- 
nietriHche  Conslructiou  der  Tangente  und  Normale,  Um  es  nur  anzudeuten: 
Ist  I'  ein  beliebiger  Punkt,  PQ  da&  8tück,  um  welches  der  Kadius  r  zu- 
genommen hat,  PS  aber  das,  um  welches  s  abgenommen  bat,  so  geht  die 
in  /*Taugirende  durch  den  Mitfclpntikt  des  die  Punkte  PB S  aufnehmenden 
Kreises,  während  die  Normale  PM  denselben  Kreis  berührt.  Letztere  theilt 


Ueber  Linsen  etc. 


den  Winkel  APß  in  zwei  solche  Theile  APM  und  MPß,  deren  Sinus  sich 
wie  «:1  zu  einander  verhalten.  Hieraut»  folgt  nach  einer  kleinen  Rechnung, 
dass  die  Lunge  der  durch  A  geilenden  Tangente ,  von  A  bis  zum  Berüh- 
rungspunkte D  gemessen, 


f 


n^t^^k^ 


i«t,  und  dass  der  Sinus  des  Winkels  DBA,  den  der  üusserste  noch  nach  B 
kommende  Strahl  BD  mit  dem  unabgelenkten  Axenstrahl  AB  den  Werth 

ne 

hat. 


sin  {DBA) 


Lassen  wir  nuti  umgekehrt  den  Kadius  des  mit  A  concentrischen  Krei- 
ses  n-mal  so  schnell  verkürzen,  als  der  um  ß  gezeichnete  Kreis  sich  ans- 
dehnt,  so  erhalten  wir  die  Gleichnng  der  Curve 

H  s  —  r  ==  A' , 
welche  die  eben  behandelte 

HS-}-  r  =  k 
zur  rationalen  Gleichung  vierten  Grades  completirt;  denn  die  Gleichungen 

US  —  r=^k  und  *  -j-  r  =  e 
ergeben  als  Coordiuaten  eines  neneu  reellen  Scheitels  V: 
k-\-  c       „  „        ,  ne  —  k 


s.  =  —T~  =  B  V  und  r,  — 


^AV, 


welche  Werthe  beide  positiv  sind.  Führen  wir  diese  Werthe  ein,  so  kommt 
als  Gleichung  der  Curve: 

r-AV 

oder,  um  die  Natur  des  Curvenzweiges  besser  hervortreten  zu  lassen: 

AV  —  r 

BV—s 

Dieser  Zweig  umgiebt  unsere  erste  Curve;  aber  sein  vorderer,  dem  leuch- 
tenden Punkte  A  zugewandter  Theil  ergiebt  uns  keine  Lösung  der  Aufgabe. 
Der  andere  Theil  ist  jedoch  für  zwei  Linsen  anwendbar.  \>et  zweite  Schei- 
tel hnt  nauiiicb  die  aus  den  Gleichungen 

ns  —  r=^k  und  r  —  s^r 
berechneten  Coordinaten 


r  ss- 


ne-^k 


^AW, 


.  =ü4=ß,K. 


II  — l        "     '       "        »i— 1 

durch    deren  Einführung   in  ns  —  r  =i  k  diese  die  mit  der  Gleichnng  IX) 
übereinstimmende  Form  erhält: 

AfV  —  r 

n{s-BW)^r-JW  oder   -^^—^=.„, 

^der  auch,  wenn  wir  die  Länge  AT  der  durch  A  gehenden  und  die  Curve  in 
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T  berührenden  Linie  und  den  diesem  Kadiu8  coordioirteD  zweiten  Radius 
B  T  substitniren ,  die  Form 

r  —  AT 

Dehnt  sich  daher  eine  mit  A  concentriseho  Kugel  vom  Radius  AT  n-m«l  so 
schnell  aus,  als  eine  zweite  um  B  als  Centrnm  gelegene  Kugel  vom  Radius 
BT  ebeufalls  nu-sdehut,  so  beschreiben  die  Kugeln  durch  ihre  Durch- 
scbnittükreise  eine  OberflSche,  welche  gefüllt  von  einem  Medium  mit  dem 
Brochungsexpouenten  n  eine  Vorgrösserungglinse  für  den  im  Mittel  liegen- 
den Punkt  B  ist,  uud  dem  Auge  vor  W  denaelben  in  A  erscheinen  läs&t,' 
und  welche,  von  demselben  brechenden  Mittel  umgeben,  als  Verkleinerungs- 
linse dient j  indem  die  aus  A  kommenden  Strahlen  so  abgelenkt  werden, 
dass  die  Verlängerungen  der  gebrocliouen  Strahlen  den  Punkt  B  in  sich 
aufnehmen.  Eine  kleine  Rechnung  ergiebt  die  Länge  von  AT  nU 
•  AM  — A:*" 

das  itit  dieselbe  Grosse,  die  wir  für  AD  fanden,   und  das  coordiuirte  BD 
ist  gleich 

9.  Von  den  Bedingungsgleichungen  ne'^k^e  kann  man  nun  in  dop- 
pelter Weise  zu  den  Grouzfällen  übergehen,  indem  man  einmal  ne=k  und 
dann  k-=^c  werden  la^st.  Ein  dritter  denkbarer  Fall  wäre,  wenn  xugleich 
ne=k  und  Ars=e  würde.  Da  aber  diese  Combination  der  Bedingnng»<glpich- 
ungen  verlangt,  da.ss  n=^i  sei,  so  kann  hierbei  von  einer  Ablenkung  der 
Strahlen  nicht  die  Rede  sein. 

Es  sei  nun  zunächst  Är=£',  während  ne  noch  >/i  bleibt.    Wir  haben 

die  Formen 

n Ä -j-  r  =  Ä^  :==  e  und  us  —  r  —  k  =  €  , 
deren  geometrisches  Bild   wir  also  aus  dem  Vorhergehenden  ableiten.    Für 
die  Scheitel  0  und  U  galten  hei  der  früheren  Curve.die  Beziehungen 


^0  = 


ne  —  k 


und    AU=^ 


ne-irk 


Wächs.t  nun  entweder  e  oder  nimmt  /•:  ab,  so  rücken  offenbar  die  Scheitel  O 
tind  ü  nüher  nach  D  hin  und  fallen  endlich,  wenn  k=-c  wird,  ganz  mit  dem 
Punkte  B  zusammen,  so  dass  von  dem  ganzen  inneren  Oval  nur  der  reelle 
Punkt  B  übrig  bleibt.  Die  Complemenlcurve  ns — r=(?  aber  behält  ihre 
dioptrische  Natur  und  dient,  wie  die  frühere,  als  Vergrösserungs-  und  Ver- 
kleincrnngslinse,  uud  unterscheidet  sich  von  jener  nur  dadurch,  dass  ihre 
Gestalt  von  zwei  Coustanten  n  und  k  oder  e  allein  abhängig  ist. 

Bei  dem  zweiten  Grenzfalle,  wo  tic^k  wird,  während  A>('  bleibt, 
falten  die  »Scheite!  der  verschiedenen  Ovale,  nHmlich  0  und  F,  in  einander 
zusammen ,  weil 
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A0  = 


ne  —  k 


und    A  V  r= 


ne  —  k 


n  —  \  "  H  + 1  ' 

beide  gleich  0  werden.  Die  Curve  bildet  also  in  dem  Punkte  J  eine 
Schlinge,  welche  die.  beiden  früher  von  einander  g^eschiedenen  Ovale  zu 
einem  Curvenzuge  vereinigt.  Der  innere  Theil  ist  als  Grenzfläche  einer 
Linse  unbrauchbar,  weil  die  von  A  aus  an  die  Curve  gezogene  Tangente 
zur  LHngo  die  Null  hat;  das  ist  in  A  selbst  berührt.  Der  äussere  Curven- 
zwcig  aber  gewinnt  an  Brauchbarkeit  über  die  ganze  Augdebnung  hin  bis 
zu  dem  Punkte  A  dur  bchlingo. 

tO.    Die  vierte  Comhinatiuu  der  Bedingungsgleichungon  ist: 

nc<k>e. 
Hierdurch  wird  da»  n  nicht  bestimmt,  da  es  infolge  der  Ungleichheiten  noch 

J  1  sein  kann.    Don  mittleren  Fall  scblicssen  wir  aus.    Die  beiden  übrigen 

Fälle  aber  gfbeu  ein  und  dieselbe  Cnrvc.    Denn  setzt  man,  wofern  w^Iist, 

;(=:-,  so  gehen  jene  Bedingungen  m  folgende  über: 
m 

e  <^  m  A-  >  m  ?, 
welche  Bessiehungen  dieselbe  Curve  erheischen,  welche  von  den  obigen  Be 
dinguugen  verlaugt  wird.    Nehmen  wir  daher  w>l  an.    Die  Curve 

US  -\-  r  =  k 
hat  zwischen  A  und  D  keinen  Scheitel  mehr,  weil  diese  Gleichung  mit 

zUHntninengenommen  kein  positives  r  als  Coordinate  des  Scheitels  mehr  lie- 
fert. Die  Scheitel  liegen  daher  aus^-erhalb  A  und  B  und  haben  die  Coordi- 
naten : 

k  —  tic         ,    ^^      k4-e 
J0  =  — —    und    B0=     ;  . 


für  den  Scheitel  0,  für  U  aber 


/»  +  ! 


und    B0  = 


k^e 


■«  +  1' 

wie  sich  leicht  ergiebt.  Die  ganze  innere  Curve  ist  daher  unbrauchbar 
für  eine  Linse,  wie  die  herzustellenden  Gleichungen  sowohl,  al»  die  Figur 
lehrt.    Dafür  wird  aber  die  äussere  Curve ,  deren  Gleichung 

US  —  r^Ä: 
ist,  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  anwendbar.   Mit  Hilfe  der  Gleichung 

r  —  s  =  c 
erhält  die  Curve  die  Form: 


/e+A\      ne-\-k 

tis  —  r  ^=^ti  I  I —  , 

Vn-1/        «-!' 


e  +  k 


nc-\-k 


wo  '  und '  die  Coordinaten  ßfV  und  A^F  des  Scheitels  If  »ind, 

n—ln—i 

mit  Uilfe  der  Gleichung  s  —  r=e  aber  die  Form: 
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(k — e\      k  -^ne 
\n  —  \/       n  —  \ 


und 


«  — 1 

Wir  haben  dftlier  sowobl: 
AW-r 


—    die  Coordinateo  B  V  und  A  V  des  Scheitels   V  sind, 
«—  1 


als  aücu  — — ~„  ^  n. 
8—BV 


L 


BW^8 

Füllen  wir  daher  die  durch  Kotation  dieser  Curvc  um  AB  entstehende 
Fläche  mit  einem  Medium  vom  Bn'chnngsexponenteu  /i,  so  haben  wir,  wie 
aus  de«  letzteren  Gleichungen  orJtoUt,  nach  dem  früher  Gesagten  eine' 
Linse,  welche  dem  Augo  ausserhalb  derselben  überall  den  leuchtenden 
Punkt  ^  in  w^  erscheinen  lH^st.  Ist  das  Auge  vor  W't  so  haben  wir  zum  vier- 
ten Male  ein  Mtkr<tskop,  welches  den  Lichf|mnkt  iü  sich  einschltesst  und 
dem  Auge  seine  convexe  Fläche  zukehrt.  Schaut  das  Auge  von  C  aus ,  so 
erblickt  es  den  Punkt  B  nach  A  hin  seitlich  verschoben.  Liegt  das  Auge 
endlich  vor  l\  so  sieht  es  den  Gegenstand  verkleinert,  und  wir  haben  hier 
die  erste  und,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  die  einzige  Verkleinerungslinse» 
die  den  Lichtpunkt  in  sich  enthält  und  ihre  concave  Seite  dem  Auge  zu- 
wendet. Umgeben  wir  aber  die  Überfläche  mit  dpm  Brechungsmittel,  so 
werden  durch  dieses  die  aus  .J  kommenden  Lichtstrahlen  so  abgelenkt,  als 
wenn  sie  au8  Zukämen,  und  wir  hnüen  hei  /feine  Verkleinerungslinse,  die 
vierte  dieser  Art,  und  bei  V  die  erste  und  einzige  Vergrösserungsünse,  die 
den  leuchtenden  Punkt  von  sich  ausachliesst  und  ihm  ihre  convexe  Seite 
zukehrt,  während  endlich  für  das  Auge  im  Mittel  über  C  der  Punkt  A  seit- 
lich nach  B  verschoben  crsclieint. 

IL  Hiermit  haben  wir  alle  fünf  Linsen  und  die  drei  verschiedenen 
BegrenzungsSfichen,  welche  die  Gleichungen  VIII)  und  IX)  nach  Nr.  6  lie- 
fern muösten.  Da  wir  aber  erst  die  Fälle  für  A>e  untersucht  haben,  so 
erübrigt  noch,  k<Cc  zu  setzen.  Hiermit  ist  zugleich /f<«ff  gegeben ,  so 
dass  die  letzte  Combiuittion  der  Bedingungi^gleichungeo 

ist. 

Da  die  Gleichung 

/<  s  -j-  r  =s  ft 
mit  keiner  der  drei  Gleichungen 

r4-*==c,  r  —  *  =  e,  s  —  r  =  r 
einander  zugeordnete  Scheitelcoordinateu  ergiebt,  die  beide  zugleich  posi- 
tiv wären,  so  hat  diese  Gleichung  gar  kein  gcometribches  Gebilde,  und  es 
tritt  hier  statt  ihrer  zum  ersten  Male  die  dritte  der  Gleichungen  X)  ein, 
nämlich  r  —  ns=k ^  um  mit  der  Form  nX'—r=k  den  ganzen  geometrischen 
Ort  der  rationalen  Gleichung  vierten  Grades  darzusicllen.  Beide  Curven 
haben  für  r-\-s=c  positive  Scheiteleoordinaten,  und  ihre  Gleichungen,  auf 
diese  bezogen,  sind 


324  lieber  Linsen  etc.    Von  W.  Grappwbg. 

ne—k 


ns-r  =  n(^±^^. 


nnd 

nc  +  Är         e  —  k 
r  —  «5  = -^-py  —  n -q-j^, 

woraus  man  ersieht,  dass  diese  zwischen  A  nnd  B  liegenden  Seheitel  keine 
Lösnngen  anderer  Aufgabe  bieten.  Ferner  haben  beide  Curven  über  B 
hinaus  ihren  zweiten  Scheitel,  für  den  r — s^e  ist.  Bezieht  man  auf  diese 
die  Gleichungen,  so  kommen : 

...  +* 

nnd 


_  -.  /g  +  ^Y  >«g  +  ^ 


ne  —  k        /e  —  k\ 
n  —  l  \n  —  1/  ' 


welche  uns  lehren,  dass  wir  hier  zum  fünften  und  sechsten  Male  jene  frühe- 
ren Vergrössernngs -  und  Verkleinerungslinsen  erhalten,  je  nachdem  sie 
mit  dem  dioptriscben  Mittel  gefüllt  oder  davon  umgeben  werden. 

12.  Jetzt  erübrigt  nur  noch,  den  zweiten  Hauptfall,  den  wir  in  Nr.  7 
erkannten  wo  k  verschwindet,  zu  betrachten.  Die  beiden  letzteren  Gleich- 
ungen X)  fallen  in  eine  und  dieselbe,  in 

zusammen,  während  ns-^r^O  keine  Bedeutung  gewinnt.  Jene  Gleich- 
ung stellt  aber  einen  Kreis  dar,  auf  die  zwei  einander  zugeordneten  Pole^^ 
und  B  bezogen,  und  so  gelangen  wir  zu  dem  bekannten  Satze,  dass  auch 
Kugeln  als  Grenzflächen  für  Vergrössernngs-  und  Verkleinerungslinsen 
dienen. 


xm. 

üeber  die   Darstellimg   der  einförmigen  symmetriBchen 
Tunctionen  der  Simultanwnrzeln  zweier  algebraischer 

Qieichungen. 

Von 

Dr.  E.  Hess, 

PriTatdocent  au  der  UniTcrsiltlt  Marburg. 


2) 


Die  sogenannten  einförmigen  symmetrischen  Functionen  der  Simultan- 
wurzeln zweiPT  Algebraischer  (ileieliungen  mit  zwei  Unbekannten,  d.  h,  die- 
jenigen ganzen  homogenen  Hyinmetrischen  Functionen  solcher  Wurzeln, 
welche  die  Form  haben: 

wo  p  und  f/  ganze  Zablen  ,  ar, ,  y, ;  a:,,  ^,; , . ,  x^,  i/„  das  System  der  w  Si- 
multanwnrzeln der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

bedeuten,  lassen  sich  in  sehr  übersichtlicher  Weise  als  Summen  von  Pro- 
ducten  gewisser  Determinanten,  deren  Elemente  aua  den  Coefficienten  der 
beiden  gegebenen  Gleichungen  gebildet  sind,  oder  anch  recurrirend  als 
Summen  von  Froducten  solcher  Determinanten  in  gleiche  symmetrische 
Functionen  niederer  Ordnung  dar&tellen.  Die  Herleitung  einiger  solcher 
Relationen  ,  welche  auch  zur  praktischen  Berechnung  jener  Functionen  ge- 
eignet sind,  soll  im  Folgenden  zunächst  für  einige  specielle  Fälle  und 
schliesslich  für  den  allgemeinsten  sich  hier  darbietenden  Fall  ausgeführt 
werden. 

Man  erhalt-  die  gesuchte  symmetrische  Function  1)  bekanntlich  als 
Glied  einer  E)ntwickolung  nach  der  von  Poisson  zuerst  angegebenen  Me- 
thode* auf  folgende  Weise: 

Sind  die  beiden  algebraischen  Gleichungen  2)  gegeben,  so  setse  man: 


•   Vergl.   Serret,   flandbaüh  der  höheren  Algebra.     Deutsch  von  Wertlieim. 
Bd.  I »  S.  472  flgg. 


I 
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3)  i=:x-\-ay  oder  x:=t  —  ay ^ 

wo  t  eine  neue  Veränderliche,  a  eine  unbestimmte  Constante  bedeutet. 
Hierdurch  erhält  man: 

ans  welchen  Gleichungen  durch  Elimination  von  y  eine  Endgleichung  in  /: 

4)  Z(',«)  =  0 
erhalten  wird ,  deren  Wurzeln  sind : 

ar, +  oty,,  a:,  + ay,  ...  ir,.  +  ofy». 
Um  nnn  die  symmetrische  Function  Zxf^  zw  finden,  suche  man  die 
Summe  der  p  +  9*'°I*otenzen  von  /,  welche  nach  bekannten  Regeln  rational 
durch  die  Coefficienten  der  Endgleichung  4) ,  in  welcher  ausser  den  Coeffi- 
cienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  noch  die  unbestimmte  Grösse  er 
vorkommt,  ausgedrückt  wird,  so  erhält  man: 

Hieraus  ergiebt  sich   durch  Vergleichung  der  Coefficienten    gleicher 
Potenzen  von  a: 

Man  bekommt  also  für  die  gesuchte  symmetrische  Function  den  Werth : 

wenn  M^  der  Coefficient  des  o«  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  ist. 
Die  Endgleichung  4)  in  t,  deren  Grad  tv  im  Allgemeinen  m.n  ist,  wenn 
m  nnd  n  die  Grade  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind ,  wird  die  Form 
haben: 


worin : 


8) 


5/  =  ^i,o+«^i.i  +  «*^o,t  =  ^ar,a:,+o^«,y,+  a«^y,y, 


Von  Dt.  E.  Hess. 


In  diesen  Ausdrücken  sind  die  Grössen 

"die  Coefficieuten  (ler  Endgleicliang  in  ,r  der  Gleiclmngen  2) ,  nod  ebenfio 

dio  Coefficienten  der  Endgleichnng  in  //,  wenn  in  dioBen  hnlden  Gleich- 
nngen  durch  den  noefficientt'n  von  x^  und  //'"t  welcher  gleich 'ijtg  ist,  divi{lirt 
worden  ist.  Die  Bedeutung  der  übrigen  GrösHen  .^fr-«,*,  ^"^J  welchen  beide 
Indices  von  Null  verschieden  sind«  ist  ebenfalls  leicht  zu  erkennen.  So  ist 
z.B.: 


■^«»1 


.  V. 


^  ^  ir,  yt  =  ar,  y,  +  x,y^  -)_...  +  .r,  y,,  +  ar,y,  +  . . .  -f  r«,_  ,y^ 

+  y«^j  +  i/i  -^3  +  •  ♦  •  +  yi  ^w  H-  !/,^,  +  . ..  +  »/«.- i-r«., 
d.h.   dto  Suninio    aller  solcher  Combinationen    der  Sitnultaiiworzeln  zu  je 
zweien,    bei   welchen  die  Indices   des  ;r  und  y  verschieden    sind.     All- 
gemein i.«it: 

rl.  h.  gleich  der  Summe  aller  möglichen  Producte,  bei  welchen  r — *  Wur- 
zeln X  in  s  Wurzeln  y  niultipllcirt  sind  und  hei  welchen  die  Indices  sHmmt- 
licher  Factoren  von  einander  verschieden  sind. 

Die  Grössen  Ar-t.a  deren  Bezeichnung  durch  Indices  sich  hiernach 
rechtfertigt,  sind  nun  auf  bekannte  Weise  aus  den  Coefficienten  der  beiden 
egebenen  Gleichnngen  zusammengesetzt;  diejenigen,  deren  einer  Index 
Jnll  ist,  sind  die  Coefficienten  einer  der  beiden  Endgleicliungeuj  die  ande- 
ren sind  nach  einem  ähnlichen  Bildlingsgesetze,  wie  die  ersteren,  ans  den 
Coefticienten  der  beiden  Gleichungen  zusammengesetzt.  Auf  die  Art  der 
Abhängigkeit  der  Grössen  Ar— tu  v^n  den  gegebenen  Coefficienten  soll  jetzt 
nicht  näher  eingegangen,  sondern  dieselben  als  bekannte  Functionen  jener 
Coefficienten  angesehen  werden.* 

Die  gesuchte  symmetrische  Function 

^xf>yi 

ist,  wie  oben  gezeigt  wnrde,  der  durch  (  )  dividirte  Coefficient  des  «» 

in  der  Entwickelung  dos  Ausdruckes 

welcher  sieh   bekanntlich  als  folgende  Determinante  der  Coefficienten 
Endgleichung  7)  in  t  darstellen  lässt : 


I 


•  Vergl.  „Sitanngsbertchte  der  Oesellschaft  »ur  Beförderung  der  gesamiaten 
Nntnrwisscnachaften  zu  Marburg",  Nr.  5 ,  .Itt)i  1S69,  *n  welcher  Stelle  der  Zaaam» 
menhang  dei"  ürÖBsen  A^_^^  ^  mit  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen 
mir  genauer  betrachtet  und  Ubersicbtlich  darzustellen  versucht  worden  ist. 


.'i*2S      r.fihcr  iWc.  Darstollu 


»0 


:^---  (-;,r 


Ich   will 

outsproch.': 
mv  AutVto" 


Jen  l\»t': 

Fi;. 


V 


Setzt  man  hierin  für 
ihre  Werthe  aus  8)  ein ,  so  erhält  man 


("r)2'-v'. 


^enn  man  <len  Coefficifiiten  vod  «'  aus  der  Entwickelaog  dieaor  Determi 
aante  beatimmt.    Die  Determinaute  9)  erhält  tlanti  folgende  Gestalt: 


.-J,o+a^H-»-'».i  +  -+^'"^"'^^o.|H-7-3  •*•  ^i.o+ttAi 


-2,0  +  «  ^fi-H-^'  1  +  •"  +  ß''^"^  '^f),  j.4^-2    "  An^a  +  ct  --/i,  t  +  ß*  A  2  ^i.o  +  «  A I 


welcher     sich     direct     aus      der    Endgloichuug     in     x     ergeben     haben 
würde. 

Der  Ooefficient  des  a'  iKsst  sieb  auf  folgende  Weise  aus  der  Determi- 
nante 10)  erhalten: 


...+ 


I  -^ü.  i     1       0 
•^»,1  «^2,0  "^i,« 

Ai  1 

-^2,1  ^2,0 


^/^il-'J.  )  '^/'-{-7-*i,0-^/^+^^— 3,  n  •••  -^J.W 


ZaUtrhnft  f.  xMaUienittik  ii.  J'üyiik,  XV,  i. 
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^OA 

1 

0 

'••» 

tO 

2A,i 

-^1.0 

1 

... 

0 

3^1 

-^2,0 

A,o 

•  •• 

0 

•  •  •  +  Sf+q-2, 1  •  -^1,0  +  ^|»-H-l,l  I  » 

we  nn  znr  Abkürzung  gesetzt  wird : 


JV) 


13) 


^1     1        0 

... 

0 

•^11 1  -^vo      1 
-«S'l  ^vo  ^vo 

... 

0 
0 

ssfjtij  und 


-^ou    ^ 


kAi^^  Aic^Q  A/c^iiQ  ...  ^|tQ 


=^s»... 


Der  in  12)  in  der  Pai^nthese  stehende  Ausdruck  kann  aber  in  eine 
Determinante  zusammepgelasst  werden,  welche  den  Factor  (p+9)  erhält. 
Denn  wenn  man  sämmtliche  Determinanten  Sku  nach  den  Elementen  der 
ersten  Colonne  zerlegt  und  die  leicht  zu  beweisende  Relation  bertlck- 
Biclitigi: 


1^       ^'.0  +  ^i-i»o *i»o  +  ^i-iio  •  *a«o  +  •  ••  +  ^r  0  •  *»-ito  =  *  •  't,o > 


wo 


«<,o' 


'110 


1        ...      0 


'^»o'^vo     •••     ^ 


■^1,0  ■"'-♦'ti 0  •  •  •  ^V  0  i 

80  erhält  man : 

^0*  1  i^P+fU  0  "f  5*H-f-2»  0  •  *i'  0  +  ^l'-H-S»  0  *«'  0  +  •  •  • 


Addirt  man  diese  Ausdrucke  zu  den  entsprechenden,  welche  durch 
Zerlegung  der  Determinante  Sp^f^u^  nach  den  Elementen  der  ersten 


w 
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W-wO«W%«'b>W*>WW^«*^V«MA^'«MA^WWW^^%(%i 


L 


Colonne  erhalten  worden,  so  resiiltirt  eino  Determinante  *p-f<r— j.u  in  wel- 
cher alle  Elemente  der  ersten  Colonne  den  Factor  (p+q)  hahen.        j 

Man  erhält  daher 

iP+9)  2  ^  +  '-^  y  =  (-)'  +  «  ifi  +  7)  .  ip^r^Ul  ^  \ 


'oder 


=(-)'+' 


1 


0 
1 

^11 0 


0 
0 
0 


Ap^q^tJ  -^p  +  9— 1,0  <^|»+j-2,0.«' '^i»c 


I- 

■    15) 

^V  Die     einförmigen    symmetrischen    Functionen    der    Simultanwurzeln 

^H  aweiflr  algebraischer  Gleichungf^n ,  bei  welchen  der  Exponent  der  einen 
^B  Wunsel  gleich  1  ist,  lassen  sich  hiernach  immer  durch  eine  Determinante 
^^  darstellen,  ao  dass 

^  icfcy  =  (—)*+!  yjtj    nnd  ebenso    ^  a:y'  ^  (—Y'^^  ft.l» 

Es  kommt  diesen  symmetrischen  Functionen  eine  besondere  Wichtig- 
keit in  der  Theorie  der  nlgebraischen  Gleichungen  mit  mehreren  Unhekann- 
ton  zu,  indem  dieselben  z.  B.  mit  den  Summen  der  gleichen  Potenzen  der 
einien  Unbekannten  die  Elemente  derjenigen  Determinanten  bilden,  welche, 
Ähnlich  wie  die  Glieder  einer  Stürmischen  Reihe  für  cnne  Gleichung  mit 
T.jner  ünbekaniitön,  znr  Erkenntniss  der  Anzahl  reeller  Simullanlösungen 
dienen  können,  welche  in  einem  gewissen  Gebiete  Hegen.  Die  Ausdrücke, 
welche  eine  solche  Rcüte  bilden,  sind  zuerst  von  Hermite  angegeben,  und 
in  ihnen  sind  diese  symmetrischen  Functionen  durch  T  mit  entsprechenden 
Indices  beaeichnet.* 

Der  Coefficient  des  a*  in  der  Entwickelnng  der  Determinante  10),  wel- 
cher die  Function 


("tO^'-'-^'-v 


liefert,  wird  durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren,  wie  das  oben  angewandte, 
zunächst  in  folgender  Form  erhalten : 


•  Vergl.  Briojchi  in  dieser  Zeituchrilt,  Bd.  II  8.  2po. 


«jV* 
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(T)-^»'^'-'^' 


16) 


WO 


j  +  ^211  (/>  +  «'  — 3)  *F  +  f-«.l  +-I 

=(_)P+g;  ^    ...+*p+5-3,l.2*i,i+«F+f-»,l-*<r.ii 


*i,2  =  — 


«0»« 
4^^ 


1 


210 


0 

1 


0  0 
0  0 
0       0 


^i—1,  2  -^1- 1, 0  -^1— 2,  0  •  •  .  -^i»o       * 
^t,2         A,0         ^1-1,0  •••  ><2»0  '^l'O 


nnd 


2-^0'« 

1 

0 

...     0 

0 

8^1,2 

■^l'O 

J 

...     0 

0 

4-<^2»« 

^2'0 

^vo 

... 

• 

5p  +  ,-2,2=  — 


(P  +  y— 0^F+J-S,2  ^p  +  y-3,0  ^p  +  ,_4,o  ...  ^Lo     1 
(P+fi')^p+«-2,2  ^p+,-2,0  ^p  +  ,-3,0  ...  i^2'0^1i0 

Von  den  in  16)  in  der  Parenthese  stehenden  Gliedern  lassen  sich  za- 
nftchst  die  beiden  letzten  Glieder  der  beiden  Reihen  zu  einer  Determinante 
znsammenfassen,  so  dass 

Sd+9-2,1  •  *o,i  +  ^p+j-2,2  =  Sp  +  ,_2,2 


'0»1 


2A, 


ZA 


'0'2 

na 


'OM 


0 

0 

...     0 

0 

1 

0 

...     0 

0 

M»0 

1 

...     0 

0 

(P  +  9  — 0^P  +  9-«»2^F+f-3,l^p  +  ,-3,0^p  +  ,-4,0...  ^1,0    * 
(P  +  y)^P  +  »-2,2  i4p  +  ,-2,l  ^p  +  ?-2,0  ^,,  +  ,-3,0  . . .  ^2'0  ^IM 

Diese  Determinante  liefert  alsdann  mit  den  übrigen  Gliedern  der  zweiten 
nnd  dem  ersten  Gliede  der  ersten  Reihe  in  16)  zuEtammengenommen ,  wie 
durch  Zerlegen  der  Determinanten  $',-,2  nach  den  Elementen  der  ersten  Co- 
lonne  sofort  zu  erkennen  ist ,  wieder  analog ,  wie  oben : 
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(p  +  ^).5^^.j_2,2 

^Ü'l 

1 

0                 0 

...    0 

0 

^o*i 

-^o»i 

L                 0 

...    0 

0 

'^V-i 

"^1»1 

A^o               1 

...    0 

0 

(laös  öchliesslicb,  weou  uuch  von  den  übrigen  Gliedern  der  ersten  Reihe 
'in    I(J)  je    zwei,  welche   gleicbweit  von    der   Mitte   abstehen,    zusammen- 
gefasst  werden,  aich  ©rgiobt: 


Nacb  dieser  Fornit'l  ibt  z.  B. : 

^^  Jc  y  =  (— j   ^^  j  *7,3  -)-  *,j,  (  •  *iu  +  *5t  1  *2»  t  "4"  **'  I  •  *3U  5 

lud 

2>tV  =  (-r  ^^  j  V«  +  *7U  *1U +*6.1 '211 +*6M  *3n  + -f-*  j 

d  analog 

Man  sieht  hieraus,   dasB  die  einförroigen  symmetrischen  Functionen, 

bei  welchen  die  Exponenten  beider  Wurzeln  grösser  als  1  sind ,  nicht  mehr 
durch  eine  Determinante  dr*r  Coefficicnteu  v^r— i.m  wobl  aber  als  eine  Summe 
von  Producten  solcher  Determinanten  6',,  j  dargestellt  werden  können. 

^^^^  Um  nun  die  allgemeine  Formel  für 

^Bierleiten  zu  können,  «ollen  zuvor  noch,  entsprechend  den  oben  angewen- 
^^Beten  Abkürzungen,  folgende  aymbolisclie  Bezeichnungen  eingeführt  wer* 
den: 


334      lieber  die  Darstellang  der  einförm,  symmeir.  Functioneii  etc. 


18)  V<,= 


Ji 


0,1  * 

^0,3         ^0,2 


0 

1 

^0,1 


.^  0 
...  0 
...      0 


0 
0 
0 


^0,q       ^0,^—1       ^0,y-2         "^0, 
^2,q       -^2,^—1       ^2,y— 2        —^2 


^1.0 


^.j 


2,0 


0       .»    0      0 
&       ...    0     0 

d     ...  0    0 


0      ...   0    0 

"'l       ...    0     0 

AtQ     ...    0     0 


"^p-hg  ^p-  U-l  ^p— l,y-2!- ^p— 1,1  ^p— 1,0  -<p— 2.0 - ^l,f    1 


"•p.« 


^P,?-l      ^P,?-2       —  ^p,l        ^p,0       ^p-1 


5.0 -^IJ    * 
l,0-'^2|)^J,( 

Darob  5.^^  werde  eine^ganz  analog  gebildete  beterminante  b4seich- 
net ,  in  welcher  nar  die  Elemente  der  ersten  Colonne  mit  den  entsprechen- 
den Factoren  .y.i.y. 

1,2,3...  <?,9+l,  9+2...  p+<7  —  l,p+jr 
mnltiplicir^  sind. 


y^ 


Femer  sei : 


^'i,..  =  (-)^-* 


'P,? 


l»a) 


^l,q 


1 

^1,0 


A, 


2,0 


0 

1 

^1,0 


0  0 
0  0 
0      0    L 


^p-».f  ^P--l»0-^p-2.0'''l.*    ^ 

'h.q      ^P.o      ^p-i,0'--^2,d'^ijj 

^=0 


:     I 


and  ebenso: 


.  .1" 
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19Ö) 


k...-H'-^ 


0  0 
0  0 
0       0 


/«l. 


Alsdanu  Ist 


A  =  a-l 


tt  jtuui» 


V(?  = 


*'o,i*VV-*+Vv 


^P'9^     ^     ^\l'^p,q-l-^^'p,q^ 


1  =  1 

Durch  Zerlegen  der  Determinimton  s  ^  und  S-     nach  dem  Laplace- 
scheu  DeterniiDaiiteiisatze  leitet  man  ferner  leicht  folgende  Kelationen  her: 

»1=^-1  l=iq 

..... 


81) 


^/'.?-'^'p.9  + 


\q—X'^p,X^ 


i^l 


wobei  in  Formel  20) ,  wie  attch  in  19) 

*0,0  ^  1 
angenommen  ist. 

^^        Ausserdem  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  bereits  oben  gebrauch- 
ten Formei  U)  leicht  folgende: 

**)  ^W/+    2^    Sp-i,0'^'uq  =  {P'tQ)Sp,q, 

sowie  die  Formel  14)  die  ganz  analoge: 

( 


lefert. 


k. 
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Endlich  soll  noch  zur  Abkürzang : 

23)  (-)"+' (^^^)^^y'  =  yp,, 


gesetzt  werden,  so  dass  sich  ans  Tp^^  sofort  die  symmetrische  Function 
ergiebt,  wenn  erstere  durch 


^^-cpyi 


dividirt  wird. 

Wenn  man  nun  die  Determinante  10),  von  der  letzten  Colonne  an- 
fangend, in  Summen  von  Determinanten,  diese  einzeln  wieder  nach  dem 
Laplace' sehen  Determinantensatze  zerlegt,  so  erhält  mau  für  den  Coeffi- 
cienten  des  «'  folgenden  Ausdruck: 

24)  Tf^q  =  V  ^  r,,_,,  ,_j  .  Sij, 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  für  die  beiden  gleichzeitigen  Grenzwerthe  i=/>, 
j=q  der  Summand  Tq^q  .  /p,,  den  Werth  S'p^,  erhftlt. 

Fasst  man  sämmtliche  Summanden,  die  dem  Werthe  i=p  entsprechen, 
zusammen,  so  erhält  man,  gemäss  der  Formel  21): 

Durch  Absonderung  der  den  Werthen  i=0  und  j=q  entsprechenden 
Summen  nimmt  der  Ausdruck  folgende  Gestalt  an : 

Wenn  man  nun  hierin  snccessive  für 

^p,»-i,  ^p,9-2  •••  ^p,i 
die  Werthe  einsetzt,  wie  sie  sich  ans  dieser  allgemeinen  Recursionsformel 
ergeben ,  so  gelangt  man ,  indem  man  fortwährend  die  Relation  20)  berück- 
sichtigt,  zu  folgender  Formel,  in  welcher  statt  der  Grössen  Stj  jetzt  die 
Grössen  Si^j  und  ebenso  statt  der  Tp^q—j  die  Sp^q.j  vorkommen: 

oder 
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Üie  beiden  ersten  Summen  lassen  sich  nun  entllicU  tiocL  zusammen- 
fassen in  {p-^*l)Sp^^,  Denn  setzt  mrtii  für  ^p, 5— j  und  für  s,^^  tue  «us  dfu 
Formctu  21)  nud  20)  sich  ergebenden  Aui^drücke,  so  erbält  man  für  dio  bei- 
den ersten  Summen  in  2ö) : 


j=ü 


Dieser  Ausdruck  lä8i>t  sieb  in  folgenden  Dnifoimien: 
1^9  ■  .=/,- 


^  =  £—1  ^-V-j-1 


N 


5fr  erste  Summand  dieses  Bin<>m4(  liefert  nach  Formel  22): 

der  zweite  Ifisst  sich,  indem  man  die  Glieder  der  Summe  uach  den  wacb- 
senden  Wertbon  von  X  ordnet,  oftenbar  schreiben: 

t liefert  vermöge  Formel  22«): 
ir  auch 
hrieben  werden  kann,  da  der  dem  Wertbe  A==7  entsprechende  Sum- 
d  gleich  Null  wird. 
Die  beiden  ersten  Summen  in  2ö)  liefern  also  bieruacli: 

nAch  Formel  20) ,  wie  zu  buweisoQ  war. 
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Hiernach  erhält  man  also  die  Kelation: 

27)  7>.^  =  {p+q)  V,?  +  2/    ^  ^p-'^'i-J  •  '»J » 

also  z.  B.: 

„  +  ^4» 2  •  *l»a  +  ^3»»  •  *S»  2  "i"  ^l^  1  •  *4»  3  +  ^«'  t  •  'S*»t 

T  'yj  '  *ai3  I    "'4'!  •  *i»3  r  *i>8  *  *4»a  +  ■'x»i  •  *s»a* 
Eg  liegt  nun  nahe,  für  die  T  auf  der  rechten  Seite  wieder  ihre  Werthe  ' 
einzusetzen  und  so  äcblieäsHch  eine  Formel  herzuleiten ^  in  welcher  nnr  die 
DetermiDanten  s  vorkommen.    Dieselbe  wird  in  dem  gewählten  Beispiele: 

1*6'  4  "T  *4»  3  •  *1U  "H  *3'  3  •  *8»  1  +  *a»  3  •  *3»  1 
+  *liS'*4ti  +  *4»2**l»a  +*S»f  *8'i 
4"  *y»  1  •  *  11 1 

Die   allgemeine  Formel   läsat  sich  dttrch  folgende  Betracbtiiugen  er- 
halten : 

Man  setze  in  die  Gleichang  27)  fär. Tp^,,,_j  den  Werth,  der  sich  aas 
dieser  allgemeinen  Formel  ergiebt ,  ein^iiämlich  : 

so  erhält  man 

28)    J  ^ 


1^ 


r'l 


'1W7  n^6n 


"•"S^l    ^        ^-   ^/'— ^7->-«^r,«^^J. 


*p-'.  ?->•  *'1i' 


Nun  ist  aber 

da  sich  immer  je  zwei  der  Summanden  ^  deren  Gesammtzahl  (p—l)  (^—1) 
beträgt,  nämlich 

und 

SU 

zusammenfassen   lassen   und   nach  Heraussetzuug  des  gemeinschaftlichen 


-1} 

4 


Factors 


/'+? 


die  einzelnen  Sammanden  sämmtliche  Combinationen 


•ii<i  nfi 
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darBtoüen,  die  erhalten  werden,  wenn  man  die  beiden  Zahlen 7>  und  q  in 
alle  möglichen  (positiven)  Summanden  zn  je  zweien  (die  Null  auajjenom- 
men)  zerlegt,  und  von  denen  immer  awei  gleichweit  vün  der  Mitte  ab- 
stehende einander  gleich  werden.  ' 

Die  vierfache  Summe  in  28)  lässt  sich ,  wenn  man  die  ein'iselsen  Sum- 
manden nach  den  aufeinanderfolgenden  Werthen  von  r  und  t  ordnet,  auf 
folgende  Form  bringen : 

^         J^^  ^,         ^,      '^p-i^r,q-j~l  •  ^ij  '  ^r,t> 

wofür  wir  der  Einfachheit  wegen  schreiben  wollen:  «l 


Die  einzelnen  Glieder  dieser  Sanime  werden  erhalten,  indem  man  diöl 
beiden  Zahlen  p  und  q  in  alle  möglichen  Summauden  zu  je  dreien, 

P—h  —  '«.  'II  't  wnd  y  —  y,  — /, ,  j,  ,/, 
sforlegt  und  die  sammtlichen  Combinationen  v 

bildet,  von  denen  natürlieh  immer  diejenigen,   bei  denen  r,  und  t,  oder^i 
und^t  verschieden  sind,  doppelt  vorkommen  und  deren  Gesammtzahl 

e7')e;')    . 

beträgt. 

Hierdurch  ist  also  für  7*^,^  folgender  Aosdruck  erhalten: 


20) 


Setzt  man  nnu  für 

wieder  den  Werth,  wie  er  sich  aus  der  Formel  27)  ergiebt»  ein,  so  er- 
hält man : 


''{p-^v)i 


n— «.»-i.  -;V'*tJi  <,*^*  +/Q-  "\  m 
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+ 


*'Wi 


KJt 


Denn  vai]i  sämtntlicben  Surnrnandea  der  ersten  Summe  lassen  sieb  im  AU- 
gemeinpn  immer  drei  Paare  zusamiaenfassen,  nämlieli: 

+  {it-\-Jt)  Si^^Yi '  ^V-«,-'t,r-ri-y«  1 

+  ('i  +y.)  sij  .^p_;,^,„,_j,_j,        \ 

düiH'u  Summe  giebt 

11»  zwei  Fftctoreu  einander  gleich  worden,  80  erhält  mau 
als  die  Summe  der  drei  Glieder 

und  oudlicb  wenn  alle  drei  Factorcn  einander  gleich  werden,  welcher  Fall 
nur  ilauu  eititritt,  wouu/)  und  fj  beide  durch  Z  theilbar  sind,  das  eine  Glied 


P  +  tf 


.*' 


E'f 


Setzt  man  also  den  Factor ' 


der  Summe  voraas,  so  erhält  man: 


'1 


(p — h — '« + V  —J\  — y«)  «p-A-^, f-yj-y»  KJt-^u^s* 


wobei  die  einzelnen  Glieder  der  auf  der  rechtenSeite  stehenden  Summe  die 
sämmtlicheu  Combinationen  ^p—it—i^q-ji^jt'^i,.j\^i,Jt  darstellen,  die  erhal- 
ten werden,  wenn  die  Zahlen  p  und  q  auf  alle  Arten  in  Summanden  zu  je 
dreien  zerlegt  werden  und  welche  auf  die  oben  angegebene  Art  zu  je  6 
oder  je  3  zusammengefasst  werden  können.* 

Der  oben  zur  Abkürzung  durch  0  bezeichnete  Ausdruck  stellt  eine  sechs- 
fache  Summe  dar,  die  auf  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

SD  dass  man  fUr  T^f  jetzt  den  Ausdruck  hat: 


*   Die  Geaannntsumrae  der  Coefficlenten  aller  Glieder  des  Summe oausdrucks 
beträgt,  wie  leicht  naclizuweisen: 

O('7')-C0(";')=K''-''(''7')C:')- 
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I 


j=q-^-i  i^p-2 


Sp  _,*,  _  ,•  ,^  _  j,  »y, .  SiJ^ .  *f^  J, 


Man  siebt  leicht^  wie  diese  Schlüsse  fortzusetzen  sind,  und  äodet  bei 
fortgesetzter  Änwendußg  dieses  Verfahrens,  dass  das  letzte  Glied  der 
Summe,  die  auf  diese  Weise  für  7^^^  erhalten  wirdj  falla  p^q  ist,  sein 
wird : 


P±9 


_^fl-fy-l)  tf=p_(^-t) 


J— • 


oder  eiufacber: 


Man  hat  also  schliesslich  folgende  allgemeine  Formel: 


Jf       I  =  i  1 


oder,  wenn  für  Tp^^  sein  Werth 

(-)'*' (T)  2*""*' 

gesetzt  wird: 


1      rr')! 


31) 


fi^^f.  j  ;=o(J*-l)  i=£-(M-t) 


üp-i,- i,-  ...  -/^_,, *    ;,-;,- ...  -i^_, 


z.  B.: 
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Der  Factor  irgend  einee  der  in  der  Parenthese  stehenden  Terrae  läsat 
•  sich  nach  dem  Obigen  und  nach  den  Regeln  der  Combinatorlk  sofort  an- 
geben; 80  ist  in  dem  Beispiele  der  Factor  von  ^g^j'^iii  gleich 

1.2.l.2~  2* 
dagegen  würde  z.  B.  der  Factor  von 


gleich 


*p-l_l.l-2-2,9-2-a-»-3-S 


-»-3-S.**i 


1»« ' 


8' 3 


1.2.3.4.5 


=  10 


1.2.3.1.2 

sein,  indem  natürlicli  der  in  den  obigen  Formeln  der  symbolischen  Schreib- 
weise wegen  heransgesetzte  Factor  —  von  vornherein  mit  den  entsprechen- 
den  Gliedern  verbunden  und  aufgehoben  werden  kann. 

Die  abgeleiteten  Formeln  2l),  25),  27)  und  31)  geben  Anlass  zu  vielen 
interessanten  BetrachttiDgen  und  weiteren  Entwickelungen,  die  aber  jetzt 
nicht  verfolgt  werden  sollen,  soudern  einer  andern  Gelegenheit  vorhehalten 
bleiben  raugen.  Nur  das  Eine  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Summe  der 
sKmmtlicheu  Factoren  aller  in  der  Parenthese  in  31)  vorkommenden  Glieder 
(mit  Einschluss  von  Sp  ^)  immer  gleich 

rr) 


^ 


also  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  vor  der  Parenthese  stehenden  Co- 
efticienten  sein  mnss.  [So  wird  in  dem  obigen  Beispiele,  in  welchem  p^6, 
q=A  war,  diese  Summe  gleich  21.]  Der  Beweis  für  diese  Behatiplnng  er- 
giebt  sich  sofort,  da 


1  + 


...+ 
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-(;)^(;)(''7>G)('7V-^(.i,)e:D^-(;::) 

ist^  und  es  kann  dieser  Satz ,  abgeseben  von  anderen  Folgernngen ,  die  sich 
aus  ibm  ergeben,  ancb  immer  zu  einer  leichten  Controle  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  bei  Anwendung  der  Formel  31)  benutzt  werden. 


tO  loiihb  flovinO  \i 


^^aijüfirT  190  f 


XIV. 
Ueber  Punktsysteme*  auf  Curven  dritter  Ordnung. 


Von 


Dr.  Emil  Weyr  in  Prag. 


I 
I 


i.  Wenn  C^  eine  Curve  dritter  Ordnung  ist,  welche  in  (5  einen  Dop- 
pelpunkt besitzt,  80  kann  man  b<'kanntlicli  vom  DoppelverhältnisB  voo  vier 
Punkten  der  Cnrve  spreclien.  Unter  dem  Doppelverballuisy  von  vier  Punk- 
ten n,  &,  c,  d  der  Curvc  vorstehen  wir  das  Doppelverhäitniss  jener  vier 
Strahlen,  welche  «len  Doppelpunkt  der  Curve  mit  den  vier  Punkten  ver- 
binden. 

Ist  einmal  der  Begriff  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Punkten  »uner 
Cj*  in  dieser  Art  festgestellt,  so  kann  man  auch  prnjectivische  Punktsysteme 
auf  der  Curve  C^'  betrachten. 

Zwei  S}>temo  von  einander  entsprechenden  Punkten  der  Curve  C^* 
heissen  projeetivisch ,  wenn  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  des 
einen  Systeme«  gleich  ist  dem  [»oppelverh&ltnisso  der  entsprechenden  vier 
Paukte  des  andern. 

Hieraus  erhellt  ^iofoi  t,  d^ss  auch  zwei  projectivische  Punktsysteme  auf 
einer  C/  durch  die  Feststellung  dreier  Paare  entHprechcnder  Punkte  be-  ■ 
stimmt  sind,  und  dass  man  aus  diohcn  zu  jedem  Punkte  des  einen  Systems 
den  entsprecheuden  des  andern  Systemes  unter  Zuhilfenahme  des  Strablen- 
bÜBchels  d  construiren  knnne. 

Befinden  sich  zwei  projei-tivisclie  Punktsysteme  auf  der  Curve  C^', 
welche  die  besondere  Kigenschaft  besitzen,  dass  in  ihnen  Vertauschunga- 
fähigkeit  herrscht,  d.  h.  das?»  jedem  Punkte  der  Curve  imuter  derselbe 
Punkt  entspricht,  ob  mau  ihn  nun  zu  dem  einen  oder  dem  andern  Systeme 
rechnet,  so  bilden  die  bcideu  Punktsysteme  eine  quadratische  Involution 
von  Punkten  der  Cnrve  C^\  Es  verstellt  sich  von  selbst,  dass  sich  eine 
quadratische  Involution  (welche  wir  unter  der  Bezeichnung  ,,Involntion*' 
immer  verstehen  wollen)  aus  dem  Doppelpunkte  d  durch  eine  Strahleninvolu- 


I 


Ueber  Punkl^ysterne  Ptc.    Von  Dr.  E.  Wetb. 


345 


tioTi  projiciren  wird-     Hieraus  folgt  nber  sofort,   dass  eine  Punktin voliition 
auf  C^   durcli  zwo]  Paare  entsspreclirnder  Pnnkte  heptiramt  ist. 

2.  Naclidem  wir  die  Bt^griflV  projoctivischer  und  involiitorificlicr 
Punktsysteme  Ruf  einer  CurvR  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
festgestellt  haben,  möf?scn  wir,  elie  zur  weiteren  Betrachtung  solclier 
Systeme  gescluitfen  werden  kauo ,  die  einzelnen  Punkte  der  Curve  t*^*  — 
des  Trägers  der  Punktsysteme  —  näher  uutersucben. 

SJimmtlichc  Punkte  der  Curve  f'^*  mit  alleiniger  Ausnalime  des  Doppel- 
punktes ö  i-iud  ninfaehe  J'unkte  der  Curve,  d.  li,  jeder  von  ihnen  besitzt  nur 
eine  einaige  Tangeute,  welcbe  die  Curve  in  einem,  dem  betrachteten  Punkte 
unendlich  nah^u  Punkte  —  seinem  Nacbharpunkte  —  schneidet. 

Durch  den  Doppolpunkt  d  gelien  jedoch  zwei  Zweige  der  Cnrve, 
welcbe  in  6  von  je  einer  Geraden  berührt  werden.  Der  Doppelpunkt  be- 
Ritzt  zwei  T*ngenten  —  die  Doppelpunktstangenten,  welche  wir  kurz  mit 
Gf  ,  Gg  l'eueicbnen  wollen  - —  und  somit  auch  zwei  Nachbarpunkte. 

Die  Doppelpnnktstaugenten  verbinden  den  Doppelpunkt  mit  seinen  bei- 
den Naclibarpuukteii, 

Ans  dem  Doppelpunkte  6  geht  nach  jedem  Punkte  a,  der  Curve  ein 
vollkommen  bestimmter  Strahl  ö«,  =/f,  —  der  unserem  Punkte  «,  ent- 
sprecbende  Dop|>e]punkt«Htralil  —  und  die  nach  den  beiden  Nacbbarpunk- 
ten  von  6  gebendem  Strahlen  sind  die  beiden  Doppelpunktstangenton  G,,  G,. 

3.  Befinden  sich  anf  einer  Curve  C^  zwei  projectivische  oder  involn- 
toriscbe  Punktsysteme,  so  kaim  man  joden  Punkt  der  Curve  zu  einem  der 
Systeme  eiunml  rechnen;  den  Doppelpunkt  d  jedoch  zweimal,  indem  man 
ihm  entweder  den  einen  oder  den  andern  seiner  Nachbarpnnkte  substituirt. 
Befinden  sich  also  auf  6^  zwei  projectivisclie  Punktsysteme,  so  worden  dem 
Doppclpunkte  in  jedem  derselben  zwei  Punkte  entsprecben.  Befindet  sich 
anf  (7/  PJne  Punklinvolution,  so  werden  dem  Doppelpunkte  zwei  Punkte 
entsprechen, 

4.  Indem  wir  uns  vor  Allem  speciell  zur  Betrachtung  von  involutori- 
«chen  Punktsystemen  auf  C'^'  wenden,  möge  zunächst  bemerkt  werden,  dasa 
man  die  auftretenden  Involutionen  in  zwei  Arten  eintheilen  könne,  nämlich 
in  die  ,,ccntrnlen''  und  die  ,, allgemeinen'*,*  Die  centralen  Involutionen 
entstehen  dadurcb ,  dass  man  durch  einen  festen  Punkt  o  der  Curve  C,* 
Strahlen  A,  J5  ...  zieht,  welche  auf  der  Curve  die  Punktenpaare  a, a, , &f  6, ... 
resp.  bestimmen. 

Diese  Punktenpaare  bilden,  weil  sie  sieb  aus  dem  Doppelpunkte  ä  in 
einer  Strahleninvolutlon  //,-'/,,  R^B,.,.  projiciren,  eine  Pnnktinvolution 
auf  C/. 

, »Schneiden   sich   die  Verbindungslinien   entsprechender  Punkte  iu 
einem   und  demselben  auf  der  Curve  C^  liegenden  Punkte  o,   so  ist  die 


I 

I 

I 


*   Theorie  mehrdeutiger  Elementargebilde  ct<\,  I.  Tlicil,  Art.  1 1. 
Z«tl«€hrin  r  M)ihomalik  n.  Phytik  XV,  S.  1A 
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Involution  eine  centrale.    Den  Punkt  o  nennen  wir  dus  Cenlmm  der  In 
volntiou." 

Hiernas  folgt  unmittelbar: 

,,Eine  centrale  Involntion  auf  C^  ii»t  bestimmt,  Bobald  man  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  oder  das  Centrura  der  Involution  kennt.** 

Iia  letzten  Falle  schneidet  jede  durch  das  Centrnm  gelegte  Gerade  die 
Curve  C,'  in  einem  Pnnktenpaare  der  Involution,  nod  im  ersten  Falle  ist  der 
dritte  Schnittpunkt  der  VerbindangsHnioi  des  Paares  entsprechender  Punkte 
und  der  Curve  das  Centrum  der  Involution,  wodurch  dieser  Fall  auf  den 
letzteren  zurückgeführt  ist. 

Man  erkennt  sofort,  dass  man  jeden  Punkt  der  Curve  t\*  als  das  Cen- 
trum einer  derartigen  Involution  betrachten  kann,  welche  wir  nls  die  dem 
Punkte  zugeordnete  centrale  Involntion  bezeichnen. 

Die  Strahleninvolution,  in  welcher  eich  eine  centralf  Punktinvolution 
vom  Doppelpunkte  6  aus  projicirt,  soll  als  die  dem  Cenlrum  zugeordnete 
Strahleninvolution  am  Doppelpunkte  beaeichnet  werden. 

Diese  Strahleniuvolution  Hegt  mit  der  besprochenen  centralen  Punkt- 
involution perspectivisch. 

5.  Betrachten  wir  nun  eine  centrale  Punktinvolution  auf  einer  Cnrve 
C^  etwas  nüher. 

Ist  o  das  Centram  der  Involution,  so  findet  man  den,  einem  beliebigen 
Punkte  x^  von  C^'  entsprechenden  Puukt  x^  als  dritten  Schnittpunkt  des 
von  0  nach  a?,  gezogenen  Strahles  A'  mit  der  Curve. 

Hieraus  erkennt  man  augenblicklich,  dass  die  beiden  Nachbarpunkte 
dc8  Doppelpunktes  ö  ein  Paar  entsprechender  Punkte  vorstellen;  denn  legt 
man  durch  o  einen  bei  6  unendlich  nahe  voibpigehenden  Strahl  jy.  so  wird 
er  die  Cnrve  in  diesen  beiden  Nachbarpunkten  schneiden. 

„Alle  centralen  Involutionen  auf  einer  C^'  hesitzen  ein  gemeinschaft- 
liches  Punktenpaar,    nämlich   die    beiden    Nacbbarpunkte   des   Doppel- 
i  punkte«/ • 

Hieraus  erklärt  sich,  warum  eine  centrale  Involution  durch  ein  einziges 
Punktenpaar  bestimmt  erscheint. 

Projicirt  man  alle  centralen  Involutionen  aus  dem  Doppelpunkte  d 
durch  Strahleninvolutionen,  so  werden  diese  nothwendigerweise  die  beiden 
Doppelpnnktstangenten  G, ,  C,  zum  gemeinschaftlichen  Strablenpaare  be- 
sitzen. 

„Alle  Strahleninvolutionen  am  Doppelpunkte,  welche  die  auf  C^'  auf- 
tretenden centralen  Involutionen  projicireu,  enthalten  die  beiden  Doppel- 
pankttitangenten  als  ein  Paar  entsprecliender  Strahlen.'* 
^,1,    X«egt  man  durch  das  Centrum  o  der  betrachteten  Involution  den  schnei- 
denden Strahl  so,  dass  er  die  Curve  C*  in  o  tangirt,  so  schneidet  er  sie  in 
einem  unendlich  nahe  zu  o  fallenden  Punkte  und  dann  noch  in  dem  diesem 
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entsprccbendeii  Punkten,  welclier  bekaoBtlich  (als  Dnrcbschnilt  der  Tan- 
gente von  o  mit  der  Curve)  der  Tangentialpnnkt  von  o  genannt  wird. 

,.Dem  Centnitn  einer  centralen  Involution  entspricht  dessen  Tan- 
gentialpuakt." 

Die  centrale  Involution,  dereo  Centrum  o  ist,  wird,  wie  jede  Involution 
zweiten  Grades,  zwei  (reoHe  oder  imaginJfre)  Doppelpnnkte  »,,,  fl'jj  be- 
sitzen. Es  wird  somit  xwei  dnrch  o  gehende  Strahlen  F,  f?' geben,  welche 
6"/  in  zusammenfallenden  Punkten  schneiden,  d.  h.  in  denselben  berühren. 
Es  werden  somit  Fund  ?r  die  beiden  von  o  aus  an  die Cnrve  gehenden 
Tangenten  sein. 

,,Dnrch  jeden  Punkt  o  der  Gurre  lassen  sich  an  dieselbe  zwei  Tan- 
genten F.  fr  legen,  deren  Bcrübrnngspankte  p„,  m,,  die  Doppelpunkte 
der  centralen  Involution  sind,  deren  Centrum  o  ist." 

Die  beiden  nach  r,,  und  w,,  ans  d  gebenden  Strahlen  F,,  tind  TF,,  sind 
daher  die  lieiden  Doppelstrahlen  derStrahleninvolntion,  in  welcher  sich  die 
centrale  Punktinvolution  ans  S  projicirt. 

Es  sind  somit  F„  Tf',, ^,  ^, ,  F, j  JF,, ß,  Bf ,  F„  H^,, G^G^...  lauter  Grtip- 
pen  harmonischer  Strahlen. 

Ebenso  theilt  das  Strahlenpaar  ^o,  60  den  Winkel  von  F„  nnd  H\^ 
harmonisch. 

6.  Die  Betrachtung  des  vorhergehenden  Artikels  liefert  die  einfache 
Ulsnng  einiger  Aufgaben,  die  wir  hier  in  aller  Kürze  behandeln  wollen. 

Aufgabe:  „Eine  Curve  C^  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  i 
ist  gegeben;  man  soll  in  einem  ihrer  Punkte  0  die  Tangente  construiren.**  ■ 

Man  legfl  durch  >>  zwei  beliebige,  die  Curve  in  den  Punktenpaaren 
ö,«,, />,/*,  resp.  fichnetdenden  Strnhion  A^  B  nnd  projicire  diese  Panktwn- 
paare  ans  dem  Doppelpunkte  ö  durch  die  Strahlenpaare  AiA^^  ^i^tj  diese 
zwei  Strahlenpnare  fixiren  dip  Strahleninvolutiou ,  in  welcher  fich  die  dem 
0  zugeordnete  centrale  Pnnktinvolution  projicirt. 

Nach  Art.  0  wird  der  dem  Strahle  ö»  involutorisch  entsprechende 
Strahl  die  Curve  im  Tangentialptinkte  o  von  o  schneiden,  dessen  Verbin- 
dungslinie '/  die  Tftngetitc  in  diesem  Punkte  ist. 

Den  60  involutorisch  entsprechenden  Strahl  findet  man  am  bequemsten 
mittels  de'*  Satzes  vom  vollstandigeu  Vierseit.  * 

Zieht  man  die  Verbindungslinie  von  [A  B^)  mit  {B A^)  und  jene  von 
{AA^)  m\i{BP^)  [unter  {XY)  verstehe  ich  im  Allgemeinen  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  A  und  F],  so  wiid  der  von  5  nach  dem  Schnittpunkte  dieser 
Verbindiinghlinien  gezogene  Strnhl  die  Curve  C^  im  Tangentialpunkte  o' 
von  o  schneiden  und  T^=ou'  ist  die  verlangte  Taugente  des  Punktes  o. 


I 

I 
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•   VerbiötJet  man  die  drei  Gegeneckenpaare  eines  vollstHndigen  Vierseit« 
einem  willkürlichen  Punkte  >ieiner  Kbcne ,  8i>  erhült  man  drei  StrnhJenpaMro  in  Invo-  ^ 
lutioQ. 
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VoD  den  vier  Tangenten,  die  durch  den  betrachteten  Punkt  gehen, 
wird  eine  durch  diese  VerbindungsliDie  ersetzt  und  es  bleiben  somit  nur 
drei  eigentliche  Tangenten  zurück. 

Aus  diesem  Grande  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  einen 
Kückkchrpunkt  besitzt^  nur  von  der  dritten  Claude. 

1 1.  Zieht  mnu  von  einem  Punkte  o  der  Curve  C\'  an  dieaelhe  die  bei- 
den Tangenten  F  nnd  iF^  welche  sie  resp.  in  t»,,  und  Wf^  berühren,  so  sind 
p,,  und  «',,  zwei  Punkte,  welche  den  Pankt  o  zum  gemeinschaftlichen  Tan- 
gentiolpunkt  besitzen.  Zwei  solche  Punkte  nennen  wir  zwei  harmonisch 
zugeordnete  oder  conjugirte  Punkte  der  Curve.  * 

Jedem  Punkte  der  Curve  ist  ein  anderer  Punkt  derselben  harmonisch 
zugeordnet,  welchen  man  erhfilt,  wenn  man  aus  dem  Tangentialpunkle  des 
ersteren  an  die  Curve  die  zweite  Tangente  legt. 

Nach  Früherem  sind  aber  zwei  coojugirte  Punkte  v,,,  «•,,  die  Doppel- 
punkte der  centralen  Involution,  welche  der  genieinschaftliche  Tangential- 
punkt  der  beiden  Pnnkte  auf  der  Curve  bestimmt.  Wir  erkennen  daher 
leicht  die  Richtigkeit  folgenden  Satzes: 

„Zwei  conjngirte  Punkte  der  Curve  C\*  sind  die  Doppelpunkte  jener 
centralen  Involution,  welche  der  gemeinschaftliche  Taügenlialpunkt  der 
beiden  Punkte  auf  der  Curve  bestimmt.*' 

Die  von  d  nach  zwei  conjugirten  Punkten  i?,,,  w,,  gehenden  Strahlen 
r,,,  Tf\,  sind  die  Doppelstrahlen  der  Strahleninvolution ,  in  der  sich  die 
zum  Centrum  o  gehörige  centrale  Involution  aus  ö  projicirt.  Zu  dieser 
Strahleninvolution  gehören,  wie  bekannt,  die  beiden  Doppelpunktstungen- 
ten  dr'i ,  6',  als  ein  Paar  entsprechender  Strahlen,  weshalb  die  vier  Strahlen 
^ji  ^t)  ^'ji?  ^^'iK  "^i^^'  harmonische  Strahlen  sein  müssen. 

„Verbindet  man  zwei  conjugirte  Punkte  der  Curve  C^^  mit  dem  Dop- 
pelpunkte, so  erhält  man  zwei  Strahlen,  welche  den  Winkel  der  Doppol- 
puuktötangenten  harmonisch  theileu.'"** 

Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  die  nach  den  conjugirten  Punkteupaaren 
der  Curve  gehenden  Strahlen  aus  dem  Doppelpunkte  eine  Strahleuinvolu- 
tion  bilden,  deren  Diippel-,trahlen  die  beiden  Doppelpunktstangenten  sind. 
Folglich  bilden  die  conjugirten  Punktenpaare  der  Curve  eine  Punktinvolu- 
tion ,  deren  Doppelpunkte  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunk- 
tes sind. 

,,Di6  Paare  conjugirter  Punkte  einer  Curve  C^'  bilden  eine  quadra* 
tische  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  beiden  Nachbarpunkto  des 
Doppelpunktes  sind." 

,,Zwei  conjugirte  Punkte  bilden  mit  den  beiden  Nachbarpnnkten  des 
Doppelpunktes  ein  System  von  vier  harmonischen  Punkten," 
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Durch  flen  Punkt  S  wird  also  die  Curve  C^  in  zwei  Theile  zerlegt. 

Der  eine  Tin'il  *>i!ithfih  lauter  solche  Punkte,  aus  denen  sich  an  die 
Curvo  zwei  reelle  Tangenten  legen  lassen,  während  der  andere  Theil  — 
die  Schleife  —  solche  Punkte  enthält,  für  welche  die  beiden  durch  sie 
gehenden  Tangunteu  iinaginär  sind. 

8.  Der  Doppelpunkt  ö  einer  Curve  6'^'  kann  von  zweierlei  wesentlich 
verschiedener  Art  sein.  Erstens  er  ist  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  b. 
die  Curve  f^  geht  zweimal  mit  reellen  Zweigen  durch  denselben.  Dies 
wird  dann  eintreten,  wenn  die  beiden  Doppelpuuktstangenten  (*',  6',  reell  sind. 
Zweitens:  Kr  ist  ein  isolirter  Doppelpunkt,  dann  nämlich,  wenn  das  Tan- 
genlenpaar  t^,  C,  dcsHclhen  imaginär  ist.  In  dieäem  Falle  liegt  der  Punkt  6 
vereinzelt  (als  Einsifdlttr)  abseits  des  reellen  Curventhejlee. 

Ist  ä  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  so  werden  wir  beide  in  Artikel  7 
erwähnten  Theile  der  Cnrve  at« treffen. 

Wenn  dagt'geu  der  Doppelpunkt  isolirt  ist,  so  wird  keine  Schleife  der 
Curvo  existiien  und  es  werden  sich  von  jedem  Punkte  der  Curve  an  die- 
belbe  zwei  Tangenten  ziehen  lassen. 

9.  Als  einen  Zwii>i-henfall  kann  man  jenen  auffassen,  in  welchem  die 
beiden  Tangenten  de.s  Hoppclpunktes  zusammenfallen.  Hierdurch  wird  er 
zu  eiueiu  Rückkt'brpuukte  oder  zu  einer  Spitze. 

In  diüBetii  Falle  besitzt  somit  die  Curve  in  6  eine  Spitze. 

lU.  Wir  haben  ganz  allgemein  gezeigt,  das»  sich  ans  jedem  Funkte  o 
einer  Curve  C\^  ein  reelles  oder  imaginäres  Tangentenpaar  ziehen  lässt, 
dessen  Berührungspunkte  wir  als  Schnittpunkte  der  Curve  mit  den  Doppel- 
htrahlen  der  dem  Punkte  o  zugooidneten  Strahleuinvolutiou  am  Doppel- 
punkte erhielten. 

Da  die  \m  Punkte  o  an  die  Curve  gezogene  Tangente  für  zwei  zusam- 
menfallende Tangenten  gilt,  so  erkennt  man,  dass  (wie  es  dos  Doppelpunk- 
tes wegen  auch  sein  mnss)  die  Curve  C^  von  der  vierten  Clasne  ist,  d.  h.  ■ 
es  werden  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  sie  vier  Tangen- 
ten legen  laeseu.  Wie  wir  gezeigt  haben,  besitzen  die  sämmtlichen  den 
einzelnen  Punkten  der  Curve  6'^*  zugeordneten  Strahleninvolutionen  am  ■ 
Doppelpunkte  6  die  beiden  Tangenten  G,  C,  desselben  zu  gemeinschaftlichen 
Strahleupaaren.  Wenn  diese  beiden 7^angenten  zusammenfallen,  so  werdeft 
sie  einen  allen  diesen  Involutionen  gemeinsamen  Doppelstrahl  darstellen. 
Jede  dieser  Involutionen  wird  ausser  diesem  Doppelstrahle  noch  einen 
zweiten  besitzen. 

Hieraus  schliesst  man,  dass  in  diesem  Falle  eine  von  den  beiden,  aus 
einem  Punkte  der  Curve  an  sie  gezogenen  Tangenten  durch  die  Verbin- 
dungslinie des  Punktes  mit  dem  Doppelpunkte,  welcher  hier  in  einen  Rück- 
kehrpunkt  übergegangen  ist,  ersetzt  wird. 
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I  resp.  zu,  so   wird  das  Strahlenbüscbel  00' 0"  mit  der  Strableniuvolatioa 

1  ^if''^«"*  '"  projectivisclie  Beziehung  gesetzt. 

Die  Strableupaare  dieser  Involution  bestimmen  auf  dbiu  Coustructiona* 
krcisn  K  eine  Fuuktinvohuion  «'u«',, , ''itw',,,  f'jjW  u,  so  zwar,  daiäs  die 
Verbindungslinien    entsprecbeuder   Punkte    durcb    einen    festen    Punkt  p 

geben.    Es  werden  also  die  Strahlen  t^n'^'u^  ^n ''{i*'''it^^'i»  *'"u'*'"it=^i 
durch  einen  und  denuolben  Punkt,  durch  das  perspectivische  Centram  p  der 

auf  A  entstehenden  Involution  liinrlui  cbgehen. 

^  Jedem  Strahlenpaare  der  Involution  6   Ist  in  dieser  Weise  ein  Strabl 

dea  Büschels />  projectivisch  zugeordnet.  Es  werden  daher  mittels  der  Invo- 
lution 6   die   beiden  Büschel//   und  00'0^\..   m  prnjectivische  Beviiebung 
gesetzt;  den  Strahlen  0,  0',  0"  resp.  entsprechen  di«  Strahlen  0,,  Ü', ,  0'\ 
I        und  jedem   vierten  Strahle  0"'  des  ersten  Büschels  wird  jener  Strahl  0"\ 
^H  des  zweiten  Buscheis  p  entsprechen,  welcher  mit  ersterem  demselben  Strab- 
^^  lenpaare  der  Involution  d  zugeordnet  ist.    Da  C, ,  G,  die  Dnppelstrablen  der 
Involution  3  sind,  so  ist  klar,  dasn  ihre  Schnitte  </,,  f7,  mit  A' die  Doppel- 
punkte  der  auf /f  entstehenden  I'unktiavolution  sind,  so  das» /?  als  Scbnitl- 
punkt  der  beiden  in  (/, ,  ^,  an  K  gelegten  Tangenten  erscheint.    Den  Strah- 
len C, ,   6t  entsprechen,    wenn    man  sie  ssutn  Büschel  00*.,.   rechnet,   im 
Büschel  p  resp.  die  Strahlen  pg^y  p(j^^ 

^H         Die  beiden  projeetivischen  Büschel  j»,d  erzeugen  einen  Kegelschnitt  S^ 
^■welcher   durch  p^b   und  die  drei  Punkte  (0  0,),  [()'0'^y  {0" 0'\)  bestimmt 
^■^  ist.    Der  Kegelschnitt  H  wird  den  Kreis  K  ausser  in  ^  noch  in  drei  weite- 
reu Punkten  &'| ,  .v, ,  .v,  schneiden,  und  es  lasst  sich  leicht  zeigen,  dass  die 
Idrei  aus  Ö  nach  diesen  Punkton  geführten  Strahlen  ^jr,,  ts^y  ds^  die  CorTO 
t\*  in  den  drei  Inflexionspunkten  », ,  /,,  »j  schneiden. 
Wenn  man  unter  einem  Inflexionspnnkte  der  Curve  C^'  einen  Punkt  /, 
derselben   versteht,  für  welchen  eine  von  den  beiden  aus  ihm  an  die  Curve 
gehenden  Tangenten  mit  der  in  ihm  an  C^"  gelegten  Taugente  zasammcQ- 
fällt»  80  ist  klar,  dass  einer  von  den  beiden  dem  Strahle  di,  in  der  Involu- 
tion   auf  6  entsprechenden  Strahlen  mit    6i^  zusamroenfJillt,    und  folglich 
•wird  das  dem  5i,   entsprechende  Strablenpaar  der  Involution  den  Kreis  Ä" 
in  einem  Punktenpaare  treuen,  von  dem  ein  Punkt  der  Schnittpunkt  von  AT 
J^k  mit  dl,  ist.    Daraus  gebt  jedoch  sofort  hervor,  dass  der  dem  Si^  im  Büschel 
p  projeclivihcli   entsprechende  Strabl  sich  mit  6«|  auf  A'  schneiden  mUsae, 
wodurch  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

•Da  nun  der  KegeUchuitt  £  den  Kreis  A'  ausser  in  ö  nur  noch  dreimal 
schneiden  kann,  so  ist  klar,  daas  eine  Curve  C^*  nur  drei  ludexionspuukte 
besitzen  kann. 
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Dicäelbou  sind  daon  sämmtlicb  reell,  wenn  der  Doppelpunkt  6  ein  lao- 
Hrter  ist,  und  ea  »ind  zwei  rinagiuäre,  wenn  d  ein  eigentlicher  Doppel- 
punkt it»t. 

Djö  angegebene  Con.süuL-tiou  wird  einfacher  gejstaltet  werden  kÜnneu, 
wenn  d  ein  eigeutlichor  Dopp^ilpunkt  iüt.  Don«  in  diesem  Falle  «teilen  seine 
beiden  Tangenten  G,(?,  die  DoppelKtrahlen  der  verwandten  Involution  aufd 
vor  und  Kchneiclen  ileu  Conatruefiojibkrpis  A'  in  den  Doppelpunkten  f/,  ,  tj^ 
der  anf  A'  entstehentlen  Puuklinvolution.  Die  beiden  Kreiatangetiten  in 
gTi,  gt  schueiden  sich  im  Scheitel  p  und  enlsprechen  projecliviach  den  bei- 
den Strahlen  61,,  C,,  so  dass  man,  um  die  Projectivitiit  festzusetzen,  nur 
noch  einea  Punktes  o  der  Curve  C^^  bedarf. 

15.  -Das  Hanptmerkrual  einer  auf  f^'  befiodlichen  centralen  Punkt- 
involution  int,  dasa  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Dopptdpunktes  sich  ent- 
sprechen. Umgekehrt  müs»s  jede  auf  (\^  liegende  Involntion  eine  centrale 
»ein,  wenn  rUr  üie  die  Nachharpuükte  des  Doppidpuuktes  ein  Paar  ent- 
sprechender Panktc  bilden.  Denn  in  der  That  wird  eine  derartige  Itivolu- 
tiou  beitlimnit  sein,  sobald  man  noch  ein  Pnnkteapaar,  etwa  tf, flj,  kennt. 
Die  Verbinduugsgerade  w,  a,  trifft  t'/  in  einem  dritten  Punkte  Ö,  den  mau 
alt)  Gentium  einer  Involution  betrachten  kann,  welche  mit  der  gegebenen 
offenbar  das  Punktenpaar  «,  «,  «ud  ferner  das  Nachharpnnktf^npaar  des 
Doppelpunktes  gemeinscliaf'tlich  hat  und  daher  mit  iUr  ideutttjch  «ein  muss. 

Wir  werden  von  dieser  Betrachlung  eine  mehrfache  Anwendung  zu 
mneben  haben. 

16.  Bctrarhtet  man  den  Fall,  wo  einer  der  drei  Inflexionspunkte,  z.  13. 
I,,  das  Oentruui  eluvr  luvolutiou  ist,  mo  folgt  ans  dem  Artikel  5  sofort,  dass 
derselbe  zugleich  ein  Doppelpunkt  der  Involution  sein  nuiss.  Denn  im 
Allgemeinen  eutsprielil  ticm  Centruiu  einer  Involution  der  Tangeutiatpunkt 
detiBelhenj  da  aber  die  Tangente  eines  Intl^^xiouspnnkteä  in  diesem  die 
Curve  in  drei  unendlich  nahen  Punkten  schneidet,  so  ist  ein  lutiexionspuukt 
sein  eigener  Tan^^entialpunkt  und  folglich,  als  Contrum  einer  Involution  be- 
trachtet, zugleich  eSu  Doppelpunkt  derselben. 

Dexhalh  kann  man  vom  Inflexionspunkte  »j  nur  eine  einzige  Tangtinte 
0,  an  die  Curve  f.'/  Iet;en, gieren  Berührungspunkt /t  der  zweite  Doppelpunkt 
der  betrachteten  Involution  ist. 

Die  von  Ö  uach  i,  und  /,  gezogenen  Strahlen  sind  demnach  die  Doppcl- 
strahlen der  Involution,  in  welcher  sich  die  Punktinvolution  aus  dem  Dop- 
prslpunkte  prftjicirt,  nnd  hieraus  folgt  dann  sofort,  dass,  wenn  eine  durch  *j 
willkürlich  gezogene  Gerade  (^  die  Curve  in  den  beiden  Punkten  «i,at»  <i**" 
Doppelstrahl  d/,  im  Punkte  i*,  schneidet,  der  letztere  dem  Inflexionspunkte 
conjugirt  harmonisch  ist  bezüglich  de^  Punktenpaares  ä,o,. 

Dies  gicbt  den  für  Curven  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  bekannten 


„Legt  man  dnrcli  einen  Inflexionspnnkt  der  Carve  C^"  Transversalen 
und  construirt  die  ihm  coDJugirtcu  harniouischen  Punkte  bezüglicb  der 
auf  den  Transversalen  durch  die  Citrve  bestimmten  Strecken,  so  liegen 
wie  in  einer  und  derselben  durch  den  Doppelpunkt  gebenden  Geraden 
(dt,)  »  welche  die  Cuvve  C^  im  Berührungspunkte  der  vom  Intiexions- 
puukte  an  dieselbe  gelegten  Tangente  schneiden/* 

Die  Gerade  Öt,  ist  bekanntlich  die  harmonische  Polaro  des  Inflexions- 
punktes  i|. 

Kbeuäo  erkennt  man  aus  dem  Vorhergehenden  ,  dass  die  harmonische 
Polare  eines  Inflexionspnnktps  conjugiit  hnrmonisch  au  dem  aus  6  nach  ihm 
gellenden  Str«hle  bezüglich  des  Paares  der  Doppclpunktstangenten  ist. 

17.  Jeder  Kegelschnitt  (\  wird  die  Curve  C\^  in  sechs  Punkten  schnei- 
den.  Nimmt  m«n  daher  vier  Punkte  der  Curve  C/  zn  Scheiteln  eines  Ke- 
gelschnittsbüsclielsj  ho  wird  jeder  Kegelschnitt  desselben  die  Curve  C^*  in 
einem  Punktenpaare  schneiden,  und  es  werden  die  Punkte  von  C^^  in  dieser 
Weise  eindeutig  und  oflVnbar  zugleich  vertauschungsfäbig,  d.h.  involuto- 
risch  auf  einander  bezogen.  Jedem  Punkte  der  Curve  6^*  entspricht  jener 
Punkt,  in  welchem  der  durch  er&tere  gehende  Kegelschnitt  des  Büschel»  die 
L^urve  Cj'  aum  sechsten  Male  achneidet. 

Noch  mehr:  diese  entstehende  Pauktiuvolution  ist  eine  centrale,  denn 
ein  Kegelscbnitt  des  betrachteten  Büschels  wird  durch  den  Doppelpunkt 
(resp.  unendlich  nahe  vorüber)  gehen  uud  daselbst  die  Curve  C^'  in  den  bei- 
den Nachbarpunkten  des  Doppelpunktes  schneiden,  welche  daher  als  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  der  Involution  angehören.  Wir  erhalten  daher 
folgenden  Satz : 

„Die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  dessen  vier  Scheitel  auf  der 
Curve  C^  Hegen,  bestimmen  auf  der  Curve  Punkteupaare  einer  centralen 
Involution,  d.  h.  Punkteupaare,  deren  Verbindungslinien  durch  einen 
festen  Punkt  der  Carve  gehen.'* 

Bekanntlich  ist  dieser  Satz  j^anz  allgemein  für  Curven  dritter  Ordnung 
gillig  uud  wurde  der  feste  Punkt  der  Gegenpunkt  des  Büschelvierccks  ge- 
nanut.  Wir  sind  zu  dem  Satze  durch  eine  besondere  Betrachtung  gelangt. 
Unter  den  Cnrven  des  Büschels  zweiter  Ordnung  giebt  es  drei  Grenz« 
falle,  welche  durch  Geradenpaaro  dargestellt  werden;  wenn  wir  diese  ins 
Auge  fassen  und  festhalten,  dass  man  die  vier  Scheitel  eines  solchen  Bü- 
schels auf  C\*  beliebig  wählen  darf,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Liegen  vier  Punkte  5,,  s,,  jr,,  s^  auf  einer  Curve  C^'  dritter  Ord- 
nung uud  man  zieht  die  drei  Gegenseitenpaare  des  durch  sie  gebildeten 
vollstHudigeu  Vierecks,  so  bestimmt  jedes  Seitenpaar  auf  C\'  ein  Puukton- 
paar  und  es  gehen  dann  die  drei  Geraden,  welche  die  Punkte  dieser  drei 
Puuklenpaare  verbinden,  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  Curve 
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Wenn  mau  also  die  Geradeujiaare  *,  s, ,  «3*4,  «t^s»  ^1*4»  *i*s»  '«^'4  zieht, 
HO  werden  sie  die  Curve  iu  deu  FuiiktetipHaren  aa^,  jS^, ,  yy,  resp.  tichiiei- 
deu,  «lad  dann  treffen  sieb  die  drei  Geradt'n  aa, ,  j5|S, ,  yy,  in  einem  und 
dcoiselbt?n  Punkte  o  der  Curve  C^'. 

Der  Punkt  u  ist  das  Centrum  der  Involution,  welclie  dasKegelüclinittä- 
büschel  {s^SfSgS_^)  anf  der  Curve  C\'  bestimmt.  lOs  i»jt  nicht  schwer  einzu* 
sehen,  das«  es  der  Punkt  sein  wird,  in  welchem  die  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes [SiS^s^s^d)  im  Punkte  5  die  Curve  (\*  schneiden. 

18,    Aus    dem  Satze   «les  vorigen  Artikels  lassen  sich  ohne  Mühe  die" 
wichtigsten,    gewöhnlich    bei   Curven    dritter   Ordnung  atigeführtea   Sätze 
nachweisen. 

Wir  wollen  in  aller  Kürze  einzelne  folgen  lassen: 

».Legt  mau  durch  die  drei  Punkte,  welche  eine  Gerade  G  mit  der 
Curve  t'^"  gemein  hat,  drei  willkürliche  Transvcrsalpu  ,  so  schneidet  jede 
die  Curve  in  zwei  Punkten j  die  so  erhalteneu  sechs  Punkte  liegen  alle- 
mal anf  einem  und  demselben  Kegelschnitte.'* 

Seien  ««,0  die  Schnitte  von  G  nnd  Q',  C, ,  G,,  G^  die  durch  sie  ge- 
führten Transversalen,  und  *,*,,  s^s^,  a^a^  deren  resp.  Schnittpunkte  mit 
der  Curve.  Betrachten  wir  das  Curvenbitschel  zweiter  Ordnung,  welches 
die  vier  Punkte  j, ,  *,,*,,  s^  zu  Scheiteln  hat,  zu  welchem  offenbar  das 
Geradenpaar  CiC,  als  Grenzfall  gehört.  Das  Büschel  wird  auf  tY  eine  cen- 
trale Involution  bestimmen,  für  welcbe  oiffenbar  «  das  Cenlrum  sein  wird, 
denn  der  Grenzkegelscbnitt  (G,  G,)  trifft  C/  im  Punktonpaare  aa, ,  und  folg- 
lich ist  der  dritte  Schnitt»  der  Geraden  aa^  das  Centram  der  Involution. 
Die  durch  o  gehende  Gerade  G,  schneidet  C^  im  Punktenjmarc  «,  a,  der  In- 
volution, woraus  folgt,  dass  der  durcb  s^s^s^s^  und  einen  dieser  Punkte 
gehende  Kegelscbnilt  auch  den  zweiten  enthalten  mnss.  Es  liegen  also 
wirklicli  die  sechs  Punkte  .v, ,  *, ,  y, ,  .*^,  «, ,  /^^  auf  einem  und  demselben 
Kegelscbnitto,  wie  behauptet  wurde. 

In  derselben  Weise  erledigt  sich  der  umgekehrte  Satz; 

,, Verbindet   man   die  sechs  Schnittpunkte  der  Curve  C^    mit  einem 
Kegelschnitt  paarweise  durch  drei  Gerade,  so  treffen  diese  die  Carve  in 
drei  Punkten,  welche  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen." 
Specielle  Fälle  der  beiden  vorhergehenden  Sätze  sind  folgende: 

„Zieht  man  aus  den  drei  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit  d«'r 
Curve  C^'  an  letztere  je  eine  Tangente,  so  wfrd  die  Curve  in  den  drei  Be- 
rührungspunkten von  einem  und  demselben  Kegelschnitte  berührt," 

„Zwei  Gerade  schneiden  die  Curve  C\^  in  sechs  Punkten;  verbindet 
man  jeden  Schnittpunkt  der  einen  Geraden  mit  einem  der  andern,  so  er- 
bält  man  drei  Gerade,  welche  die  Curve  in  drei  weiteren,  auf  einer  und 
derselben  Geraden  liegenden  Punkten  treflFen.*' 


In  diesem  FalUi  iat  der  Kegclßchnitt  (*'i»*t*'3*.,a|«i)  iu  das  verwandle 
Gcrndeupaar  übergegangen. 

Wenn  die  beiden  Geraden  unendlicli  nahe  bei  einander  Uejjen  und 
mau  verbindet  eioon  Scbrjittpunkl  der  einen  mit  dem  uueudlieh  nnhen 
Öcbnittpimkte  der  andern,  so  erhalt  man  ofieubiir  die  Tangente  der  Curve 
(.",'  in  dem  betrachteten  Punkte. 

Der  letzte  Satz  lautet  dann  fülj^endernjasson: 

„Zieht   man   in  den  drei  Scbnittpuukten   einer  Geraden  G  mit  der 
Curve  C^  die  drei  Tangenten,  00  schneiden  diese  die  Curve  iu  drei  auf 
einerund  derselbt-n  Geraden*  liegeuden  Fuukteu", 
oder: 

„Liegen  drei  Punkte  der  Curve  6'/  auf  einer  und  derselben  Geraden, 
HO  liegen  auch  ihre  drei  Tangen tialpunkte  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden.*' 

Aus  diesem  Satzo  folgt  unmittelbar  der  nachstehende: 

„Die  drei  Inflexion.spunkte  cluei  Curve  C^  liegen  in  einer  und  der- 
selben Gera<len." 

Uenn  da  ein  Inflexiouspunkt  sein  eigener  Tanyentialptinkt  ist,  so  tnass 
,  die    Verbindungslinie   zweier   Inflexionspunkte   die  Curve   noch   i«   einem 
'  Punkte  schneiden,  welcher  sein  eigener  Tangentialpunkt,  also  ebenfalls  ein 
luHexionapunkt  ist. 

"Wird  die  Gerade  G  dos  ersten  Satzes  iu  diesem  Artikel  eine  vou  ded 
luHexioQstaugenteu,  so  erhält  man  folgenden  Sat%: 

„Legt  man  durch  einen  lullexionspunkt  der  Curve  C'/  drei  willkür- 
liche Transversalen,  so  liegen  die  sechs  Schnittpunkte  derselben  mit  der 
Curve  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt.** 

Werden  diese  drei  Transversalen  unendlich  nahe  au  einander  genom- 
men, so  erhält  mau  nachstehenden  Satz: 

„Legt  ujan  durch  einen  Inflexionspunkt  der  Curve  t'^  eine  Transver- 
sale, 80  schneidet  sie  die  Curve  in  zwei  Punkten,  iu  denen  letztere  von 
einem  und  demselben  Kegelschnitt  dreipunktig  berührt  wird.**** 

Wird  die  durch  den  Intlexionspunkt  gezogene  Transversale  eine  Tan- 
gente der  Curve,  so  ergiebt  sich*: 

„In  dem  Berührungspunkte  der  von  einem  Inflexiouspankte  an  die 
Curve  C^  gezogenen  Tangente  wird  die  Curve  vou  einem  Kegelschnitte 
in  sechs  unendlich  nahen  Punkten  geschuttten.** 
Dieser  Satz  rührt  von  Plücker  her. 
Wenn  der  Cui  vo  C^  ein  vollstilndiges  Vierseit  «  6 rr/e/*  eingeschrieben 
ist,  so  lÄsst  sich  leicli»  nadiwi-isen ,  dass  die  Tangenten  der  Curve  in  zwei 
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GegeneckpD,  z.B.  in  c  und  f,  sieb  in  C^  Rclmeitlon  DiUssen,  d.h.  dass  je  zwei 
Gegeneckpn  ein  Pnnv  conjugirtor  Punkte  sind. 

Wenn  man  niimlich  die  übrigen  vier  Ecken  ahcil  zii  ficheltoln  finos 
Kegelschnittsbüschels  nimmt,  «o  ist  klar,  d«8B  die  Geradenp«are  {ad ^  eb) 
{aby  cd)  als  zwei  Gi-enzfÜile  dem  Biiscliol  aiigeliören,  und  da  «ie  C^  in  Paa- 
ren zusammenfallender  Punkte  resp.  in  /^  and  e  schneiden,  so  sind  c  und  f 
die  Doppelpunkte  der  centralen  Involution,  welche  das  Kegflschnittiibfigchel 
{(ihrd)  auf  C^  be.stiuimt.  Das  Centrtim  der  Involution  ist  dann  der  Schnitt 
punkt  der  Cnrventangenten  in  e  und  /",  welcher  deslialh  anf  f '^'  liej^jini  riiUKS. 
Daher  der  bekannte  Satz:  • 

„Ist  ein  vollständiges  Vierseit  der  Ciirve  C^'  eingeschrieben,  fio  sind 
Peine  drei  Gegeneckenpaare  drei  Paare  conjugirter  Punkte.'* 

Hieraus  folgt  nnmittelbar,  dass  die  beiden  Doppelpunktstangeuten  die 
zwei  dnrch  d  gehenden,  dem  vollständigen  Vierseit  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitte berübren. 

Man  kann  auf  difse  Art  je.  zwei  conjugirte  Pnnkte  r  and  f  zu  Gegen- 
ecken einer  unendlichen  Menge  von  der  Curve  6'^'  eingeschriebener  voll- 
ständiger Vierseite  nelimen.  J)ie  dnrch  diese  zwei  Pnnkte  gohendeti  Sei- 
tenpa-ire  solcher  Vierseitc  bilden  zwei  projectivi.sche  Invidutionen ,  deren 
Erzeugniss  die  Curve  C^  ist.  Die  nach  dem  Doppelpunkte  ö  gehenden  Strah- 
len sind  Doppelstrahlen,  welche  einander  projectivisch  entsprechen. 

19.  Die  säinmtlichen  bereits  bekannten,  für  alle  Curvj'n  dritter  Ord- 
nung geltenden  Sätze,  welche  wir  im  vorigen  Artikel  aus  einem  einzigen 
Satze  abgeleitet  hatten,  lassen  sich  auf  verschiedene  andere  Arten  nach- 
weisen und  oft  in  bestimmtere  Fassung  bringen. 

Betrachten  wir  zunächst  ein  Kegelscbüittgbüschel,  dessen  Curven  die 
Linie  C^*  in  zwei  Punkten  y,  p  berühren.  Jeder  Kegelschnitt  wird  demnach 
die  Curve  noch  in  einem  Püuktenpaaro  schneiden,  und  wir  wissen  bereits, 
dass  die  so  entstehenden  Punktenpaarc  eine  centrale  Punktinvulution  auf 
C/  bilden.  Das  Cenfrnni  o  der  Involutlftn  lasst  sich  leicht  finden,  weun  man 
einen  der  beiden  Grenzfälle  des  Kegclscbnittsbiischels  hetrachtet ,  und 
zwar  jenen,  welcher  durch  die  doppelt  zählende  Gerade  gp  d&rgestellt  ist. 
Offenbar  wird  der  dritte  Schnittpunkt  r  von  tjp  mit  C/  ein  Doppelpunkt 
der  Involution  sein,  und  daher  ist  der  Tangenliatpnnkt  r',  wenn  r  das  Cen- 
trum  der  Involution. 

Ein  zweiter  Grenzfall  des  Kegelschniltsbüschels  wird  durch  .das  Paar 
von  Tangenten  dargestellt,  welche  man  in  pq  an  C^*  legen  kann.  Diese 
Tangenten  schneiden  C\'  resp.  in  den  Tangentialpunkten  //,  f/  von  p  und  y, 
and  es  folgt  dann  sofort  wieder  der  Satz,  dass  p\  tj\  r  in  einer  Geraden 
liegen. 
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Punkte  gelegten  Kf'gelscljnittes  pin  Pnnkteupaar  der  betrachteten  centralen 
Invttlntion  bildet.  Man  wird  dnhor  aus  df>n  sieben  Punkten  einundzwanzig 
Pnnktenpaare  der  centralen  Involution  ableiten  k^innen. 

Ofl'enbar  kann  man  das  Ergebniss  der  varhergebenden  Betracbtung  in 
folgendnr  Form  aussprecben: 

,,l8t  ein  Sieboneck  einer  Curve  C*  eingeschrieben,  so  schneidet  jede 
jner  einnndzwanKig  Seiten  die  Cnrve  in  einem  Punkte,  welcher  mit  dem 
"sechsten  Schniilpunkte  des  durch  die  ausserhalb  der  Seite  gelegenen  fünf 
Ecken  gebendi^n  Ke-relsclmittcs  ein  Punktenpaar  einer  centralen  Involu- 
tion bildet. 

Jede  dem  Siebeneck  umschriebene  Curve  dritter  Ordnung  schneidet 
C^  in  einem  Punktonpaare  derselben  Involution." 

Wir  können  das  Centrum  o  dieser  Involution  als  den  Gegenpunkrder 
sieben  Punkte,  aus  denen  die  Involatioa  fliegst,  bezeichnen. 

22.  Wenn  die  sieben  Punkte  unendlich  nahe  in  die  Lage  1  rficken,  so 
erbftlt  man  ein  Curvennutz  dritter  C>rdnuug,  dessen  Curven  mit  C^  in  1  eine 
Biebenpunktige  Berührung  eingehen.  Diese  Curven  bestimmen  auf  C^  eine 
centrale  Puuktinvolution,  deren  Ceotrum  o  man  leicht  findet.  Der  in  l  fünf* 
punktig  berübrendo  Kegelschnitt  und  die  Tangente  v«m  l  reprÄseuliren  of- 
fenbar zusammen  eine  Curve  des  Netze».  Der  Kegelschnitt  schneidet  nun 
nach  Artikel  20  C^  auf  der  Verbindungslinie  von  l  und  die  Tangente  schnei- 
det C^  im  ersten  Tangentinipunkte  von  1. 

Di%  Verbindungslinie  dieser  beiden  Schnittpunkte  IriflTt  C^  im  erwähn- 
ten Centrum  o. 

Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  C^  in  1  achtpunktig  berühren, 
werden  durch  einen  festen  Punkt  von  o  geben,  den  man  als  den  dritten 
Schnittpunkt  der  Curve  mit  ol  erhj'tlf  und  welcher  der  dritte  Tangential- 
punkt  von  !  ist. 


1 


I 
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daher  finden,  wenn  man  p" p  zieht  und  den  dritten  Schnittpunkt  dieser  Ge- 
raden mit  C^  bestimmt. 

^,Den  Schnittpunkt  des  die  Ciirve  Q'  in  pitif-m  ihrer  Piinktp  j*  fficif- 
punktig  Iterührenden  Kegelsclmities  mit  der  Cnrve  findet  mnn  als  dritten 
Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  von  p  mit  dem  zweiten  Tangential- 
punkte  p"  von  /?." 

Soll  es  einen  Kegelschnitt  gehen,  welclier  C^  in  p  scchspunktlg  be- 
rührt, so  muss  p  mit  dem  zweiten  Doppelpunkte  der  Involution  zusammen- 
fnllen,  d.  h.  der  dem  ersten  Tangentialpnnktc  p  von  p  coojwgirte  Punkt 
muss  p  sein,  woraus  folgt,  dass  dann  ;/  ein  luflexion.spunkt  der  Curve  sein 
müsse.    Dies  liefert  wieder  den  letzten  Satz  des  18.  Artikels. 

21,  Wenn  von  den  neun  Scheiteln  einos  Cnrvenhuscludi*  dritter  Ord- 
nung sieben  auf  unserer  Curve  C^  liegen,  so  werden  offenbar  die  Curve  de« 
Büschels  auf  6'/  Punktenpaare  einer  Involution  bestimmen,  welche  central 
sein  muss,  da  die  beiden  Nachbarpunkto  des  Doppelpunktes  eiu  Paar  ent- 
sprechender Punkte  vorstellen.  Diese  Involution  ist  iusoferu  bemerkcns- 
wevth,  als  sie  von  dem  achton  ausserhalb  C/  liegenden  Scheitet  des  Bü- 
schels unabhKngig  ist  und  durch  Annahme  der  auf  C^  liegenden  sieben 
Scheitel  vollkommen  bestimmt  erscheint. 

Seien  1,  2,  3,  4,  5,  0,  7  die  sieben  auf  C^  willkürlich  angenommenen 
Scheitel  des  Curvenbiischels,  so  gehen  bekanntlich  alle  Curven  dritter  Ord* 
nung,  welche  auch  durch  einen  achten,  beliebig  auf  C^^  angenommenen 
Punkte,  gehen,  noch  durch  einen  neunten  Punkt  d, ,  welcher,  weil  C^  eine 
von  den  Cnrven  ist,  auf  C^  liegen  muss.  Es  ist  nun  klar,  dass  die  beiden 
Punkte  fl, ,  ö,  ein  Punktenpaar  der  obenerwäbuten  Involution  bilden,  wo- 
durch gleichzeitig  gezeigt  ist,  dass  die  Involution  wirklich  durch  die  sieben 
Scheitel  l,  2,  3,  4,  5,  0,  7  bestimmt  erscheint  und  vom  achten  Scheitel  des 
Curvenbiischels  ganz  unabhängig  ist. 

Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  sieben  auf  t',*  willkür- 
lich angenommene  Punkte  hindurchgehen,  bestimmen  auf  C^  eine  cen- 
trale Punktinvolution,  d.  h.  solche  Punktenpaare,  deren  Verbindungs- 
linien durch  einen  festen  Punkt  der  Curve  gehen." 

Durch  die  gegebenen  sieben  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  kann  man  nun  21 
Grenznille  von  Curven  dritter  Ordnung  legen,  d.h.  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  in  eine  Gerade  und  einpu  Kegelschnitt  zerfallen,  Legt  man  nämlich 
durch  zwei  der  sieben  Punkte  eine  Gerade  und  durch  die  tvixii  anderen 
einen  Kegelschnitt,  so  steilen  beide  zusammen  eine  durch  die  sieben  Puukte 

gebende  Curve   dritter  Ordnung   vor.     Dies  kann   man  -^:=21mal  vor- 
nehmen. 

Die  durch  zwei  Punkte  gelegte  Gerade  schneidet  C^  in  einem  dritten 
Punkte,  welcher  mit  dem  sechsten  Schnittpunkte  des  durch  die  fünf  übrigen 


wr  combiimToriHcIie  Prolileme. 


ihre  Anzahl,  indem  man  die  von  uns  gesuchte  Anzahl  der  möglichen  Gmp* 
pirnngen  mit  der  Anzahl  n!  der  Aanrdnungeii  mtiltiplicirt. 

Es  liegt  jedoch  nahe,  die  Aufgaho  auf  zweierlei  Arten  zu  verstehen. 
Erstens  kann  man  nämlich  verlangen,  dantj  eine  Summe  aus  mehreren 
Zahlen  durch  fortschreitende  (additive)  Verknüpfung  von  immer  nur  awei 
Zahlen  ausgerechnet  werde,  so  etwa,  wie  dies  z,  B.  bei  einem  Producta  von 
71  Factoreu  nothweadig  geschehen  niuss ,  oder  man  kann  auch  zweiteod 
das  gleichzeitige  Addiren  mehrerer  Zahlen  als  eine  neue,  von  der  eben» 
erwähnten  verKchiedeue  Operatiou  zulassen.  Es  bieten  aicb  also  zwei  Pro- 
bleme, welche  ich  der  Kürze  halber  zusammen  behandeln  und  durch  die 
Chiffren  I  und  II  unterscheiden  will.  Bei  dem  ersten  Problem  mnsa  jede  B 
Darstellung  der  « -gliedrigen  Summe  volle  n — 2  Parenthesen  enthalten;  bei 
dem  zweiieu  Problem  dürfen  von  diesen  Parenthesen  noch  beliebig  viele 
in  Wegfall  kommen.  In  beiden  Füllen  bezeichne  ich  mit  o„  die  gesuchte  ■ 
Anzahl  der  möglichen  Gruppirungen  oder  Associationen  der  «  in  bestimm» 
ter  Ordnung  aureinauderfulgendeu  Glieder. 

Es  ist  dann 


«I  =  1 , 


,-«',-  1 , 


ferner 

ad  I.  a^  =  2u,ccf^      a,  =  2  tr,  oj  -|-  a,*,      a_^  =  2  a,  a^  -J-  2  Cfj «,  ete. , 

ad  II.      rf,  s=  o,' -j- 2cr,  o,  ,     a^  =  tr,^ -f  3«,'«« -|- 2o,  a, -|- o,' etc. 

and  man  findet,  dass  allgomein  dioRecuisiun  besieht: 

1-  «n4-l  =  ^^"««n-f  l-fl- 


IJ 


H. 


1*114- 


,  =  Ä 


K  +  «.-h..>  +  «»)j^^^^^^^ 


WO  die  Summe  5  sich  erstreckt  über  alle  positiven  ganzzahligen  Wurzeln 
(incl.  0)  der  Gleichung: 

2)  1 .«,  +  2. ff,  -I-  3. ff,  -h  ...  +  «.ff,  =  «  +  l. 

Die  Gleichung  1)11.  gilt  auch  für  den  ersten  Fall,  wenn  man  noch  die 
Forderung 

3)  «,  +  "t  +«,  +  ...+  fl«  =  2 

hinzunimnit,  indem  sich  alsdann  iJio  Gleichung  1)1.  in  etwas  anderer  Dar- 
stellung ergiebt. 

Um  diese  Uecurs-ionen  zunüchst  einzusehen,  bedenke  man  ad  I,  dass 
die  n-\-l-gV\e(i\nge  Summe  jedenfalls  in  letzter  Instanz  durch  Zusammen- 
fatisnug  der  Glieder  zu  einer  zweigliedrigen  gemacht  nein  mnss;  dies  kann 
aber  nur  geschehen  durch  Zusammenfassung  der  a- ersten,  desgleichen  der 
«+1 — «-letzten  Glieder,  wo  «=1,2...«  ist.  Die  erste  Giiedergruppe 
Iftsst  sich  aber  laut  Definition  der  a  auf  fr«,  die  zweite  auf  cth^.)—«  Arten 
durch  verschiedenartige  Association  ihres  Inhalts  in  Untergruppen  einthei- 
len,  also  die  beiden  Gliedergruppen  mit  einander  verbunden  auf  cr^-Ofl  +  i—^ 
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Arten,  oiithio  die  ganze  Summe  auf  soviel  Arten,  als  diese  für  a=l,  2...» 

gebildetfD  Piodacte  zusammengenommen  angeben. 

Ad  II  wird  die  ganze  Summe  in  letzter  Instanz  zerlegt  erßcheinou  in 
ff, ,  a,..  ./7„,  beziehungsweise  1,  2  ...  h- gliedrige  Summen  ,  wobei  aber,  da 
die  GlieJerzahl  im  Ganzen  n  +  1  betragen  muss,  die  Delation  2)  besteht. 
Diese  Parlialaummen  sind  resp.  «, ,  «, ...  «„  verschiedener  Daiolelkingun 
fähig,  genauer  gesagt:  eine  Jede  der  ß„,  wglicdiigen  Theilsummen  läset 
sich  durch  verschiedenartige  Association  ihrer  Glieder  auf  a^  Arten  dar- 
stellen; sämratliche  rt,  +  ff,  +  ...  +  «„  Theilsummen  in  einer  bestimmten 
Ordnung  mit  einander  verknüpft,  lassen  sich  also  auf  «i*» .  er,"» ...  er«*»  Arten 
weiter  gliedern. 

Diese   Theilftummen   können   aber  in  pt=z  ^ A^^-111^  JUL.^ 

schiedenen  Anordnungen  mit  einander  verknüpft  werden,  wobei  indessen 
zu  beachten  ist,  dass  die  vorgeschriebene  Ordnung  der  Glieder  gewahrt 
werden  muss;  hat  man  sich  also  Jeno  Theilsummo  mitsammt  den  Parenthe 
sen j  welche  sie  enthalten,  perniulirt  gedacht,  so  musste  die  ursprlinglichB 
Reihenfolge  der  Glieder  durch  Versetzung  derselben  (ohne  Veränderung 
der  Farenlheseti)  wiederhergestellt  sein.  Darnach  ist  die  Anzahl  der  mög- 
lichen Darstellungen  einer  letztinstanzlich  in  fl,  eingliedrige,  a,  zweiglie- 
drige ...  und  a„  n-glicdrige  TheilHummen  zerlegten  Summe  gleich 

p  .  a,'^'  Cj"»  . . .  cfn""  , 
und  die  Anzahl  der  Darstellungen  dieser  Summe  überhaupt  wird  gefunden, 
wenn  man  diese  Zahl  für  alle  Arten  letztinstanzlicher  Zerlegungen   bildet 
und  summirt. 

Mit  Hilfe  der  also  bewiesenen  Kecnrsinnen  l)  kommt  es  jetzt  darauf 
an,  die  Zahlen  a„  independent  als  Functionen  von  n  darzustellen.  Auf  den 
ersten  Blick  scheint  dieses  sehr  schwierig,  da  die  Recnrsionen  nicht  einmal 
linear  sind  und  schon  bei  linearen  Recnrsionen  mit  ohne  Ende  wachsender 
Gliederzahl  die  Aufgabe  allgemein  noch  nicht  gelöst  ist. 

Ihre  Lösbarkeit  in  dem  gegenwärtigen  Falle  verdankt  die  Aufgabe 
einem  zufälligen  Umstände^  dem,  dass  die  Coefficienten  jd  eben  die  Permu- 
tationszahlen sind. 

Setzt  man  nämlich  für  eine  beliebige,  nur  hinreichend  kleine  Zahl  z: 

und  bezeichnet  mit  Jacobi  den  Coefficienten  von  a"  in  der  Entwickelung 
einer  Function  0{x)  nach  steigenden  Potenzen  von  z  mit  ['J'(i)].»  ,  so  zeigt 
sich  durch  Vergleicbung  der  RecurBiou  l)I.  mit  dem  polynomischen  Satze, 
dass  dieselbe  auch,  wie  folgt,  geschrieben  werden  kann: 


1 

I 
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Vier  coinbinatoriKche  Probleme, 


Desgleiclien   ist  in  1)11.  rechter  Hand   die  Summe  aller  Glieder, 
welche  o,  +  0, -|-... -|- a,  constnnt  =a  ist,  einerlei  mit  [F(z)'']^n+t,  und  i 
a  alle  Wertlie   von  2  bis  ;<  +  J  aünehmen  kann,  so  schreibt  sich  1)11.  au<| 
wie  folgt: 


5)11. 


Zur  Vereinfachung^  dieser  Formeln  5)  konnte  noch  n  für  «  +  1  geschi 
heu  werden;  sie  wüiden  dann  aber  nur  für  h>1  Giltigkeit  haben.     Diese 
Darstellung  der  gesuchten  Znhien  kann  nun  nebst  dem  Werthe  «|  =  1  in 
Gleichung 4)  einsetzen,  dnrch  welche  man  ihre  erzeugende  Function  F(r)  i 
fioirt  ist.    Dadurch  eruiiebt  dch  eine  Relation ,  ans  welcher  es  gelingt,  di« 
erzeugende  Function  selbst  zu  bestimmen;  zunächst  nämlich: 

n.  F{:)  ^-^"^  "^  z-  [F(0-],.  ; 

nachdem  noch  bei  11  die  Summationsordüung  umgekehrt  worden. 
Nach  der  Bedeutnog  des  Symbols  [Cl^(j)3  m  ist  aber 

wenn  die  in  eine  Mac  Laurin  'sehe  Reibe  entwickelte  Fanction  0(z) 
der  a**"  Potanz  von  z  beginnt.     Da  in  der  That  F{z)  mit  dem  Gliede  a, «, 
sowie  F(zY  mit  Oj^t"  beginnt,  so  wird  also: 
I.  Fiz)  =  z-\-F{z)\ 


«) 


IL  F{z}^z+yF{zy=z  + 


F(zy 
1  -  F{zy 


i 


In  beiden  Problemen  haben  wir  demnach  eine  bezüglich  F{z)  quadra- 
tische Gleichung  gewonnen,  aus  welcher  diese  Function  berechnet  werden 
knnn.  Man  Hudet  jedesmal  zwei  Werthe,  von  welchen  der  eine  zu  verwer- 
fen ist,  weil  die  Reihenentwickelnng  der  FnnctJon  mit  dem  Terme  z  begin- 
nen,  also  die  0'"  Potenz  von  2  herausfallen  muss.  Die  richtigen  Wert 
sind  nach  Auf lösung  jener  quadratischen  Gleichungen: 
L  F(r)  =  4{l-(l-4r)*I, 

II.  F(:)=.i{l  +  t-[l-z(6-i)]-ij, 
wenn  unter  den  ^'*'"  Potenzen  diejenigen  Werthe  verstanden  werden,  welc 
die  Binnraialreihe  liefert. 

Diese  beiden  Functionen  sind  nun  lediglich  noch  nach  Potenzen  von  zj 
entwickeln,  damit  der  Coefficient  von   z"   aus  ihnen   entnommen  werden 
könne.    Ad  1  bietet  dies  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  und  erhält  1 


7) 
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8)1.  «„  =  (-»)— •2»— MD«, 

oder,  ia  einer  für  die  Reclmung  bequemoren  Form  dargestellt: 
'i_    (»+j)(H-f  2)(»+3)...(2«-3) 
1  .  2  .  3  . . .  (rt  —  3  J 


«a  — 


n  —  t 
woraus  beiläufig  auch  die  Recursion 


für  «i>3, 


2ii  —  1 


folgt. 


Ad  11  wird  man  zuerst  durch  Anwendung  des  Biuoniialtheorems  nach 
Potenzen  von  «(6  —  2),  hierauf  die  einzelnen  Glieder  durch  abermalige  An- 
wendung desselben  nach  Potenzen  von  z  selbst  entwickeln.  Das  Ordnen 
ntich  Potenzen  von  z  geht  bequemer  vf»n  ntatten,  wenn  man  auch  die  ab- 
brechenden Binomialrcihen  nocli  ins  Unendliche  fortsetzt.    So  wird  nun: 


8)11. 


(-O-* 


'(i)-(«)»-aC'— 


Ordnet  man  die  durch  diesen  Snmuieuausdruck  dargestellte  Reibe 
nach  fallenden  Potenzen  von  G  an  und  setzt  sio  ins  Unendliche  fort,  so  con- 
vergirt  die  entstehende  Reibe ^  so  lange  nicht  einzelne  Glieder  unendlich 
werden^  für  alle  möglichen  complexen  Werthe  von  h,  da  der  C^uotient 
zweier   aufeinanderfolgenden    Glieder   mit   wachsendem   Stellenzeiger   der 

Grenze  —•  zustrebt.     Man  erhält  so  einen  analytischen  Ausdruck  für  eine 

Function,  durch  welche  nicht  nur  die  Reihe  der  Werthe  er,,  er,,  «,...  inter- 
polirt,  sondern  überhaupt  die  Grösse  a„  im  ganzen  Bereich  der  Zahlenehene 
als  Function  von  n  explicirt  wird,  Ist  jedoch  n  eine  natürliche  Zahl,  so  ver- 
einfacht sich  die  obige  Gleichung  wegen  (rt)„_rt^O  für2«<^n,  und  zer- 
fällt in  die  beiden  folgenden: 


«2 


I 


(4)«+*(«  +  '^)— .«'S 


9)  IL 


«2,+l  =  i^(4)„+c4-l  ("  +  ''+ 0—*Ö''+'» 


c=(i 


deren  Glieder  auch  noch  nach  dem  Schema  (a)ß  (/3)y=  (a)y  («  —  li)ß-r  **■■" 
geformt  werden  könnten.  Für  die  Berechnnng  bequemer  sind  die  Aus- 
drücke: 


10)  II. 


_L  ""V  (-l)"~''(^»  +  2a -3)1  3^' 
*'2"'^2»"^    (n-i-a  — 2)l(M-o)!(2<i)t  ' 


^■»«-1-1=;; 


(„l)»-^(2«4-2a  — 1)!  3^*  +  ^ 
2^»+»  ^  (n  +  rt  -  I ) !  («  ~  o) !  (2rt  +iy! ' 


.  V 


in  welchen  Jedoch  n  >  1  ,  resp.  ^O  sein  muss.    Die  allgemeine  Ausführung 
der  Sumraation  ist  mir  nicht  gelungen.    Nach  8)1  und  10)11  berechnet  man 
leicht  die  ersten  Werthe  der  Coefßcienten,  etwa  von  a,  bis  a,„: 
L  1,1.2,    5,    14,    42,    132,    42ft,    1430,     4862, 

II,  1,  1,  3,  11,  145,  197,  903,  4279,  20793,  103049. 

Eine  sechsgliedrige  Summe  z.  B.  Ifisst  sich  demnach.  Alles  in  Allem 
genommen,  schon  auf  141840  Arten  Überhaupt  anschreiben;  ersetzte  man  das 
-f- Zeichen  durch  irgeud  ein  ;iuderes,  weder  coiomutatives ,  noch  associa- 
tives  Functionszeichen,  so  würden  sich  ebenso  viele  verschiedene  Werthe 
des  Rechenergebnisses  lierausstellen. 

Schliesslich  eine  Bemerkung  über  die  ZnlSssigkeit  der  angestellten 
Betrachtungen.  Für  die  Gtltigkeit  derselben  war  es  erforderlich ,  dass  die 
vorkommenden  Reihen  convergirten.  A  posleriori  läs»it  sich  nun  leicht  ein- 
sehen, dass  ad  I:  worf-r<  j-,  und  ad  II:  oto</2<;3— -2  ^=  0,17157,. .  sein 
rouss,  weuo  die  Reihe  für  F{z)  convergiren  soll,  da  dieses  die  kleinsten 
Werthe  von  z  sind,  für  welche  die  Derivirten  von  F{z)  nnendlicl»  werden, 
nKmlich  die  Grundzahl  der  ^'''"  Potenz  in  7)  verschwindet.  Wegen  O) 
musste  überdies  t  ad  II  so  klein  gedacht  werden,  dasa  nmd  F{z)<^  1  wurde. 
—  Das  Verhältniss  zweier  aufeinanderfolgender  Coefficienten  c  nähert  sich 
bei  wachsendem  Stelleuzeiger  ad  I  der  Grenze  4,  ad  II  der  Grenze 
3  -|-  2/2  =  5,8284 J7  . . ..  Schwieriger  dürfte  ad  II  die  Aufgabe  sein ,  die  Art 
des  Unendlichwerdens  von  ctq  selbst  für  lmn  =  cc  zu  bestimmen. 

Es  ist  nebenbei  das  für  die  Zahlenlheorie  nicht  uninteressante  Resultat 
gefunden,  dass  die  für  die  Coefficienten  a  angegebenen  Ausdrücke  8)  bis  10) 
stets  ganxe  Zahlen  sein  müssen,  was  namentlich  ad  II  schwer  direct  zu  be- 
weisen sein  dürfte. 


I 

I 

I 


m  und  IV. 

Verwandt  mit  den  beiden  vorigen  Problemen  sind  die  beiden  folgen- 
den, bei  denen  es  nnf  die  Anordnung  der  Elemente  (Glieder),  die  bisher 
eine  vorgeschriebene  war,  nicht  ankommen  soll. 

III.  Es  sind  «  Elemente  gegeben,  z.  B.  körperliche,  im  Räume  beweg- 
liche Individuen,  die  ich  abermals  Glieder  nennen  will.  Von  diesen  kettet 
man  irgend  zwei  dadurch  an  einander,  dass  man  sie  mit  einer  geschlosse- 
nen, etwa  einfach  zusammenhängenden  und  sich  selbst  nicht  schneidenden 
Obei  fläche  —  einer  Zelle  gleich  —  umhüllt.  Diese  Uülle  sammt  ihrem  In- 
halt wird  nun  als  neues  Glied  betrachtet  und  auf  die  neue  Menge  von  nun- 
mehr n  —  1  Elementen  die  nümlichc  Operation  so  lange  fortgesetzt  an- 
gewendet, bis  der  ganae  Complex  schliesslich  zu  einem  zweigliedrigen 
geworden  ist.  Es  fragt  sich,  wievielerlei  Complexiouen  durch  diesen  Pro- 
eeM  erhUitUch  sind,  d.h.  auf  wieviel  Arten  derselbe  vollzogen  werden  kann. 
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IV.  Man  tUellt  die  n  Elemente  auf  boUebige  Weise  in  Gruppon ,  näm- 
lich evenlaell  in  einige  eingliedrige,  einige  2,  3 ...  «güedrige;  jede  Gruppe 
vou  mebr  als  ein^m  Elemente  umschliesst  man  durch  eine  gescblossene 
Oberfiäcbe  und  lässt  die  letztere  snmtnt  ihrem  Inhalt  als  eia  den  übrigen 
coordinirtes  Element  gellen.  Die  neue  Menge  von  (Kelbstverstäodlich  we- 
niger als  w)  Elementen  wird  deuisellien  Process  wiederholt  nnterworfeu ,  so 
lange  es  belifbt,  beziehungsweise  so  lange  es  angebt,  indem  die  Einschlies- 
snng  auftlog  den  «origen  Problemen  nur  so  weit  gehen  darf,  dass  der  resnl- 
tirende  Compicx  noch  aus  mehr  als  einem  Elemente  besteht.  Es  soll  die 
Anzaiii  der  Complexioneu  gefunden  werden,  welche  durch  diesen  Proceas 
gebildet  werden  können. 

In  den  beidea  Problemen  will  ich  die  gesuchte  Anzahl  der  mö^'ticben 
associHtiven  Gliedeiungen  des  n-gliedrigen  Complexes  mit  ß„  bezeichnen 
nnd  unter  der  Annahme  aufsuchen,  dasa  alle  Elemente  als  individuell  ver- 
schieden betrachtet  werden.  Den  Gegensatz  dieser  Probleme  mit  den  bei- 
den vorigen  wird  man  am  besten  kennzeichnen,  wenn  man  III  und  IV  als 
ein  Problem  der  freieo  oder  ungeordneten,  hingegen  I  und  II  als  ein 
Problem  der  bedingten  oder  geordneten  Association  hinstellt.  Es  ist 
auch  fl  priori  ersichtlich,  dass  §„"^0^^  aber  <l?f!  a„  sein  wird;  denn  nimmt 
man  die  Elemente  wie  die  Glieder  einer  Summe  in  eine  Reibe  geordnet  an 
und  lässt  die  Khinimern  durch  gescblossene  Oberflächen  vertreten,  so  sieht 
mau,  dass  die  «„  bedingten  Associationen  sich  s;immtlich  unter  den  ßa 
freien  vorfinden,  und  umgekehrt  aucli  die  |3„  freien  unter  den  bedingten 
nach  Permuiation  ihrer  Elemente;  dieses  gilt  sowohl,  wenn  man  die  Pro- 
bleme I  nnd  III^  als  wenn  man  II  und  IV  unter  sich  vergleicht.  Aus  den 
für  die  Probleme  III  und  IV  angegebenen  Bestiramnngen  geht  nämlich  her- 
vor, dass  eine  Permutation  der  Elemente  keine  Aeuderuug  bewirkt  und  ssu 
keiner  neuen  Complexinn  führt,  wenn  sie  nur  die  Wirkung  hat^  dass  die 
von  ein  und  derselben  Hülle  umschlossenen,  einander  coordintrten  Elemente 
unter  sich  vertauscht  werden j  zu  einer  neuen  Gliederung  führt  das  Pcrmu- 
tiren  nur,  sofern  einzelne  Elemente  aus  der  gedachten  Ilüllc  heraus-  und 
andere  dafür  bereintrcten. 

Selbstredend  dnrfte  keine  der  Hüllenflüchen  eine  andere  schneiden. 
Wollte  man  auch  Eiuscliliei*sung  eines  einzelnen  Elementes  zulassen  (jedoch 
keine  mehrfache),  so  wHre  ßn  noch  mit  2"  zu  multipliciren  und  bei  fernerer 
Zulassung  einer  Einschliessnng  des  ganzen  Oomplexes  mit  2'*+*. 

Die  Methode,  deren  ich  mich  nun  zur  Ermittelung  der  gesuchten  Zah 
len  bediene,  ist  der  vorigen  ähnlich,  wenngleich  eich  die  Ausführung  (na- 
mentHcb  ad  IV)  interessanter  gestaltet. 

Ich  stelle  zuerst  eine  Kccursion  zur  Berechnung  der  Grössen  ß„  auf. 
Man  bat: 

l5,  =  l,     ßt  =  ßi'  =  \. 
ferner: 


wenn  die  Berecbnung  von  a,b  für  einerlei  gilt  mit  der  von  b  .  a»    Es  ist 
z.B.: 

/Sg  =  l,     /S,  =  3,     ,?4^15,     /?5=105etc. 

Es  gelingt  aber,  ancli  die  Aufgabe  IV  zu  lösen,  wtinn  man  bemerkt» 
dass  nach  Herrn  Weierstrasa  (Crelle's  Journal,  Bd.  51  S,  1  ilgg.)  sieb 
e't*)  mindestens  innerhalb  desselben  Bereiches  nach  Potenaen  von  z  ent- 
wickeln lässt,  wie  die  (hierbei  beliebig  gedachte)  Function  F(z)  selbst,  und 
zwar,  dass  ein  beliebiger  Coefficient  in  dieser  Entwiekelung  ist: 

_-^  «,"'  cf,"'  ...  cf-""  a"""^^ 

-^^      «,!  ff,!  ...«„!  ««4,,! 
wo  die  Summe  £  sich  erstreckt  über  alle  positiven  ganzen  Wurzeln  (incl.  0^ 

der  Gleicbung 

15)  1  .«, +2.  «,+  ... -f.  ff« +  («  +  !)• '»"  +  1  =  "+*' 

Es  giebt  aber  nnr  ein  einziges  Wcrlhsystem  der  et,  in  welchem  0,4.1 
von  0  vfirschieden  ist;  dieses  ist  dasjenige,  für  welches  «„41  =  1  und  alle 
übrigen  a  gleich  0  sind.  Die  über  alle  Wurzeln  der  letzteren  Gleichung  15) 
erstreckte  Summe  £  in  14)  übertrifft  also  die  frühere  Summe  5  in  13)  IV,  er- 
streckt über  die  Wurzeln  der  Gleichung  2),  nur  um  das  Glied  0^+1;  in  den 


übrigen  Gliedern  stimmen  beide  Summen  wegen 


<+i 


0! 


•  l    genau  überein, 


und  kann  mau  also  die  Recursion  13)  IV  schreiben: 
oder  für  n>U 

Einsetzung  dieses  Werthes  in  den  Aasdrnck  4)  von  F{z)  lehrt,  dass 
diese  Function  die  Relation  befriedigt: 

18)  IV.  /'W  =  4|2-H-^'"'--M, 

dass  sie  also  eine  Wurzel  der  transscendcnteu  Gleichung  ist: 
19)  2/^+1— e''  =  r. 

Es  handelt  sich  darum,  diese  Gleichung  aufzulösen,  wozu  man  das 
Theorem  von  Lagrange  oder  die  Burmann' sehe  Reihe  benutzen  könnte. 
Diese  Reibe  liefert  gerade  diejenige  Wurzel  der  transcendenten  Gleicbung, 
welche  den  Werth  F^=0  in  sich  fasst  und  nach  Potenzen  von  z  —  mit  j' 
beginnend  —  entwickelt  werden  kann,  welche  also  die  von  uns  gesachte 
Wurzel  ist;  es  convergirt  die  gedachte  Reihe,  beilänfig  gesagt,  für 
mod  c  <  2  %2  —  1  =  0,3S0294  . . .. 

Die  Auflösung  der  Gleichung  10)  nach  der  Unbekannten  F  hat  Übri- 
gens ein  allgemeineres  Interesse,  als  es  bei  einem  Hüchtigen  Blicke  scheint, 
da  sich  aoch  die  Gleichung 
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durch  eine  lineare  Snbfltiltition  für  x  und  MuUipltcation  mit  einer  Constftn- 

ten  auf  tlio  Form  19)  biingeD  lasst.     Ebenso  gKht  die  Gleicbnng  19)  aelbat 
durch  Einsetzung  von  F=^(C-^log2  io  die  bequemere  Form  über: 
20)  /•(a:)  =  x  +  y— «-•'  =  0, 

1—z 


worin  y  = /ogf  2  +  • 


eine  gegebene  Grösse  bedeutet}  in  dieser  letzteren 


Form  müge  die  Gleicbung  nach  x  aufgelöst  werden. 

Statt  der  Barm  an  naschen  Reihe,  welche  stets  nur  eine  einzige  be- 
stimmte Wiiizrl  der  Gleichung  darstellt,  ziehe  ich  vor,  die  von  mir  (Mathe- 
matisclie  Aniialen,  Bd.  2  S,  330)  angi'gebene  Formel  23)  oder  24)  anzuwen- 
den, da  sie  hei  passeuder  Annahme  der  imConvergenzbereich  willkürlichen 
Zahl  X  eine  jede  der  Wurzeln  liefert.  Stellt  a;,  irgend  eine  dieser  Wurzeln 
vor,  so  kann  darnach  x  (noch  auf  «üzälilige  Arten)  so  angenoiumcu  werden, 


ar,  ^x-f 


'(-l)V(x)« 
nl 


y»_i 


y«-i  =  <C 


>(■«•) 


.  X 


._,  ==  ''">„  ^"' 


bedeutet.  HiGrnacVwürde  die  directe  Bestimmung  der  Coefficieulen  y„_i  un- 
serer Reihencutwickelung  voü.r,  zwar  ausführbar  sein;  jedoch  ist  dieselbe  so- 
gar für  nierlrige  Wortlie  von  n  schon  mit  äusserst  mühsamen  Rechnungon  vor- 
knüpft. Wir  suchen  deshalb  jetzt  eine  Reihenentwickelung  für  diese  Coefß- 
cieuten  auf.    Zu  dem  Ende  möge  das  Ergebniss  22)  in  folgender  Form  ge« 

schrieben  werden : 

-1 


yn 


=  /'>»  d" 


f=« 


i-'-^J 


indem  wir  zur  Abkürzung  e*  =  y  setzen.   Da  nun 

Um  l^  —  1 
e  =  o 


=  l 


ist,  so  wird  man  unter  der  Annahme  tnod y  <C  1  die  zu  differonzironde  Func- 
tion in  23)    für  hinreichend    kleine  £  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine 


Reihe  nach  Potenzen  von  y- 


entwickeln  können ,  und  da  die  Difieren- 


tiation   einer  nobedingt  convergirenden  Potenzreihe  gliedweise  ausgeführt 
werden  kann,  so  wird 

yn =^  (-1)"  (- "  -i)  -  f/^l^^^ ";  C^T* 


Die  in  dieser  Reihe  noch  auftretenden  Grenzwerthe  sind  »her  die  bfl^ 
kannten,   schon   von  Ubbo  Meyer   behandelten  Coefficienten  (Gnmert's 
Archiv,  Bd.  9  S.  lOlflgg.),   welche   ich   in  einer  nur  wenig  abweichenden 
Weise  bezeichnen  will  nuch  dem  Schema: 

Ueber  diese  Coefficienten,  über  welche  ich  bald  einige  Miltheilnngen 
2U  machon  gedenke,  kann  man  auch  Schlömilch's  Compendium  der 
höheren  Analysis  (11.  Bd.  1.  Lief.)  vergleichen.  Dieselben  können  recur- 
renl  berechnet  werden  nach  der  Differenzengb'ichwuj;: 

25)  («  +  a)Ä'''U«{Z/lr-"  +  ^i;lt}. 

neben  welche  die  Anfangswerthe  ^^>^'')  =  <ß^<*>  —  l   und    ^JJ*' =  0  zu   stol 
len  sind. 

Beachtet  mau  noch,  dass  (— « —  l)«  =  (— 0"  (" +«}-  »st,  so  hat 
man  nun: 


yit  =  «l 


(N+fl)«^ir^% 


oder  auch ,  wenn  man  allgemein 
«)  (''+'')'2>i.''=iB!.-' 

a ! 

kt: 


28) 


y«' 


o^rr. 


Bekanntlich  ist  93w**  gleich  der  Summe  aller  Combinationen  mit  Wie- 
derholungen zur  n'"*  Classe  aus  den  Elementen  1,  2,  3  ...  a,  wenn  diese 
Combinationen  als  Producto  anfgefasst  werden,  und  nimmt  dieDififerenzen- 
gleichung  25j  für  die  letzleren  (Trossen  die  einfachere  Form  an: 

Die  Convergenz  der  Reihen  26)  oder  28)  für  mody  <[  1  kann  auch  di- 
rect  aus  dem  Umstände  geschlossen  werden,  dass  Sn  ^'^^^  ganze  rationale 
Function  n*"  Grades  von  ^  ist,  z.  B. : 


30) 


^/->  =  |.      ^<'>  = 


48 


f  *  5760  ' 

dass  also  das  VerhäUniss  Äi,""^'^ :  ß'**  für  a=  CO  sich  der  Grenze  1  nShert. 

Die  gefnndene  Reibe  fiir  y«  gestattet  noch  eine  Uroformnng,  welche 

r  merkwürdig  scheint.    Bekanntlich  Ut  nlirolicb  für  einen  ganzen  positi« 

J5;)r^0Denten  a  i 
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3!) 


(-1)^(0),^+«, 


und  wird  dieser  Anadriick  in  26)  eingesetzt,  alsdann  (nach  Auflusnng  de 
Binomialcoefficienten  io  Fncultätonquotipnten)  rnducirt,  so  läsat  sich  (be-" 
dinguDgsweiso)  die  Ordnung  der  Summatton  umkehren  und  die  zweite  Sum- 
matinn  nach  dem  Vorbilde  d«r  Exponentlalrolhe  auafübren.  Man  erhält 
ehliesalich: 


32) 


'-mi^ 


(-D- 


üiese  Reihe  behält  für  coroplexe,   wie  für  reelle  Wertho  von  n  einen 
Sinn,    Da  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgenden  Glieder: 

.^+«    y_ 
'  e9' 

sich  für  c— QO  der  Grenze  e  ,  —  nähert,  ho  convergirt  die  Reihe  überhaupt, 

so  lange 

ist;  für  y  =  l  divergirt  dieselbe  uocli.  Aber  nicht  für  alle  innerhalb  dieses 
Convergenzgebietes  liegenden  Werthe  von  y  ist  die  Reihe  äquivalent  mit 
der  bisherigen,  durch  28)  dargestellten  Function  y„,  sondern  nur  für  die- 
jenigen Punkte  //  dicseb  Gebietes,  in  welche  der  Punkt  t/—0  stetig  über- 
gehen kann,  ohne  die  Curve 

mod  {y  e—!f)  =:  e-^ 
zu  überschreiten.    Diese  Curve,  als  deren  Gleichung  sich,  wenn  y  =  u-\'iv 
gesetzt  wird,  in  rechtwinkligen  Coordinaten  «,tJ  ergiebt: 

besitzt  einen  Doppelpunkt  in  y=lj  sie  hat  die  Gestalt  einer  einfachen 
Schleife,  welche  in  Bezug  auf  die  u- Achse  symmetrisch  verläuft.  Der 
Scheitel  dieser  Schleife  ist  der  Punkt  y  =  — 0,28153 ... ;  der  gescblossone, 
durchaus  convexeTtieii  derselben  liegt  ganz  innerhalb  des  mit  dem  Radius  1 
um  den  Punkt  2/ =  0  beschriebenen  Kreises,  und  erreicht  die  Ordinate  v 
ihren  Maximalwerth  0,40237...  für  m  =0,20319  ..,;  von  dem*  Knotenpunkte 
y  =  l  an  gaholt  sich  die  Curve  in  zwei  immer  steiler  ansteigende  unendliche 
Aeste,  welche  dortselbot  den  stumpfen  Winkel  2  arc/p  |/2  einschliessen. 
Convergenzgehfet  ist  nun  die  von  dem  geschlossenen  Theile  der  Schleife 
eingeschlobspue  Fläche  (für  welche  stets  «<!1  ist)  nebst  dem  schcitelrecht 
gegenüberstehenden  unendlichen  Fliichenraum  zwischen  den  gabelförmigen 
Aesten  (für  den  überall  u>l  ist);  jedoch  ist  zur  Giltigkeit  der  Gleichung 
32)  die  Bedingung  real .  y  <  1  erforderlich.  Nur  unter  dieser  Voraussetzung 
bezüglich  j/  heHtehen  auch  die  späteren  Transformationen. 

Es  gelingt  nämlich  auch  ^  die  Reihen  32)  oder  28)  durch  eine  rationale 
Function  von  y  zu  summiren,  wie  ich  jetzt  zeigen  will. 
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^ 


Da  meine  schon  citirte  Formel  23)  (Matb.  Annalen,  Bd.  2  S.  330)  auch 
in  der  Form  21)  [ibid.)  geschrieben  werden  kann,  und  da  die  Derivirton 

r^^(x)^l-^e-=l~y.  P»(ar)-/<3)(a)  =  ...=-y  ' 
sämmtlich  lineare  FuDctionen  vou  y  sind,  so  muss  der  Eulwickelungscoefti- 
cient  y„,  auf  den  Nenner  {/""^(ä:)  }**+•  gebracht,  beziehungsweise  mit 
(l — y)^"'^^  nmltipliclrt,  eine  ganze  rationale  Function  w***"  Orades  von  y 
werden,  was  auch  sclion  aus  22)  gefolgert  werden  könnte.  Entwickelt  man 
aber  (l  — y)^''+'  nach  dem  binomischen  Satze,  multiplicirt  damit  die  Gleich- 
ung 28)  und  ordnet  rechts  nach  Potenzen  von  y  an,  so  ergiebt  sich  erstens 
aus  der  Forderung,  dass  die  Coefficienten  der  hühercii  Potenzen,  als  y", 
verschwinden   müssen,    eine    neue   Relation    der  Combinationssummen  ^, 

nämlich: 

«=• 
83)  ^  (-lY  {in-^  i%>3'r"'  =  0  für  «>«, 

und  xweitens  bleibt  übrig: 


I 


34) 


^^^l'^r  ^  (-i)-(2«  +  i).ir, 


womit  die  Reihen  28)  oder  32)  »unimirt  sind.  Darnach  lässt  sich  auch  für 
einen  Wcrth  y'  vou  «/,  dessen  reeller  Theil  reai .  y' >l  ist,  die  Summe  der 
Reihe  32)  angeben;  man  braucht  nJimlich  nur  in  34)  für  das  explicite  er- 
scheinende y  denjenigen  innerhalb  de»  Convergenagebictea  liegenden  Werth 
zu  nehmen,  welcher  durch  die  Bedingungen 

ye~^  =  yc~y    und  real  ,y<C\ 
bestimmt  ist.    Bezeichnet  man  den  Coefficienten  von  y"  in  der  ersten  Reihe 
34)  zur  Abkürzung  mit  ^b  ,  so  dass  also  nach  33)  ^^       =  0  ist,   so  lassen 
sich  unter  Benutzung  der  aus  27)  nebst  31)  hervorgehenden  Werthe: 
Si'^  =  l,     33i?*  =  2''+'^l,     ©l''  =  4  (3^-2-2^3+1)  etc. 
auch  die  ersten  Coefficienten  ^^    für  jedes  n  berechnen,   und  findet  man 
%.  B.: 


0„    =  I  , 


Oi;-''  =  2H-l_(2„4.2), 


»'9L 


^;,"  ^  J  13"+-  —  (2«  +  3j  2"+^  -(.  2w  .  2n  +  2)  +  3}  etc. ; 
auch  bemerkt  man,  dass  allgemein  a>i,'"  =  «!  ist. 

Um  nun  zu  unserem  ursprünglichen  Problem  zurückzukehren,   haben 
wir  nur  /'äO,   also  a-= — loy2  odery=^   anzunehmen,   damit  x,  j=/'(tj 

nach  Potenzen  von  z  entwickelt  erscheine.    Da  alsdann  /(z)-^— —  wird, 

HO  ergiebt  sieb  als  Coefficieni  vou  t"  in  21) : 
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mid  daruac!)    sind  für  die  gesuchte  ZabI  der  Complexiouen  die  ÄUädriickc 
gefunden  [vergl.  28)  ,  32)  und  34)]: 

35)  IV. 


I«—  1 


3ü)IV. 


w+* 


e  » 


Die  erste  Reihe  35)  convergirt  wie  eine  geometrische,  deren  Quotient 
ist;  jedoch  nebnien  anfangs  die  Glieder  eine  Zeit  lang  zu.    Es  ist  z.  B.  für 
H  =  3: 

«-  -  a^(»+l)^(^+2)(aH-3) 
3.2-H 


82j3^  =  832  =  2^ 


eine  Reihe,   von  der  man  äcJioa  24  Glieder  berücksichtigen  uiuss,  um  die 
Samme  auf  eine  ganze  Einheit  genau  zu  finden. 

Bedeutend  achtechter  convergirt  die  zweite  Reihe  36),  nämlich  wie 
bine  geometrische,  deren  Quotient  :^  *fa  =  0,0Ü4I4 ...  ist;  dieselbe  hat  jedoch 
Jen  Vorzug,  für  alle,  auch  für  complexe  Werthe  von  n  einen  8inn  zu  behal- 
ten und  also  zur  vollstäindigen  Explicatiuu  von  ß„^i  als  Function  von  n 
dienlich  zu  sein.    Setzt  man  für 


38)        ■ß^,^^'jL'^-.^oi.^i 


di 


die  Exponentialreihe  ein,  so  läset  sich  diese  Function  nach  Potenzen  von  n 

entwickeln ,  nämlich : 


r! 


Wird  der  Ausdruck  von  Ö^  (der,  beiläufig  gesagt,  wiederum  für  jedes  n 
einen  Sinn  besitzt  und  nach  Potenzen  von  a  entwickelt  werden  könnte)  mit 
dem  von  ß^^i  aus  36)  verglichen,  so  zeigt  sich  leicht,  dnss  öa<ßa+u  "id 
folgt  daraus,  dass  die  erste  Reibe  38)  mindeatena  in  demselben  Bereiche 
für  w  convergiren  muss,  als  für  2  die  Reibe /"(r);  diese  Reihe  38)  convergirt 
aber  überbaujit  in  der  ganzen  Zahlcnebene,  da  di«  Function  ß„^.i  in  30) 
nebst  ihren  Dorivirten  für  kein  endliches  n  unendlich  werden  kann,  da  sie 
also  eine  sogenannte  synek tische  Function  ist.  Das  Gleiche  gilt  von  den 
Entwickelungscoefficienten  d„  und  deren  ferneren  Entwickelnngscocfficien- 
ten  ohne  Ende  fort,  welche  sUmmtlich  als  Functionen  ihres  Stellenzeigers 
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völlig  explicirt  erbalten  werden  und  in  den  Gliedern  ihrer  Reihenentwicke- 
lung mit  Potenzen  höherer  (iterirter)  Logarithmen  der  halben  Summations- 

c  c 

variabeln  loglog— ^  logloglog  -—  etc.  behaftet  sind. 

Die  Gleichung  37)  giebt  endlich  für  ganze  positive  Argumente  den 
Werth  derFunction  ß^i  in  geschlossener  Form,  als  ein  Aggregat  von  gan- 
zen Zahlen.    Damach  ist  z.  B. 

1?2  =  1.     ft  =  4,     /J4  =  26,     /S5  =  236.... 
,  Der  Quotient  jSn^i:/?»  nähert  sich  für  n  =  00  der  selbst  unendlichen  Grenze 

n(2log2  —  \). 
Beträchtlich  schwieriger  dürfte  die  Lösung  der  vorstehenden  Probleme 
fttr  den  Fall  sein,  dass  unter  den  ursprünglichen  Elementen  einzelne  ein- 
ander gleich  sind. 
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XXIL    Tangentialcurven  der  Kegelschnitte. 
(HierzuTaf.V,  Fig.3-8.) 

An  einen  Kegelacboitt  seien  alle  rrjöglichfn  Tanfr^nten  gezogen  und 
auf  jeder  Tangente  werde  nach  links  der  Punkt  markirt,  welcher  am  t  von 
der  der  Tangente  zugehörigen  Ordinate  entfernt  ist.  Der  geometrische  Ort 
aller  dieser  Punkte  auf  den  IVngenten  soll  beslimmt  werden. 

Das  Coordinateusj'&leni  sei  rechtwinklig,  die  Gleichung  des  gegebenen 
Kegelscliiiittes 

Sind  Xf/  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Kegelschnittes,  so  sind  die 
des  entsprechenden  Punktes  des  geometrischen  Ortes: 

1  =  ^-/. 
»/  =  !^— '/■'(•3f)• 
DtIrch  Elimination  von  X  tind  y  aus  den  drei  vorhandenen  Gleichungen 
ergiebt  sich  die  Gleichung  df  s  geomf^triscben  Ortt^s. 

1.    Der  gegebene  Kegel-icbnitt  sei  eine  Parabel,  ihre  Gleichung: 

dann  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

</$•      "+■  8$Vt 

(Fig.  1.)  Die  Curve  besteht  aus  zwei  aur  x-Axe  symmetrischen  Thel- 
len,   welche  die  ^-Axe  aur  gemeinschaftlichen  Asymptote  haben  und  sich 

iru  Punkte  f  -  ,  0  j  schneiden.    Bo  lange  flr<  —  ist,  kehren  bei'^ 

Zi^fUchrifl  f  Matlkomatik  u.  V1>jr»jk  XV,  :•. 
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or-Axe  die  couvexe  Seite  zu;  wächst  x  über  —    hinalis,    so    wenden   beide 
derselben  die  concavc  Seite  zu. 
Setzen  wir 

80  ist 

y)  1?  =  i?i  —  nv 

a)  ist  die  Gleichung  einer  Parabel ,  die  der  oben  gegebenen  congruent, 
deren  Scheitel  aber  mit  dem  0- Punkte  zasammenföllt;  i^,  gleich  der  Ablei- 
tung von  1^1  multiplicirt  mit  t  repräsentirt  eine  Curve  (Fig.  2),  die  wir  die 
Ableitnngscurve  nennen  wollen;  sie  besteht  aus  zwei  zur  a;-Axe  symme- 
trischen Theilen,  die  ihr  die  couvexe  Seite  zukehren  und  die  beiden  Axen 
zu  Asymptoten  haben. 

Construirt  man  demnach  die  Parabel«)  und  die  zugehörige Ableitungs- 
cnrve  ß)  und  trägt  immer  von  i},  das  zugehörige  )/,  ab,  so  ergiebt  sich  stets 
eine  Ordinate  des  geometrischen  Ortes. 

Aus  y)  folgt,  dass 

0  ü  0 

d.  h.  die  Fläche,  welche  von  der  ^-Axe,  einer  Ordinate  i;,  der  Abscisse  ^ 
und  den  dazwischenliegenden  Theilen  der  Curve  begrenzt  wird,  ist  gleich 
dem  Inhalt  eines  Theiles  der  Uilfsparabel ,  der  über  der  Abscisse  |  liegt, 
vermindert  um  das  Rechteck,  welches  die  Ordinate  ?y,  der  Hilfsparabel  und 
die  Strecke  i  zu  Seiten  hat. 

«    2.    Die  gegebene  Curve  sei  eine  Ellipse,  ihre  Gleichung: 

dann  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

b     (a-l) 


I»— 3n|«-f  2«»!  +  «'/ 


(2«i-rr' 


^/'t?_^^^r-|(2«-3/)-3rt/ 


Die  Curve  besteht  aus  zwei  Theilen,  die  symmetrisch  zur  .r-Axe  lie- 
gen xwischen  der  ^-Axe  und  der  Linie  x  =  2a  (Fig.  3),  welche  beide 
Asymptoten 'derselben  sind.  Die  beiden  Theile  durchschneiden  sich  in  der 
o:- Aze  in  dem  Punkte 
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bis  zu  diesem  wenden  beide  der  x-  Axe  die  convexe  Seite,  darüiier  hiimus 
die  coucave  Seile  za. 

Für 

bat  jeder  Theil  einea  Beugunj^ßpunkt. 
Wir  setzen: 


so  ist 

>    y«)  v  =  V,  —  t?,.    • 

ffj)  ißt  die  Gleäuhung  einer  Ellipse  (Fig.  4),  die  der  gegebenen  con- 
grnent  ist,  deren  linker  Scbr-itel  aber  im  0-  Punkte  lie;,'t.  j3,)  ist  dieGleieb- 
nng  der  zugehörigen  Ableitungscurve;  diese  besteht  aas  zwei  Tbeilen, 
welche  sich  im  Punkte  («,0)  schneiden  und  die  y-Axe,  sowie  die  Linie 
x=^'ia  zu  Asymptoten  haben;  sif  kehren  der ar- Axe  stets  die  convexe  Spite 
zu  und  jeder  besitzt  im  Punkte  (fl,0)  einen  Deugunghpunkt.  Construiit  man 
also  die«e  beiden  Ililfscurveu  o,)  und  /3,)  und  subtrabin  rjf  jedesmiil  von 
dem  entsprecbeuden  13,,  so  erbiill  man  stets  eine  Ordinate  dCs  geometiischen 
Ortes. 

Aus  y,)  folgt  ferner: 

a  n  a  a 

j\d^^^J\dl^j\äi    un.l    j\d\=.^-^-th, 
ü  U  0  li 

Da  nun  für  tj,  ein  Zeichenwecljsel  eintritt,  wenn  ^  =  a  wird,  ao  ist  der 
Flächenraum,  der  von  dem  gfiometriscbon  Orto,  der  y- Axe  «mJ  der  Linie 
x=^2a  eingeschlossen  wird,  unabhängig  von  der  Grösse  t. 

Alle  Tangentialcurven  der  Ellipse  scbliessen  demnach  mit  den  beiden 
Geraden  einen  constnnten  Flächenraum  ein,  und  zwar  ist  dieser  gleich  abn, 
d.  h.  gleich  dem  Inhalte  der  Ellipse  selbst. 

Es  sei  fl=6^r,  so  ist 


l-±  j/2r§-r-r 


die  Gleichung  für  die  Tangentialcurve  des  Kreises. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Hilfscurven  sind  in  diesem  Falle: 

fit  =  /  -r . 
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Der  Flächenraum  jeder  TangentialcQrve  des  Kreises  ist  =r'js  gleich 
dem  Inhalte  des  Kreises  selbst. 

3.    Die  Gleichung  der  gegebenen  Hyperbel  sei 
dann  ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

rf't?  [r  +  l(2a  +  30  +  3«/1 

Die  Cnrve  besteht  aus  vier  Theilen,  die  symmetrisch  zur  o:- Axe  liegen. 
(Fig.  5.)  Zwei  davon  liegen  auf  der  rechten  Seite  der  j;-Axe  und  haben 
dieselbe  zur  Asymptote;  sie  kehren  bis  zu  dem  Punkte 


(-^-^'-h/^-^'.o). 


wo  sie  sich  schneiden,  dera;-Axe  die  convexe  Seite,  dann  die  concave 
Seite  zu.  Die  beiden  Theile  auf  der  linken  Seite  der  y-Axe  haben  die 
Linie 

zur  Asymptote,  kehren  erst  der  x- Axe  die  conveze  Seite  zu  bis 

wo  beide  Beugungspunkte  haben. 

Zwischen  der  y- Axe  und  der  Linie  x  ——2a  befindet  sich  kein  Tlieil 
der  Curve. 

Es  sei 


«t)  '^i  =  ±  T  V^+ 1*. 


a 


Pt)  'h  =  ±T 


also 

y«)  #  n  —  nx  —  ^«. 

Die  Hilfscurven,  deren  man  sich  zur  Constrnction  bedienen  kann,  sind 
demnach  eine  der  gegebenen  congruente  Hyperbel  (Fig.  6),  deren  rechter 
Scheitel  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenffillt,  ferner  die  Ableitungscurve 
derselben;  letztere  besteht  ans  vier  getrennten  Theilen,  deren  Asymptoten 

a==0,     w=:+— ,     x  —  —  2a 

sind. 
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Aus  Yt)  folgt  endliclit 


y;«^=/;..i-/;.i^^-?-v~^''(l+^). 


ü  IJ  0 

31  a  g  d  e  b  u  r  g ,  im  Mai  18(i9. 


Dr.  HOCEIHEIH. 


XXUL    BemeTktmg  über  die  algebraiscliß  Lösbarkeit  der 
Gleichungen. 
Es  sei 

eine  algebraificbe  Gleicbiing,  deren  Coefficienten  endlicbe,  von  einander 
ganz  unabbäiigige  (Quantitäten  sind.  Dio  Wurzeln  Belbst  könueo  dann  nlcbt 
unendlicb  werden. 

Anders  verhält  es  sich  mit  ibrea  partiellen  Ableituagen  nach  den  Co- 

efficienten  «,  etwa  nacb  a„i   denn  wird  zur  Abkürzung  - — =z  gesetzt, 

d  a„ 

und  eliminirt  man  x  ans  der  Gleiebwng  1)  und  der  folgenden: 

tF'(a:)  + 1  =  0, 

so  ergiebt  sich  für  z  die  folgende  Gleichung  m'""  Grades: 
1  «,  .     .  «„  0  0 

0  l  a.     .  .  rt™  0 


0  0  .      l  «,  .  'i,n 

0  mz         .     .  ,         rt„_|rH-I         0 


=  0, 


l>  ü  wir  .  ,  .         «™_ir+l  I 

die  durch 

dargestellt  sein  möge,  wo  ß  die  Discriniinante  der  Gleichung  1)  ist,  w^li- 
rcnd  die  b  ganze  Functionen  der  a  sind.  Ist  bf.  der  erste  niclit  identisch 
verschwindende  Coefticient,  dann  werden,  wenn  aifb  D  der  Null  wabert, 

r  der  Wurzeln  der  Gleichung  2)  uneadttcU,  und  zwar  wie  — — . 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  l)  eine  algebraische 
Wurzel  habe,  sei  nun  i/f  eine  in  irgend  einen  Term  des  Wurzelausdrucks 
eingebende  einfache  IrrationalitÄt,  wobei  f  als  ganze  Function  der  o  vor» 
ausgesetzt  werden  darf.    Dann  wird  oß'onbor  bei  der  Differentiirung  nach 

einem  der  a  diese  Irrationalität  reproducirt,  und  zwar  tritt  f  ~f  im  Nen- 


I 
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ner  auf.  Da  nun  z  nur  für  Z)=0  unendlich  werden  kann,  so  mns.s  /*bis  auf 
einen  numerischen  Factor  mit  D  übereinstimmen,  feiner,  da  r  eine  ganze 
Zahl  ist,  ft=2  sein. 

Gestattet  also  die  GleichuDg  1)  eine  algebraische  Lösung,  dann  mnss 
die  Quadratwurzel  aus  ihrer  Discriminante  die  in  die  Lösung  eingehende 
einfache  Irrationalität  sein. 

Bildet  man  auf  ähnliche  Weise  eine  Gleichung  für  -= —  wie   für   z, 

dum      ■ 

d*x  1 

dann  findet  man,  dass  ■         für  i>=0  unendlich  wird,  wie  — ^  u.  s.  f. 

Da  X  für  unendliche  Werthe  der  a  nicht  unendlich  wird,  kann  man 
der  algebraischen  Wurzel  die  Form  geben : 

8)  ^  =  ro  +  |/7,+^7,  +  ..., 

wo  r^  eine  ganze  Function  ist,  und  die  A  irrationale  Functionen  irgendwel- 
cher Ordnung  bedeuten ,  in  denen  aber  gar  keine  Nenner  auftreten.  Sagt 
man  von  einer  Function  der  a,  sie  sei  vom  Gewichte  g^  wenn  sie  die  Eigen- 
schaft hat,  durch  Substitution  von  k^Off  für  Off  den  Ar^- fachen  Weith  anzn 

nehmen,  dann  muss  a:,  also  auch  jeder  der  Terme  r„,  r/Ax  ...  vom  Ge- 
wichte 1  sein,  womach  a.  B.  r«  nur  ein  numerisches  Vielfaches  von  o,  sein 


"/ "_ 

kann.  Die  Discriminante  ist  vom  Gewichte  m  (m  — 1),  Ist  daher  y  P-\-Q\/i> 

X,— 
eine  in  y/A  vorkommende  Irrationalität  zweiter  Ordnung,  dann  muss,  wenn 

sich 1-  q  (wo  q  das  Gewicht  von  Q  bezeichnet)  in  v  Primfactoren 

zerlegen  lässt,  yA  eine  Irrationalität  von  der  Ordnung  v  +  1  sein. 

Nach  2)  kann  man  dadurch  einen  Ausdruck  für  z  erhalten,  dass  man 
in  3)  a(f  durch  —  (speciell  a,  durch  0)   ersetzt.     Dadurch  möge  A  \n  Jy   P 

Q  J  

in  F*  u.  8.  w.,  2>  in  i)'=  ^^_g  übergehen.    Aus  2y^   müssen  sich  dann 

durch  Multiplication  mit  f/D^  säromtliche  negative  Potenzen  von  D  entfer- 
nen lassen,  und  die  so  erhaltene  Function  muss  mit 

übereinstimmen.     Die  B  sind  ähnlich  gebaut  wie  die  A]  nur  werden  statt 

n. r:^  j   

yP+Oyi),..  in  ^B  im  Allgemeinen  andere  Irrationalitäten  zweiter  Ord- 

». =• 

nung,  yR-{-S]/B ...  vorkommen,  und   in  wenigstens  einer  der  letzteren 


dfx 

darf  wetier  Ji .  nooh  S  iluicli  D  tlieilljar  ^ciu ,    weil  Ufliin   ^   ,     tiicljt    wie 

— -Tir:  unendlich  werden  könnte. 

Scirnfft  man  aus  i/]?  clnrc!»  Multiplicaüon  mit  }/ 1)  sämnitliche  negati- 
ven Püteiizt^n    von  //   fort,   dann    wird  sich   wenigstens  eins  der  Binome 

P'  _|_  f/  y  f)'  durch  Multiplication  mit  der     '-—^ ~  -f  <y         Potena    von 

yD  in  R-{-SyD   verwandele,   wo  keine  der  ganzen  F'unctianeu  R  und  S 
durch  D  theilbar  ist. 

Geltl  Q  für  «,=0  in  eine  Function  vom  Grade  s  über  und  bczRichnet 
T  oiue  ganze  Function,  dann  kann  man 

T 

also 

fietxen.     Dies  gieht,  während  ]p/(^  aothwendig  raticmal  ist,   für  m   die   IJe- 
dingung8gleicbui>g 

m  (w—  1)       Y       'im  —  3 


+  i 


—  *  =  0  oder  =  ■} , 


und  wegen  y  ^  2ä 


m  (m— l) 


—  (2;«  — 3)  =  0  oder  =1, 


welche  i'\kx  ;/*>>4  nicht  mehr  erfüllt  ist,  üebrigens  aieht  man  leicht,  dass 
für  kleinere  Werthe  Vun  w^  =  5  =  0  sein  muss,  Q  also  nur  ein  numerischer 
Factor  von  y  B  Hein  kann. 

H  «  d  e  r  6 1  e  b  e  ü.  H.  Krby. 


XZIV.    Zar  Geometrie  der  Carven  dritter  Ordnnng. 

1.    Die  Gleichunii;  einer  Curve  dritter  Ordnung,  bezogen  auf  ein  belie- 
biges schiefwinkliges  F^araUelcoordinntensystem,  lautet: 

Soll  der  Coordinatenaufangöpunkt  ein  Punkt  der  Curve  sein,  tso  musa 

und  wenn  er  überdies  ein  Doppelunkt  der  Curve  sein  «oll,  so  muss  auch  noch 

Ä  =  0,  1  =  0 
eein ,   so   das«   sich  die  Hteichung  *■  »»ung  mit  einem 


^re  Mittbeütiiigen. 


Doppelpunkte,  wenn  man  diesen  zam  CoordinatcnanfRngtfpunkt  nimmt 
der  Form : 

aar^  -{- bx* y  -{-  cxy^  -^  dy^  -\-  cx^  -\-  fxy  +  gy* ^0 
schreiben  l^sst. 

Um  den  Schnittpunkt  der  Curve  mit  der  Äbscissenaxe  zn  erhallen,  hat 
man  y=0  zu  setzen,  was  die  Gleichung 

liefert. 

Unterdrückt  man  den  vom  Doppelpunkte  herrührenden  Factor  x*,  so 
Ueibt: 

(7  a;  -f.  ^  =  0 , 
woraus  sich 


SD  = 

a 


ergiebt. 


Soll  nun  die  Abscissenaxe  eine  Tangente  der  Curve  im  Doppel- 
punkte sein,  so  muss 

sein.    Kbenso  ergiebt  sich,  dass 

sein  müsse,  wenn  auch  die  Ordinatenaxe  eine  Tangente  der  Curve  im  Dop- 
pelpunkte sein  soll. 

Die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
kann  demnach,  wenn  man  die  Doppelpunktstangenten  zu  Coordiuatenazen 
wählt,  in  die  Form: 

aa:''\-ba:*y  +  bxy*  +  dy^'^fxy  =  0 
gebracht  werden. 

Setzt  man  /"= — ra,  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

2)  ax-^-^-hx^y-^cxy^-^-dy'^mxy, 
was  also  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
pnokte  ist,  wenn  mau  die  Doppelpunktstangenten  zu  Coordiuatenaxen,  also 
den  Doppelpunkt  bclbst  zum  Coordinatenanfangspuukt  nimmt. 

2.  Eine  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Gerade  T  wird  die  Curve 
dritter  Ordnung  ausser  im  Doppelpunkte  noch  in  einem  andern  Punkte  p 
bchneiJen,  dessen  Coordiualen  mau  leicht,  wie  folgt,  bestimmen  kann. 

Die  Gleichung  einer  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden  Tist: 

3)  y  =  f.r, 

da  der  Doppelpunkt  zugleich  der  Coordinatenanfangspunkt  ist.   Führt  man 
den  Werth  von  y  aus  Gleichung  3)  in  die  Gleichung  2)  ein,  so  ergiebt  sich: 

ar'  {a  -\-  hl  -f-  r/«  -f-  dt*)  =  m.i*/, 
und  wenn  man  den  vom  Doppelpunkte  herrührenden  Factor  jet'  unterdrückt, 

bleibt 

T  {n  ■j-hl-\-cl'-\-di*)  =  mt, 

woraus  sich  für  die  Abscisse  des  Punktes  p  der  Werth 


.  mt 

orgiebt.    Gleiclrnng  3)  liefert  endlich  für  die  Ordinate  von  p  den  Ansdriick: 

Die  Gleiclmngen  4)  nnd  5)  lehren,  dass  jedem  Werlhe  von  t  ein  l»e- 
stimmter  Punkt  jO  der  Curve  dritter  Ordnung  entsprkfit,  während  Gleich- 
ung 3)  zeigt,  dnss  nmgekehrt  auch  jedem  Punkte  der  Curve  ein  beatimmtcr 
Werth  von  t  entspricht. 

Wir  wollen  der  Kürze  halber  die  Grösse  /  als  den  Parameter  des  ent- 
sprechenden Carvcnpnnktes  p  bezeichnen. 

3.  Nachdem  wir  den  Begriff  des  Parameters  eines  Punktes  unserer 
Curve  feafgestollt  habon,  wollen  wir  num  Beweise  des  nachstehenden 
fruchtbaren  Satzes  schreiten: 

„Bildet  rann  das  Pro  du  et  der  Parameter  der  3«  Schnitt- 
punkte unserer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer  l)  e  1  i  e  b  i  g  e  n 
Cnrve  «'^'^  Ordnung,  so  ist  es  allemal  gleich  der  w'""  Potenz 
einer  constanten,  mir  von  der  Curve  dritter  Ordnung  ab- 
hängigen Grösse.'* 

Ordnet  man  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  ;i'"  Ordnung  nach 
den  fallendf^n  Potenzen  der  Abscisse»  so  nimmt  sie  die  Form  an: 
^ö^"  +  (^0  +  ^.  V)  ^^'"'^  +  (<^o  +  ^'1  .V  +  ^W)  ^"^^  +  . . . 

Um  nun  die  Parameterwcrthe  der  Schnittpunkte  dieser  Curve  w'**^  Ord- 
nung mit  unserer  Curve  dritter  Ordnung  zu  erhalten,  braucht  man  hlos  aus 
4)  und  5)  die  Werthe  von  ir  und  y  nach  6)  einzuführen.  Man  orlmlt  auf 
diese  Art  die  Gleichung: 

wobei  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wtirde. 

Schafft  man  den  Nenner  «»  fort,  so  bleibt: 

J^m't^  -1-  {B,f*  +  ^1  »»O  '«""*'  r-«  +  . . . 
...  +  {£„  M"  +  Z,  m  u"-'  /'+;..+  /:„  m«  i"^")  =  0. 
Diese  Gleichung  ist  in  /  vom  Grade  3«,   wie  es  auch  sein  muss,   da 
eine  Curve  dritter  Ordnung  von  einer  Curve  n""^  Ordnung  in  8n  Punkten 
geschnitten  wird. 

Der  Coefficient  von  f"  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Gröf 
und  das  von  /  freie  Glied  ist  /:„«".   Wenn  man  also  dx%  Vt^^m'sN.  ^ 


licbeo  3/1  Warzeln  der  obigen  Gleichung  kurz  mit  n{i)  bezeicbDet,  so  ist 
nach  einem  allgemein  bekanDten  Satze: 

oder  also: 

Bezeichnet  man  die  nur  von  der  Cnrve  dritter  Ordnung  abbängige 
Constante  ( j  kurz  mit  k^  so  ist: 

7)  27(0=  Ar«, 
wodurcb  der  von  uns  aufgestellte  Satz  bewiesen  ist. 

4.  Der  yorstebende  Satz  läset  eine  so  vielfache  und  interessante  An- 
wendung au,  dass  sieb  durch  ihn  der  Geometer  wie  mit  einem  Schlage  im 
Besitze  eines,  alle  die  Curven  dritter  Ordnung  mil  emcra  Doppelpunkte 
betreffenden  Fragen  beherrschenden  Hilfsmittels  befindet. 

Es  mag  uns  erlaubt  sein,  nur  einige  der  ztinäcbstliegenden  Anwen- 
dungen des  besagten  Satzes  zu  machen. 

Da  man  aus  der  Gloicbimg  7),  wenn  (3n — 1)  von  den  Parametern  be- 
kannt sind,  den  erübrigenden  n*^"  unzweideutig  finden  kann,  so  liefert  dies 
sofort  folgenden,  auch  für  Cnrven  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  bekann- 
ten Satz: 

„Alle  Curven  n^'"^  Ordnung,  welcbe  durch  (3«  —  1)  auf 
einer  Ctirve  dritter  Ordnung  vierter  Classe  liegende  Punkte 
hindarchgehen ,  gehen  noch  durch  einen  weiteren  festen 
Funkt  dieser  Curve  hindurch.*'* 

5.  Wenn  eine  willkürliche  Gerade  G  unsere  Curve  dritter  Ordnung  in 
drei  Punkte  /j ,  /,,  /,  schneidet,  deren  drei  Parameter  durch  dieselben  drei 
Buchstaben  bezeichnet  sein  mögen,  so  ist: 

8)  r,/,/,=:A. 

Ist  die  Gerade  G  eine  Tangente,  welche  im  Punkte  /,  berübrt,  wäh* 
rend  sie  die  Curve  überdies  im  Punkte/,  schneidet,  so  ist  /,  der  Tangential- 
pnnkt  von  r,  und  es  muss  nach  8),  wenn  man  statt  /,  und  f,,  t^  setzt  nnd 
statt  /,  dann  i:, : 

9)  t,*(^^k, 
welche  Gleichung  die  Beziehung  zwischen  einem  Punkte  und  dessen  Tan- 
gentialpunkie  darstellt. 


Aus  9)  folgt: 


■■'--/l 


Vergl.  Crcmona'fl  ebene  Curven,  S.  (So  der  deutschen  Ausgabe. 
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woraus  folgt,  das»  oian  ans  einem  Punkte  /,  der  Cnrve  an  sie  zwei  Tan- 
genten legen  könne,  deren  Berührtingspunkte  +  7/  —  und  —J/  sind 
und  welcbe  harmoniscb  liegen  bezüglich  der  beiden  Doppelpunktstangenten. 

Wenn  G  nine  Inflexionstangente  ist  und  wenn/  der  Inflexionspunkt  ist, 
>  muss  nach  8): 

sein.    Man  erhält  also  drei  Inflexionsp^inkte,  nämlich: 

wobei  yk  den  absolnten  Werth  der  Cnbikwurzel  ans  k  vorstellt  und  mit  a 
die  imaginäre  Cubikwurzel  der  Einheit  bezeichnet  ist. 

Da  man 

JiJtJ3  =  k 
hat,  so  folgt  sofort  der  bekannte  Satz: 

„Die  drei  Inflexionspunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkte  liegen  in  einer  Geraden." 

Man  könnte  noch  oine  ganze  Menge  von  Anwendungen  der  Gleich- 
nngen  8)  und  it)  machen,  insbesondere  auch  auf  die  von  Herrn  Professor 
Dnrtige  behandelten,  der  Curve  dritter  Ordnung  um-  und  eingeschriebe- 
nen Vielecke  und  die  Stelner 'schon  Polygone;  doch  müssen  wir  dies  dem 
Leser  überlassen. 

6.  Wenn  unsere  Curve  dritter  Ordnung  von  einem  beliebigen  Kegel- 
schnitte in  den  sechs  Funkten  Z^,  f,,  /,,  '«t  '5»  'e  geschntttou  wird,  so  ist 
nach  7) : 

10)  ^./3./3.'4-'5-'ß  =  '^'*. 

Verbindet  man  die  sechs  Schnittpunkte  paarweise  durch  Gerade,  so 
erhält  man  drei  neue  Schnitlpunkte  auf  der  Curve,  welche,  wie  bekannt»  in 
derselben   Geraden   liegen.      Denn   die   drei   Schnittpunkte  der  Geraden 

^ —   —     "^     .     1       im  ♦    T  k  k  k  ■■   ,     1      TY 

«j/g,  '»'4.  '5'c  mit  der  Curve  sind  resp.  ^—  -  ,    - — -  ,    -— -  ,  und  da  das  Pro- 

duct  ihrer  Parameter  wegen  10)  gleich  k  ist,  so  folgt  nach  8)  sofort,  dass  sie 
«nf  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 

Für  die  neun  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Curve  dritter  Ordnung  mit 
unserer  Cnrve  dritter  Ordnung  ist  nach  7): 

ttnd  wenn  also 

V2's'4'5'c  =  A-' 

ist,  so  muBs 
(in,  was  den  bekannten  Satz  liefert: 


386  Kleinere  Mittlieilnngetl. 

„Liegen  von  den  neun  Schnittpunkten  zweier  Cnrven 
dritter  Ordnung  sechs  auf  einem  Kegelschnitt,  so  liegen  die 
drei  übrigen  auf  einer  Geraden."' 

Um  die  Mittheilung  nicht  ttber  die  Massen  auszudehnen,  müssen  wir 
uns  mit  den  wenigen  Sätzen  begnügen,  aus  denen  jedoch  hervorgehen 
dürfte,  wie  fruchtbar  und  leicht  verwendbar  unser  Hauptsatz  ist. 

Prag.  Dr.  Emil  Weyr. 


XXY.    Ueber  die  Anriehnng  des  dreiazigen  EllipBoides  auf  einen 

ftosseren  Punkt. 

Für  den  Fall,  dass  die  Halbazen  a,  6,  c  eines  den  Susseren  Punkt  xyz 
anziehenden  Ellipsoides  wenig  von  einander  verschieden  sind,  habe  ich  auf 
S.  216  des  laufenden  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  die  Werthe  der  Au- 
ziebungscomponenten  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  genau  angegeben, 
dabei  aber  infolge  eines  Schreibfehlers  einen  Term  weggelassen,  der  noch 
zur  zweiten  Ordnung  gehört.  Die  richtigen  Werthe ,  auf  welche  mich  Herr 
Dr.  Grube  in  Schleswig  aufmerksam  gemacht  hat  und  die  ich  nachträglich 
verificirt  habe,  sind 

kMxi                 2a«-fe«-c«  .   .    (fc«-fl«)y'-Kc'-a')z») 
^= ^-  p+Tff- -i ri- -4, I' 

woraus  die  Werthe  von  ¥  und  Z  durch  Bnchstabenvertanschung  folgen. 

ScHLÖlilLCH. 


XVI. 

Bie  Gnindformeln  der  analytisclien  Geometrie  der  Ebene 
in  homogenen  Coordinaten. 

Vou 

Dr.  Eichard  Heger, 

GjtmnRsiÄl-Lelirer  iu  Dresden. 


Vorbemerkung. 

Mit  den  naclifolgf^nilcD  Entwlckelungen  liofFc?  ich  dorn  mfltbematisclicn 
Publikum  iiistffprn  einen  Dü'nst  zu  erweisen,  iils  ich  uiich  bemüht  habe., 
die  grundlegenden  Rechnungen  und  Sätze  über  analytische  Georaetrie  der 
Ebene  in  homogenen  Cooidinnten  möglichst  vollständig,  elnfaclj  nrtd  knapp 
darzustellen,  so  Jasa  ich  hoffe»  darf,  es  werde  durch  Berufung  auf  meine 
bescheidene  Arbeit  die  Verwendung  homogener  ebener  Coordiuateu  einige 
Erleichterung  und  AbkUrznng  erfahren. 


§  L    Eomogene  Coordinaten  des  Punktes  und  der  Oeraden 
in  der  Ebene. 

1.  Unter  den  homogenen  Coordinaten  .r, ,  jr,,  x,  eines  Punktes  P  ver- 
steht man  die  senkrechten  Abstände  dieses  Punktes  von  den  drei  Seiten 
^ti  ffti  9i  eiöes  Dreiecks  >4,  ^i,  J^,  Dioies  Dreieck  heisst  das  Coordiuaten- 
dreieck  oder  Axendreieck;  die  Geraden,  auf  denen  seine  drei  Seiten  liegen, 
heissen  die  Coordinatenaxen  des  ebenen  homogenen  Coordinatensysteras. 

Die  Coordinate  .)>  (/»=1  oder  2  oder  3)  wird  positiv  gerechnet,  wenn 
P  mit  J/f  auf  derselbeu  Seite  von  g/(  liegt;  im  Gegonfalle  negativ. 

2.  Bezeichnet  J  die  doppelte  Fläche  des  Coordinatendreiecks,  so  wer- 
den für  jede  Lage  vou  P  die  Cuordinaten  des  Punktes  durch  die  Gleichung 
verbunden: 

/rklktlnift  i.  MklbvinaUk  «.PhyAik.  XV.  ü. 


390  Die  Onrndformeln  der  analytischen  Geometrie  etc. 


Das  Trinom   links   werde  künftig  kurz  mit  J)  bezeichnet,   die  Gleichung 
also  mit 

abgekürzt. 

3.  Uebergang  von  einem  Descartes'schen  orthogonalen 
System  zu  einem  homogenen. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  wird  der  Ursprung  des  orthogonalen 
Systems  im  Innern  des  Axendreiecks  des  homogenen  Systems  angenommen. 

Im  orthogonalen  Systeme  habe  g^  die  Gleichung 

a*.r+ft*y  — 1=0. 

Der  Ursprang  des  orthogonalen  Systems  hat  von  dieser  Geraden  den  Ab- 
stand 

1 

wobei  die  Wurzel  immer  positiv  gerechnet  werden  mag. 

Legt  man  durch  den  Punkt  P  mit  den  Coordinaten  xy  eine  Parallele 
zu  gic  t  so  hat  der  Ursprung  dieser  Parallelen  den  Abstand 

Die  Wurzel  werde  auch  hier  positiv  gerechnet.    Dann  wird 

je  nachdem   die  durch  den  Ursprung  zu  gic  gezogene  Parallele  P  von  gi^ 
trennt  oder  nicht. 

Hieraus  folgt,  dass  für  jede  Lage  von  P 

«.        ..       y  _1  — «tg  — 6ty 

iP*  =  ^t  —  *  A  = ,- --:=: . 

Hieraus  folgen  die  Transformationsformeln : 
__  1  —  a,a;  —  6,y 


2) 


a:,= 


A'  +  V 
1  —  «,.r  — 6,y 


I  — g,3:  — 6,y 

Dividirt  man  die  rechten  Seiten  von  2)  Glied  für  Glied  durch  die  Wur- 
zeln und  löst  die  drei  linearen  Gleichungen  nach  1 ,  x  und  y  auf,  so  erhült 
man  aus  der  Lösung  für  1  nach  gehöriger  Reduction  die  Gleichung  1) ;  die 
Lösungen  nach  x  und  y  geben  diese  Coordinaten  als  homogene  lineare 
Functionen  der  homogenen  Coordinaten. 

Die  Transformation  aus  orthogonalen  in  homogene  Systeme  geschieht 
demnach  durch  lineare,  die  reciproke  Transformation  durch  homogene 
lineare  Substitutionen. 


I 


4.  Um  von  einem  homngeneti  System  in  eia  ftnderes  überzugehen, 
denke  man  sich  beitlt»  auf  dasselbe  orthogonale  Systera  bezogen.  Man 
setze  zunächst  voraus,  «lass  beide  Axendr^-iecke  ein  Flächenbtück  geroein 
haben  ^  und  lege  den  Ursprung  des  ortbogonalen  Systems  in  dieses  Flüchen- 
atück.  Dann  stelle  man  die  Formeln  2}  für  beide  Systeme  auf  und  löse  die 
zweimal  drei  Gleichungen  nach  l^x^t/.  ludern  man  nun  diese  Lösungen 
paarweise  einander  gleicbselzt,  erbält  man  drei  Gleichungen,  auf  deren  lin- 
ken Seiten  honingpuc  lineare  Functionen  der  Coordiuaten  des  einen  Systeme, 
auf  deren  rechten  homogene  lineare  Functionen  des  andern  Systeras  stehen. 
Hieraus  folgt: 

Die  Transformation  aus  einem  homogenen  System  in  ein  anderes  ho- 
mogenes geschieht  durch  homogene  lineare  Substitutionen. 

Dass  die  obige  Einschränkung  auf  diesen  Satz  eintlusstos  ist,  erkennt 
man  leicht.  Denn  wenn  die  beiden  Axendreiecke  sich  ausschliessen,  so  con- 
fitrnire.man  ein  Dreieck  ,  welches  keines  der  beiden  ausscbliesst,  und  trans- 
formire  aus  dem  ursprünglichen  Dreieck  in  dies  Hilfsdreieck  nnd  dann  aus 
dem  Hilfsdreieck  in  das  neue  Dreieck. 

5.  Sind  A, ,  A, ,  A,  die  von  den  gleit^hbeziflerten  Ecken  auf  die  gleich- 
bezifferten Gegenseilen  des  Aiendreiecks  gefüllten  Höhen,  so  sind  die  Co- 
ordinaten  der  Eckpunkte 

.      Xt    Xf   ar, 
fär 

A^  :    A,     0      0 

J,:     0      0     A,. 

Sei  ^  der  Radius  des  vom  Dreieck  nroschlossenen  eingeschriebenen 
Kreises ,  0  sein  Cenlrnra,  S  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks,  so  sind  die  Co- 
ordinaten 


Ai 


fUr 


6. 


0:     Q        Q        (> 

Das  Dreipunkt  System.  Unter  den  homogenen  Coordinaten 
M, ,  «,,  M,  einer  Geraden  7  versteht  man  die  Quotienten  aus  den  Ab- 
ständen derselben  von  den  Ecken  vlj,  w^,,  A^  des  Coordinatendreiecks 
und  dem  Abstände  von  dem  willkürlich  in  der  Ebene  angenommenen  Fix- 
punkte C.  Man  giebt  »i-  das  poailive  Vorzeichen,  wenn  At^  und  C  auf  der- 
selben Seite  von  T  liegen;  im  Gegenfallc  das  negative.  Die  drei  Funkte 
Alf  Aft  A^  heissen  Hauptpunkte  des  Systems. 

7.  Zum  Uebergange  aus  einem  orthogonalen  Systeme  in 
ein  homogenes  seien  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Haupipunkte 
gegeben,  und  zwar  a^ßie  für. '4;  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Gera- 
den J,  d.  i.  die   reciproken  Axenabschnitte  derselben  seien  u  und  v.    Die 

27» 


M,  a,  ft 

= 

M,  a,  ßt 

«8  «» l^s 
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Coordinaten  von  C  in  Bezug  auf  ^, ,  j4f*  A^  seien  r, ,  r, ,  r,.  Setzt  man  nun, 
was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  geschieht ,  das  Centrnin  C  als  Ursprung 
des  orthogonalen  Systems  voraus,  so  liefert  die  Entwickeluug  in  3): 

t/i  =  l  —  «,«  — jS,», 

3)  «2  =  1  —  a, »/  —  /?,  t> , 
«3  =  1  — «3«  — jSa». 

8.  Löst  man  diese  Gleichungen  nach  l)  auf,  so  erhält  man: 

Diese  Gleichung  liefert: 

4)  ^iT,  .«,  H-^,r,.Mj+f73r,.tt,=  zf. 

Diese  Gleichung  erfüllen  die  drei  homogenen  Coordi- 
naten jeder  Geraden;  das  Trinom  links  werde  durch  U  bezeichnet, 
die  Gleichung  4)  also  durch 

U  =  ^ 
abgekürzt. 

9.  Alle  Geraden,  welche  eine  Coordinate  gemein  haben,  für  welche 
also  z.  ß.  Uk  ein  und  denselben  gegebenen  Werth  hat,  enveloppiren  einen 
Punkt  P.    Derselbe  liegt  auf  A^C  und  theilt  die  Strecke  A^  C  im  Verhältniss 

A/>:PC  =  — Mj. 
Wühlt  man  nun  drei  Zahlen  u\y  u',,  u\,  welche  4)  erfüllen,  und  con- 
struirt  die  Gerade,  welche  Ai  C  im  Verhältniss  (—  «',),  A^C  im  Verhältniss 
(—  Uf)  theilt ,  so  sind  u\  und  u\  die  auf  .^,  und  A^  bezüglichen  Coordinaten 
der  Geraden ,  und  die  dritte  Coordinate  derselben  kann  von  u\  nicht  ver- 
schieden sein.  Hieraus  folgt:  Durch  drei  Zahlen  u^^Uf^u^^  welche  die 
Gleichung  4)  erfüllen,  ist  stets  eine  Gerade  eindeutig  bestimmt,  welche 
diese  Zahlen  zu  Coordinaten  hat.  * 

10.  Die  Transformation  aus  einem  orthogonalen  System  in  ein  homo- 
genes ,  oder  aus  einem  homogenen  Systeme  in  ein  anderes  erfolgt  durch  ho> 
mogene  lineare  Substitutionen. 

11.  Die  Coordinaten  der  Seiten  des  Axendreiecks  sind 

w,     «,    tt, 

für 

AyA^x   0 


K 

0 

0 

rx 

0 

0 

0 

0 

r» 

*  Den  Umstand,  dass  Gleiches  von  den  Plück  er 'sehen  Geradencoordinaten 
nicht  gilt,  darf  ich  zu  Gunsten  der  von  mir  vorgeschlagenen  Coordinaten  auslegen. 


Von  Dr.  R.  Heger.  993 


Jede  durch  das  Cenrruni  C  glühende  Gorade  hat  zu  Coordinnten: 


§  2.    Gleichung  der  Geraden  nnd  des  Fanktes  in  homogenen  Co  ordinalen 
des  FnnkteB  nnd  der  Geraden. 


I.     Gleichung    der  Geraden    in   homogoneu  Punkt  eoardi- 
n  aten. 

Die  Gleichung  ein«r  Geraden  T  im  orthogonalen  Systeme  sei : 

Unter  Benutzung  der  früheren  Bczeichnuugen  hat  man  für  die  Pnnkte 
von  r  die  viei*  Gleichungen: 

A'T^'  x,-i(-a,x-\-h,tj-\  =0, 
Ya*  -f  V  Jr«  4-  fl«a?  -i-  fc,y  —  1  =  0, 

ux-\-hy  —  i^O. 
lii<^rnus  folgt  für  .r, ,  ar,,  x,: 


=  ^ 


0  a     b     i 

d.  i.:  die  Gleichung  der  Geraden  in  homogenen  Funkte oordi- 
üaten  lässt  sich  in  die  Form  bringen: 

worin  a^  y  a^,  a^  drei  die  Gerade  chainkterisireude  Constanten  »ind. 

Ebenso  leicht  folgt:  Alle  Punkte«  deren  Coordinaten  der  mit  drei 
willkürlichen  Constanteu  gebildeten  homogenen  linearen  Gleichung 

genügen ,   liegen   auf  einer  durch  diese  Con«tanlen  eindeutig  hestimmten 
Geraden. 

2.  Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  P'  und  P" 
mit  den  Coordinaten  x\  und  x\  geht ,  hat  zur  Gleichung : 

.r,  .T,  ar,  I 

x\  x\  x\     =  0. 

x\  .r",  t",  I 

3.  Lehrsatz.  Jeder  Punkt  /\  deren  Coordinaten  x/,  ans 
denen  zweier  gegebenen  Punkte  P'  und  P"  mit  den  Coordi- 
naten x'k  und  x'\  abgeleitet  werden  nach 

Xk  =  k'  x\  +  k"x'k,     A'  +  r  =  1 , 
liegt  auf  der  Geraden  i>' "" 
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Beweis.  Die  so  berechneten  drei  Werthe  x, ,  ar,,  a:,  sind  in  der 
Tbat  die  Coordinaten  eines  Punktes,  denn  sie  erfüllen  die  Gleichung 

Setzt  man  sie  in  die  Gleichung  der  Geraden  F^ f^'  ein,  so  erhält  man  links: 

x\  x\  X , 

X    I  X   I  ""^    I 

Diese  Determinante  verschwindet  identisch. 

4,  Transformirt  man  die  Coordinaten  von  P,  P^  P"  io  ein  neaes  Sy- 
stem und  sind  hier  die  Coordinaten  ^,  ^t,  |"jt ,  so  haben  die  Transforma- 
tioDsformelu  folgende  allgemeine  Gestalt: 

l'/t  =  /It  x\  -h  ;?t  jr',  +  fjt  x', , 

5t  =  ^k  J'i   +    ^A  -«f  +  ^*  **•• 

Hieraus  folgt: 

Hiernach   haben   die  Coefficienten  i'    und  A"   eine  vom  Coordinaten' 
fiystem  nnabhfiiigige,  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Punkte 
'  httngige  Bedeutung. 

Um  dieselbe  zu  ermitteln,  nehmen  wir  ein  hierfür  möglichst  geeignete» 
Coordinntensystem,  in  welchem  P*  auf  A^ ,  P'  auf  J,  liegt.  Die  Coordinaten 
der  drei  Punkte  sind  hier 


P       A,      0     0 
P"       0     A,    0 
P"  k'h,  r  A,  0, 
Es  verhält  sich  nun 

P"P:P"P':PP'  =  X':l:l", 
wenn  die  Strecken  AB  mit  gleichen  Vorzeichen  behaftet  werden,   welche 
vom  Paukte  A  zum  Punkte  B  in  gleicher  Richtung  durchlaufen  werden. 

Hiernach  ist  P  derjenige  Punkt,   welcher  die  Strecke  P'  P'*  im  Ver- 
hältnisa 

p'P'.pp =}!'.):* 

theilt,  wobei  ein  positives  Verhältniss  dem  innern,  ein  negatives  dem  Sqs« 
Sern  Tbeilpiinkte  zugehört. 

Ilterans  folgt:    Die  Coordinaten   eines  jeden  Punktes    der  Geraden 
V'  P"  können  unter  der  Form 

dargestellt  werden. 


5.    Das  Punktenpaar  PP" 
>fljD^irt,  sobald 


ist  dem  Paare  P'  P"  bar  monisch 


^ 


OD  Dr.  R.  Ueoer. 
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X'\  '=  fX  X'k  +  ^"  X"i  ,       /i'  +  ^"  =  l 

6.  LebrsfRtz,     Die  Coordinaton  jedes  Panktes    der  Ebene' 
köunen  unter  der  Form 

Xu = X' x',  H-  k"x", + r'jc'"*,  X' + r + r  - 1 

dargestel  1 1  werden,  wenn  j'*  ,  a;"it ,  x'k  die  Coor  d  i  n  aten  dreier 
nicht  in  derselbe a  Geraden  gelegenen  Punkte  sind. 

Beweis.  Mau  verbinde  P'"  mit  P  und  schneide  durch  P"P',  Der 
Sclinittpunkt  11  habe  die  Coordinaten  ^*.  Man  kann  nun  die  vier  Coeffi- 
cienten 

k   ,  ^, A  ,  A 
immer  bo  wählen ,  dass  zugleich 

R J  M  :  A'"  =  P'"  />:/>//,     /'  +  A'"  =  l , 

b)  K".i:=P^n:nP'\     A"  +  A'=n". 

Alsdann  ist  nach  den  vorigen  Nnmmern: 
Xk  =  X"'x"\  -i-  fA^k* 
l"  1' 


worauij  folgt : 


Xk  =  A"'j:"'a.  -I-  A".t"t  +  k'x\  , 


wie  zu  beweisen  war. 

Die  Btvs^tiuimung  der  A   ist  eindeutig,  es  wird  also  unter  dieser  Form 
jeder  l'unkt,  und  zwar  nur  auf  eine  Weihe  dargestellt. 

7.    Die  Coordinaten  der  Spuren  der  Geraden 

auf  den  drei  Coordinatenaxen  ergehen  steh  aus  den  Gleichungapaareo: 
für  die  Spar  auf  ^, :  a,x,  -|-  a^x,  =  0 , 

für  die  Spur  auf  <?,:  «j^Cj  +  «,a:,  =  0, 

fUr  die  Spur  auf  g^ :  a,  a",  -f  rt,ar,  —  0 , 

Die  Coordinaten  des  Durchschnitt«  der  zwei  Geraden 

«j  a^j +  «»«■»  -|-'»»^»  =  Ö» 
«',  X,  +  tf',a-,  +  a\x^  =  0 
sind  die  Lösungen  des  Systems 

a',.r,  -f  a',a;,  +  u',.^3  —  <^» 

Hi  Lehrsatz.      Bei  dieser  homogenen   Coordinate  übest  im* 
mung  giebt  os  eine  und  nur  eino  hninoj^rwo  lineare  Function, 
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deren  zugehörige  Variabel nsysteme  sämmtlich  nnendlich 
grosse  Werthe  erhalten.  Man  hat  also  für  Rechnungen  mit 
homogenen  Dreieckscoordinaten  anzunehmen,  dass  es  eine 
und  nur  eine  Gerade  giebt,  deren  Punkte  sämmtlich  unend- 
lich fern  sind. 

Beweis.   Sei ,  um  dies  zu  beweisen , 

r=  öj  arj  -|-  flr,.r,  +  OjXj  =  0 
die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden, 

r^  =  ^,  a:,  4- ^t^^t  +  ^3^8  =  0 
die  Gleichung  einer  Geraden  mit  lauter  unendlich  fernen  Punkten,  so  mass 

das  System 

a,a:, -|-a,.r,  +  a,a:,  =0, 

^,  ar,  4- ^,  .r, -f  ^3  ar,  =  0 , 

Pi^i+ö'«^t  +  fl'sa-3  =  ^ 

ftir  beliebige  Werthe  von  aj,  a,,  a,  unendlich  grosse  Lösungen  geben. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingimg  hierfür  ist 

wie  zu  beweisen  war. 

Die  Gleichung  der  nnendlich  fernen  Geraden  ist  demnach 
T^  -gi^^i-h 9t^& 9sXs  =  0. 

9.  Lehrsatz.  Sind  T'  und  T"  die  linken  Seiten  der  wie  gewöhnlich 
auf  Null  reducirten  Gleichungen  zweier  Geraden,  so  wird  die  linke  Seite 
einer  beliebig  durch  den  Schnittpunkt  T'  T"  gelegten  Geraden  dargestellt 
durch 

worin  ft'  und  fi"  zwei  Constante  bedeuten,  deren  Verhaltniss  die  Gerade  T 
eindeutig  charakterisirt. 

Beweis.    Sollen  die  Geraden 

r=o,    r=o,    r'=:o 

einen  gemeinsamen  Punkt  enthalten,  so  muss  die  Determinante  des  Sy- 
stems dieser  drei  Gleichungen  verschwinden : 

a,    a,   «3 

'  '  '  A 

a  1  a  X  a  ,    =0. 

rt       '/       n 

Hierfür  ist  die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung: 

wie  zu  beweisen  war. 

tO.  Lehrsatz.  Sind  7^=0,  r"=0,  r"=0  die  Gleichungen  dreier 
Geraden,  die  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  so  lässt  sich  die  linke  Seite 
der  Gleichung  einer  jeden  Geraden  aus  den  linken  Seiten  der  Gleichungen 
der  gegebenen  Geraden  ableiten  durch 

wobei  T  durch  das  Verhaltniss  fi':  fi":  fi'"  eindeutig  bestimmt  ist. 


«1 

öl     0| 

a  1 

«  t  «  a 

«     1 

Soll  diese  Dartellnng  möglich  sein,  so  müssen  sich  die  ^  so  bestiramen 
lassen,  dass 

«jt  — ^  «it  +  ft  «  it+#t    «   a;     Ar=  1,2,3. 
Dies  ist  eindeutig  and  für  etidliclie  Werlbe  von  j*',  j*",  ft'"  möglich,  sobald 


=  0, 


d-  i.  sobald  die  gegebenen  Geraden  nicht  durch  eintin  Pnnkt  geben, 

11.  Soll  die  Gerade  7"=  0  mit  r'=:0  parallel  gpben,  so  ist  ausreichend 
lind  notbwendig,  dass  T  durch  den  Schnittpunkt  T'  T^  geht;  es  muss  sich 
also  Tunter  der  Form  dfirstollen  lassen: 

Soll  T  überdies  einen  gegebenen  Punkt  jc  k  enthalten,  so  müssen  fi',  ft'' 
so  bestimmt  werden,  dass 

d.i.: 

wenn  J'j  abkürzend  für  a  ^x  ^-\- a\x\-\- a  ^x\  gesetzt  wird.    Also  ist  die 
Gleichung  der  Parallelen  zu  T'  durch  P' \ 

12.  Gleichung  des  Punktes  in  homogenen  Geradencoor> 
dinaten. 

Die  Gleichung  des  Punktes  in  gewöhnlichen  Geradencoordinateu  sei 
au+ßv—  1  =  0. 
Man  füge  biersu  die  Transformationsformcln 

DasZusammenhestchen  dieser  vier  Gleichungen  bedingt  das  Verschwin- 
den der  Determinante 

M,  «,  ßi   1 

"j  «I  1^,  I 
«3  «3  ßs  1 
Q     tt     ß     l 

Dir  linke  Seite  der  Gleichung  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaten 
knnn  demnach  als  homogene  lineare  Function  der  Coordinnteu  dargestellt 
werden.    Sie  werde  künftig  in  der  Form  benutzt: 

(P £E)  a,  M,  +  «,  f/,  +  «, f/,  :-=  0, 
worin   a, ,  er,,  a,  drei  Constanteu   üiiid  ,    welche  den  Punkt   eindeutig  be- 
stimmen. 


=  0. 


13.    Die  Gleichung  des  geroeiusamen  Punkte»  der  beiden  Geraden  7'' 
und  T"  mit  den  Coordinaten  u\  und  u'%  ist: 
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«1     «1     w« 

I      t      t  „ 

u^    u^  u  ^     =0. 

/»        n        tt 
«    1    "    t"    » 

t4.  Lehrsatz:  Jede  Gerade  T,  deren  Coordinatcn  aus 
denen  zweier  gegebener  Geraden  T\  T"  durch  die  Formeln 
abgeleitet  werden  können: 

t/*  =  A'«'*  +  r«%;     Ar  =  l,2,8;     A'+ä"  =  1, 
geht   dnrch    den  Punkt  7'' 2*" '(so   werde   immer   der  Schnitt- 
punkt von  T'  und  T"  bezeichnet). 

Beweis.    Die  so  berechneten  u, ,  m,,  u,  erfüllen  die  Gleichung 

sind  also  in  der  That  drei  Coordinaten  einer  Geraden.     Sie  erfüllen  die 
Gleichung  des  Punktes  "t  T"  (13). 

15.  Da  die  Transformation  aus  einem  homogenen  Systeme  in  ein  an- 
deres durch  homogene  lineare  Substitutionen  erfolgt,  so  ist,  wenn  TT'  T" 
(ans  Nr.  14)  in  einem  beliebigen  System  die  Coordinaten  uai  u'jb?  ^"k  haben : 

u*  +  X  u  *. 
Die  Coefficienten  i',  i"  haben  mithin  eine  vom  System  unabhängige,   von 
der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Geraden  allein  abhängige  Bedeutung. 

Um  dieselbe  zu  erkennen,  bezeichnen  wir  die  dem  Fixpunkte  zu- 
gewandten Seiten  der  Gewiden  als  positive  Seiten  und  wählen  ein  Axen- 
dreieck ,  in  welchem  A^  auf  dem  Schnittpunkte  T  T"  und  ^j  auf  T" ,  A^  auf 
7'  willkürlich,  doch  so  liegen,  dass  sich  C  im  Innern  des  Dreiecks  befindet. 

Die  Coordinaten  von  T'  und  T"  sind  demnach : 

M,    «,    w, 


0, 
0, 


•  -TT- 

r 

Bezeichnet  allgemein  A^B  einen  spitzen  oder  stampfen,  von  zwei  Ge- 
reden Af  B  gebildeten  Winkel,  so  gilt  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  Vor« 
zeichen : 

rUi=g^smrT'\ 
TM,  =a  jr,  sin  VT'y 
wenn  r  den  Abstand  des  Fixpunktes  von  T  bezeichnet.    Hiernach  ist: 

sin  TT"',  sin  TT'^L  -.  L 

r      r 


für 

y'  .    *» 
r 

0 

für 

T":  0 

—n 

r 

mithin  sind  die  Coordinaten  für  T: 

i.,=r.^, 

«. 

Bezeichnet  man  den  von  den  positiven  RHndern  von  7*^  T"  begrenzten 
Winkel  als  inneren,  sein  Suppteraeot  als  äusseren  Winkel  der  beiden  Ge- 
raden, so  findet  man  riickaichtlich  der  Vorzeichen  die  Regel: 

Ist  dflg  Thoilverliallnlss  X''.)i'  positiv  oder  negativ,  so  theilt  7' den  äua- 
üeren  oder  beziehentlich  äusseren  Winkel  T'T\  und  umgekehrt. 

16.  Werden  die  Coordinaten  des  Paares  TT'"  aus  denen  von  T' T" 

abgeleitet  durch 

itfi  =  K' u'k  H-  k" u'i ,     Ä'  +  i"  ~  1 , 

nnd  ist 

A  :  *  =  —  f  t  :  /i  , 

so  bilden  die  vier  Geraden  ein  harmonisches  Bündel,  nnd  zwar  ist  das  Paar 
PF"  dem  Paare  /*'/*"  harmonisch  conjugirt, 

17.  Lehrsatz.  Die  Coordinaten  jeder  Geradon  7*  lassen 
sich  aus  den  Coordinaten  dreier  Geraden  J',  T'\  T"\  die  nicht 
denselben  Punkt  enthalten,  nach  den  Formeln  ableiten: 

w*  =  A  f<  jt  +  A    »  t  +  JL    Mi-,     A  +  A    +  *     =1« 
Beweis.    Zur  Bestimmung  der  A  hat  man  die  Gleichungen; 
M,  =  A  M  ,  -f  A   u  ,  -t*A    u    I, 

Mj  =  A  M  ,  -f  A     M    ,  -f  A      M     ,  , 

»'s  =  A  M  a  +  A    «  a  +  A     «    ,. 
Diese   liefern   endliche  nnd  eindeutige  Werlhe  für  die  A,   da  j<a  nach  der 
Voraussetzung  die  Determinante  dieses  Systems  nicht  verschwindet. 

1 8.  Die  Gleichung  des  anf  der  Geraden  T'  gelegenen  unendlich  fernen 

Punktes  sei 

Dann  muss 

Ist  €  der  Abstand  irgend  einer  zu  T*  parallelen  Geraden  T  von  T\   so 

hat  T  die  Coordinaten 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  ein,  so 
erhält  man  nach  einfacher  RedtictioQ : 

r  («',  i/,  +  a\ h\  +  a\tt\)  +  («',  +  «',  -f  a\)  C  =  0. 
Hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass 

er,  W,  -f  Of,  (/,  -|-  Of,  M,  =  0 

die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes  ist: 

a,  +  «,  4-  tf,  =^  0. 

19.  Lehrsatz:  Sind  F F^*  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  zweier 
Punkte,  so  kann  die  linke  Seite  der  Gleichung  jedes  Punktes  /'  der  Geraden 
P* P^'  auf  die  Form  gebracht  werden  : 


»k^ 


die  Gleichung  von  P  also  anf  die  Form 

(P=)fi'/*'-|-f4"/^"  =  0. 

20.  Leliraatz:  Saud  Z*',  /*",  /*'"  die  linken  Seiten  der  Gleicimngo 
dreier,  nicht  In  derselben  Geraden  gelegenen  Punkte,  so  kann  die  linke 
Seite  der  GleicLung  eines  beliebigen  Punktes  P  auf  die  Form  gebracht 
werden: 

die  Gleichung  von  P  also  «nf  die  Form 

Durch  die  ^  ist  in  beiden  Fällen  der  Punkt  eindeutig  bestimmt. 

Vermischte  Aufgaben  über  Punkt  uud  Gerade. 

t.  Für  die  nacli folgenden  Rechnungen  ist  es  zum  Tlieil  vorlheilhaft, 
sich  der  Plücker's  chcn  G  erad  encoordinaten  zu  bedienen. 

Unter  den  Pliicker'sch  cn  Coordinaten  einer  Geraden  ver- 
steht man  die  Abstände  u, ,  iij,  u,  der  variabeln  Geraden  von  den  drei 
Ecken  des  Axenrlreiecks.  Dabei  wollen  Mir  die  Vorzeichen  ebenso  bestim- 
men, "wie  bei  den  hier  verwendeten  bomogenen  GeradencoordinÄten.  Die 
PI  iic  ker'scben  Coordinaten  werden  nnter  Benutzung  der  bisberigen  Bc- 
zeicbnungen  aus  orthogonalen  Coordinaten  durch  die  Formelu  abgeleitet: 

1  —  o,  K  — 13,  V 


u,  = 


u,  = 


1  —  a^u  —  ß^v 


Man  gewinnt  die  reciproken  Transformationsformelu,  indem  man  rech» 
ter  Uand  die  Trinomien  Glied  für  Glied  durch  den  gemeinsamen  Nenner 

yu*-\-v*  theilt,  die  Gleichungen  nach 

luv 


auflöst  und  die  letzten  beiden  Lösungen  dnrclt  die  erste  dividii-t;  dann 
erscheinen  u ,  v  als  Quotienten  homogener  linearer  Functionen  der 
PI  ück  er 'sehen  Coordinaten. 

Um  aus  einem  PI  ilcker'schen  System  in  ein  anderes  zu  transformi- 
ren,  beziehe  man  beide  auf  dasselbe  orthogonale  Sjstem  und  setze  die  Lö- 
suogen  fOr 

u  V 

aas  beidea  homogenen  Systemen  berechnet ,  einander  gleich. 
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Mau  erh»U  tlaim  für  dpn  UebcrgÄiig  nug  einem  Plücker'scben  Sy- 
stem ins  andere  liomogeoe  Hni^nre  Substitutionen. 
Aus  der  Ablilingigkeit  der  Löbungen  für 

I  tt  V 

pi'Iiält  man  für  die  drei  PIü  cker'sclien  Coordinaten   einer  Geraden   die 
ük'icliujig: 

^1*  "i*  +  ^t'  W  H-  (j3* Uj'  —  2g^gt  cos  y, u,  u,  —  2  y,  </,  cos y,  u, u, 
—  2^,^,  co5y,UsU,  ^^* 

2.      Bestimmung    des    Abstandcs    eines     Punktes    P'    von 
einer  Geraden  T\  deren  Gleichung  inPunktcoordinaten  go- 
g e  b  R n  ist. 
.Sei 

7'  ^  «I  .r^  -f  rtj  a-,  -|-  //j a-,  =  0 
die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden.  Setzt  man  in  T  die  Coordinaten 
eines  nicht  auf  der  Geraden  T  gelegenen  Punktes  P'  ein,  so  erhKlt  T  einen 
von  Null  verscluedeupu  Wertli.  "^rrauüforuiirt  man  die  Gleichung  T=0  und 
die  Coordinaten  von  P  in  ein  anderes  Dretecksystem,  so  geht 

T=0  in  T  =  0,      T(r'0  in  T(5'*) 
über.     Da  nun  T{^\)  aus  r(j?7)  »«»*  dadurch  entstanden  ist,  dass  mau  für 
Xk  gleich  grosse  Werthe,  durch  ||.  und  die  neuen  Constanten  ausgedrückt» 
eingej^etzt  hat,  s«    hat  sich  der  Zahlenwerth  von  T{xii)  beim  Uebergang  in 
die  neue  Form  T(^\)  nicht  geändert. 

Der  Werth,  welchendas  Polynom  der  Gleichung  einer  Geraden  erhält, 
wenn  mau  die  Coordinaten  eines  beli*-hfgen  Punktes  hioeinsetatt,  ändert 
sich  deuniacli  beim  Uebergang  in  ein  neues  System  uicht. 

Denken  wir  uns  nun  die  Transformation  in  ei«  neues  System  aus« 
geffihrt,  welches  die  Axeu  .t,  und  X,  des  alten  Syhtnms,  statt  der  Axe  x^ 
dagegen  die  (Jerade  T  enthält,  bo  ist  die  Gleichung  derselben  im  neuen 
System : 

Also  gilt  für  jeden  Punkt  P\  wenn  5j  der  Abstand  desselben  von  T  ist: 
A  $',  =  Ol  x\  H-  rt,  x\  +  a,  x\. 

Weudeu  wir  diese  Formel  auf  die  drei  Eckpunkte  des  Coordinaten- 
dreiecks  au,  bezeichoen  mit  Uj^  die  Plücker'scben  Coordinaten  von  T 
ttud  beuchten,  dass  für  alle  Puukto  auf  derselben  Seite  von  T  da«»  Polynom 
7' ein  und  dasselbe  Vorzeichen  erhttlt,  so  erhalten  wir 

£I,A,  //,//,  fl^Ä, 

Setzt  mau  diese  Coordinaten  in  die  Endgloichung  vöd  l)  ein,  so  er> 
hält  man: 

A*  =  a,'  -f  «,*  +  «^*  —  0\ '/,  cos  j'j  —  £  o, «,  C(i$y^  —  2  Oj  «^  cos y,. 
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Da  nach  unseren  Voraussetzangeo  der  Abstand  vnm  Fixpunkte  immer 
positiv  zu  nfiLmen  ist ,  so  hat  mau  flir  A  die  positive  oder  negative  Wurzel 
SU  nebuieui  je  nachdem 

«,r,  +  ",r, -|-flr,rj>0} 

denn  dann  wird  in  der  That  stets 

(er,  Ti  +  ff,  r,  -I-  Ojr,)  :  ^  >  0. 
Erweitert  man   die  Gleichung    einer  Geraden   mit    +  1 ,  je  nachdem 

«i'"!  4-"f''«  +  <'i'*i<  t^ii  ^^^  hierauf  mit  der  positiven  Wurzel  aus  A^,   so 
entsteht  eine  neue  Gleichung»  wieder  von  der  Form 

in  welcher  jedoch  -4=1  ist.     Die  so  redocirte  Form  der  Gleichung  einer 
Geraden  heisse  die  Normalforra  der  Gleichnng  der  Geraden. 

Ist  fl,  ar, -f-Oj.r, +  OjXj  =  0  die  Gleichung  einer  Geraden  in  der  Nor- 
malform, so  sind  die  Plücker'schen  Coordinaten  derselben: 

Ui  —  a^hk. 

Der  Abstand  r  des  Fixpunktes  von  dieser  Geraden  ist : 

Die  homogenen  Coordinaten  dieser  Geraden  sind  also: 

Der  Abstand  e  eines  beliebigen  Punktes  von  dieser  Geraden  ist: 

3,  Zur  Transformation  aus  einem  homogenen  Pnnkt- 
coordinatensy  8tem  ins  andere  seien  dio  Gleichungen  der  neuen  Axea 
in  Bezug  aufs  alte  System  und  zwar  in  der  Normalform  gegeben;  der  Fix- 
punkt werde  im  Innern  des  neuen  Dreiecks  angenommen.  Es  seien  diesel- 
ben für  die  neue 

JC,  •  Axe  :     n\  J?,  -|-  «'« -^t  +  «'» •»  ,i  =  ^i 
Xt ■  Axe :    a\ x,  -f  a\ x,  -f-  ö",.r,  =^  o , 
,-Axe:  a    ,ar,-|-<i   eXi  +  o  ga-g  =  0. 
Dann  sind  die  Transformationsformeln  die  Lösungen  des  Systems 
A\  =  «',  ic,  -f  a\  a:,  -f  a\ x, , 

4.  Bestimmung  des  Abstandes  einer  Geraden  7'  von 
einem  Punkte  P^  dessen  Gleichung  in  Geradencoordinaten 
gegeben  ist. 

Setzt  man  die  Coordinaten  «'t  einer  Geraden  in  die  Gleichung  eines 
Punktes  ein,  so  erhält  dieselbe  im  Allgemeinen  einen  von  Null  verschiede- 
nen Wcrlh.  Transformirt  man  zu  einem  neuen  Dreipunktsystem,  so  bleibt 
dieser  Werth  nngeändert,  da  ja  für  die  Courdiuaten  dabei  ihnen  gleiche 
Worthe  eingesetzt  werden.     Wählt  mau  nun  ein  solches  neues  System,  in 
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wplchem  P  selbst  Coordinatenpunkt   ist,   so   ist   die  Gleichung  von  P  im 
neuen  Sy&tenir 

wenn  mit  U  die  auf  P  bezogenen  Coordinaten  verstanden  werden.    Es  ist 
mithin 

A  ü'  =  of i  u\  -\-  er,  m',  4"  «j  "V 

Wendet  man  tliesfl  Formeln  auf  die  Seiten  dea  Coordinntendreiockö  au 
und  bezeichnet  mit  a:, ,  .t,  ,  x^  die  Coordinaten  von  /',  so  erhält  man: 


X,  = 


A    ' 


a-,= 


««Äj 


Setzt  mati  diese  Wertbo  in  die  Gleichung 
ein  ,  80  erhält  man 

^  ^  «.  4-  £*«  +  «8« 

Also  ist 

1 


U',= 


(«,«',  +tt,f/j  +  ö,M'5). 


«1  +  «t  +  «> 

Hiernach  erscheint  es  zweckmässig,  die  Gleichung  eines  Punktes  so 
zu  kürzen ,  dass  in  der  gekürzten  Form 

«i  +  «t  +  «1  —  1 1 

diese  Form  möge  als  die  NormaJform  der  Gleichung  eines  Punktes 
bezeichnet  werden. 

Die  Normalform  der  in  beliebig  erweiterter  Form  gegebenen  Gleichung 
des  Punktes 

P^  o,  M,  4-  a, «,  +  a,i/,  =  0 
lautet  demnach 

n,  ,  «1  «• 


M.  + 


«,+ 


«I  +  «f  +  «3  «1  +  «t  +  a«  «I  +  ßf  +  «a 


M«  =  0. 


Ist 


die  Gleichung  eines  Punktes  in  der  Normalform,  so  hat  die  Linie  T\  deren 

Coordinaten  »/, ,  »/, ,  f/g  sind,  den  Abstand  von  P: 

e^rU'=r  («,  u\  +  a, «',  +  er,  r/j. 

5.  Zur  Transformation  aus  einem  Dieifinnktsystem  in  ein  anderes 
seien  die  Gleicbnngen  der  neuen  Coordinateupuukte  in  Bezug  auf  das  alte 
System  in  der  Normalform  gegeben,  und  zwar 

tfür  den  Punkt  £/, :     a\  »,  -\-  a\  u,  +  a\  m,  =  0 , 
,.       1,        n        t^« :  a",  M|  +  a"i '^  4- «"j  »8  =  0 ' 
P  „       «        71        ^1  •  "'"i  «I  +  ß"'» "»  +  «'"3  "1  =  0- 

Alsdann  sind  die  Transformationäformeln  für  ut  die  Lösungen  des  Sy- 
stems 
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Ui  =  a\  M,  +  «,««  +  o',«s , 
Ut  =  a\  M,  +  tt\ M,  +  «",«3 , 

wobei  Vit  die  Coordinaten  im  neaen  System  bezeichnen. 

6.  Ein  Pnnkt  P  mit  den  Coordinaten  x^  habe  die  Noi-malgleicbung 

(P  =)«,«,  + c,w, +  a,  «3  =  0, 
80  ist 

also  ist  die  Gleichung  von  P  in  der  Normalform: 

A,  A,  A, 

Eine  Gerade  7  mit  den  Coordinaten  tijt  habe  die  Gleichung  in  Normal- 
■form: 

so  ist 

,  ruk 

aknk  =  ruki     04  =  ——; 
fik 

also  ist  die  Gleichung  der  Geraden  T In  der  Normalform: 

ru^        .  rut  ri/, 

-T-'  a;,  H-  -—  a:,  +  -— '  a:,  =  0. 
Ai  A,  A, 

7.  Bestimmung  der  Entfernung  zweier  Punkte  P  und  P  . 
Zieht  man  durch  P  und  P' Gerade  in  den  Richtungen  beziehentlich  AfAk 

und  AiAn^  so  erhält  man  mit  der  Geraden  PP'=ö  zusammen  ein  Dreieck, 
in  welchem  d  dem  Winkel  yk  oder  dem  Winkel  180° — yt  gegenüberliegt,  je 
nachdem  die  Differenzen 

df  =  oCi  =  x'i  und  dt=  Xf—x i 
verschiedene   oder  gleiche  Vorzeichen  haben.    Die    beiden  übrigen  Sei- 
ten sind : 

Xf  —  X  i         Xi—  X  i 
sin  yk    '       sin  yk 
Hiernach  gilt  allgemein: 

sin*  yk 
Um  einen  symmetrischen  Ausdruck  zu  erhalten,  bilde  man^'j^^,  wende 
diese  Formel  für  alle  Cyclen  der  Indices'l,  2,  3  an  und  addire^  man  be- 
nutze 

sin*yn  >      ' 

alsdann  erhält  man 

*'  =  i^^^^h^g^)  ^^•'"*" '^«'+ ^»*+  ^'  ^«^^^y8+  ^th^osy,  +^3^. cosy.). 


Von  Dr.  R.  Heger. 


405 


8.  Bc*Bl  inj  mutig  des  Winkols  zwischen  zwei  Geraden  T 
u  II  (I    T*  a  11  s  (i  e  n  C  n  o  r  d  i  ii  a  t  p  ii  d  c  r  s  o  1  li  f  n. 

Aus  den  Formeln  für  Transforniation  ans  lioniogencn  in  orfliogonale 
Cooidinatcn  folgt: 

I  tf,  1  ft         1  «,  /3, 

;♦ «  =  r  I   f/,  1   I?,      t      1  (V,  /3« 

I  u,  1  er,  In,  /3, 

r  «  =  —  r     M,  I  ot,     t.    1  o,  /3, 

I   "3  *   S  ^    ^3  ^8 

Fprner  bilde  ninn  analoge  Formeln  durch  Vortausthung  von  m,  ü,  r, 
H, ,  Wj,  »3  gPg<^n  "t  ''\  '"'i  "')  t  "st  "V  ^®''  gemeinsame  Divisor  aller  Tier 
Werlhe  ist  heknmitlich  glpich  der  dojijieVton  Dieiecksflücbe.  Entwickelt 
mau  die  vitr  Zähler  als  Functionen  der  w*  und  bildet 

CQS  TT'  =  rr  (« u  +  v v) , 
80  erhält  man 

cos  rr-~  (m,  w',  gr,*  +  M,  W',  e?,'  +  «3  l/g^ 

+  [./,  u\  -f-  wj f/, ]  ff,  5?,  eos  yg  +  [m,  m'jj  +  «j,!/^]  g^gt  cos y, 

Dabei  ist  für  TT'  derjenige  Winkel  zn  nehmen,  den  die  dem  Fix- 
punkCe  zugewandten  Händer  von  T  und  T'  begrenzen. 

9.  Berechnung  der  D  r  e  i  e  c  k  s  f  1  ä  c  b  e  aus  den  C  o  o  r  d  i  n  a  t  e  n 
der  Ecken. 

Das  Dreieck  habe  die  Ecken  i9',  B'\  B^" \  dieselben  haben  die  homo- 
genen Ciiordinaten  x'jt,  jr"*.,  x"\^  und  bezogen  auf  ein  mtbogonnles  Hllfs- 
syatem,  dessen  Ursprung  im  Innern  des  Axendreiecka  liegt,  x'y ,  x'y'y  x"*y". 

Die  Determinante 


=  Ä 


'/      t»       1» 
,T  ,  er  ,  0   3 

tu  tt,  ttt 

rfällt  in  da»  Product  zweier  Determinanten;  es  eigiebt  sich 

1  ./  y' 
\  X    y 


1  «,  /?, 

Ä= 

^   «3  ''3 

• 

\  X    y 


l 


/C".'  +  ^')K*  +  V)(V  +  V) 


Daa  Product  des  ersten  und  letzten  Factors  ist 

wenn  J  h,hfh^  die  doppelte  FlSebe  und  die  Jlöhen  de»  Axendreiecka  be- 
deuten. Ferner  ist  der  miltle  Factor  das  Doppelte  der  gesuchten  Dreiecks- 
fläche.    Hieraus  folgt  die  gebuchte  FUiche  zn: 

ZelUchhft  r.  Mkih<>niftUk  a.  Phytik  \\.  tt.  "ij^ 


406 


Die  Grund formcln  der  analytischeinjeöinetrie  etc. 


^I^1^5  = 


%hji^h^' 


ar,  »t  *s 

»/  II  tt 

■»^   I  *  t  ^   3 

H'  ,f  '</ 


üeber  die  Bedeutnng  des  Vorzeichens  drr  Dreiecksdeterminante 


D  D  (ß,  B^  /?,)  = 


a:,    a 
a;",  0?' 


wird  wie  folgt  entschieden: 

Zwei  Dreiecke  BiB^Bt  und  BrB,Bi  heissen  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Sinnes,  je  nachdem  die  Bewegung  von 
^jtnnch  Bi^  beziehentlich  von  F,  nach  Bf,  von  Bi,  beziehent» 
lieh  B^  aus  gesehen  unter  gleicher  oder  unter  entgegenge- 
setzten Richtungen  erscheint. 

Lehrsatz:  Zwei  Dreiecke  Bi  B^  Bf  und  Br  B^  Bf  sind  glei- 
chen oder  entgegengesetzten  Sinnes,  je  nachdem  ihre  De- 
torm  inante n 

DP{BiB^Pi)  und   DD{BrB,Bt) 
gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichens  sind. 

Beweis:  Permutirt  man  zunächst  die  Ecken  ein  und  desselben  Drei- 
ecks, bo  dass  aus  der  Ordnung  ByB^B^  die^Ordnung  BiB^Bi  entsteht, 
so  ist 

BB  (BiBk B!)  =±BD  (^,  B^  B^) , 
je  nachdem  ikl  eine  gerade  oder  ungerade  Perrautation  von  123  ist.  Non 
sind  aber  alle  geraden  Pernintalionen  von  123  zugleich  cyklisch;  in  diesem 
Falle  erscheint  in  der  That  die  Bewegung  von  //*-  nach  ^/,  von  P,  aus  ge- 
sehen, in  derselbf'n  Richtung,  wie  die  Bewegung  B^B^  von  ^,  aas  gpseben. 
Jede  ungornde  Permutation  der  drei  Kleinente  kann  aus  einer  cyklischen 
durch  Vertauscliung  der  letzten  beiden  Elemente  abgeleitet  werden;  ist  ikl 
cyklisch,  so  ist  iik  ungerade^  und  es  ist  alsdann 

//  D  {Bi  B( B,,)^-B D  {B,  B^  B^), 
Die  Bewegungen  B^  B)c  und  B^Bt  erscheinen  von  jedem  Punkte  aas  onter 
verachiedeneu  Richtungen. 

Ersetzt  man  in  dom  Dreiecke  B^B^B^  und  in  der  zugehörigen  Deter- 
minante eineo  Punkt  ß,  durch  irgend  einen  andern  Punkt  Bj  der  Ebene, 
so  wird  das  neue  Dreieck  mit  dem  arsprünglichen  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Siunes  sein,  je  nachdem  Bi  und  Bj  auf  derselben  oder  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  durch  die  beiden  anderen  Ecken  gehenden  Ge- 
raden liegen.    Da  nun  aber  die  linke  Seite  derGleichung  der  Geraden  P'P" : 


iter  I 


^1 


X, 


^0 


Werthe  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichens  erhält,  je  nachdem  man 
für  die  laufenden  Coordinaten  .r^  die  Coordinalen  x"k  von  auf  derselben 


J 
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oder  entgegengesetzten  SeitoD  der  Geraden  P' P"  gelegten  Punkten  Beizt, 
so  sind  ctemnach  die  Bedingungen  identisch,  unter  welchen  dnrcb  die  Sub- 
stitution Bj  für  Bi  das  Dreieck  seinen  JSinn  und  die  zugeLörige  Determi- 
nante ihr  Zeichen  wechselt,  q.  e.  d. 

Die  Determinante  des  Axendreiecks 

ist  positiv.    Die  Formel 

liefert  demnach  einen  positiven  oder  negativen  Wertb,  je  nachdem  das 
Dreieck  Bi  B^  B.^  mit  dem  Axendreieck  A^  J,  A^  desselben  Sinnes  ist 
oder  nicht. 

Berechnung   der  DrciecksfJäche   aus  den  Normalgleich- 
nngen  der  Eckeu. 

Sind  die  Gleichungen  der  Ecken  in  der  Normalforra  für  ß<*J: 
a."^J  «,  +  «.(*)«, +  a,(A)«,=.0, 
80  ist  bekanntlich 

Setzt  man  diese  Wertho  nach  B,  so  lässt  sich  hih^h^  als  Factor  abson- 
Brn.    Hiernach  ergiobt  sich  die  Dreiecksfläche  aus  den  Gleichungen  der 
Ecken  zu 


^./?,ß,-| 


a 


1  «   i  «   ö 

Die  Höhen  und  die  Winkel  des  Dreiecks  lassen  sich  aas  Fläche  und 
Seiten  berechnen. 

10.     Berechnung    der    Höhen    eines    Dreiecks    aus    den 
Gleichungen  und  den  Coordinaten  der  Seiten. 

Das  Dreieck   l/ B" B"'    habe    die   Seiten   G' G"  G'"    und    die  Höhen 
H' B" II'",    Die  Gleichungen  der  Seiten  in  Normalform  seien 

Bezeichnet  A/w  einen  Cyklus  von  123,  so  hat  man: 

0  =  //,'"  o:,*  +  «»™  j/  +  ü,"»  x/ . 
Hieraus  folgt: 


^0. 


d 

yi 

Ht 

9i 

lik 

«1* 

«/ 

h' 

0 

a/ 

«.^ 

«.' 

0 

0,™ 

«,*" 

«r 

Setzt  man : 


tft* 
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R  = 


80  folgt: 


a  « 


«, 


Ä*  = 


<7i     ^«     93 


,  / 


I     '„ 


J.R 


Sind  m/*\  !/,(*>,  Wg'*^  die  Coordinaten  von  Cjt,  und  ist 


Ä'  = 


(>1«1         ^i"t         (»3"3 


e  i" 


p  f« 


P   3« 


ir*= 


^.'«.' 


pt 


P.^«.' 


m  fg  tn    />  m 


et" 


80  erhält  mau  mit  Hilfe  der  oben  entwickelten  Formel  durch 


«(*)  =  ■ 


hi 
R' 


11.  Berechnung  der  Fläche  einös  Dreiecks  ans  den 
Gleichungen  und  den  Coordinaten  der  Seiten. 

Unter  Benutzung  der  soeben,  gebrauchten  Bezeichnungen  bilde  man 
das  Product : 


a  X    Ot    o 

ff      ff      • 

a  f   a  f  a 


fft 


fft 


a 


X, 


ff 


*  1 
ff 

#«         ff^         f 
iX     tX 


X 


=  R.BiBfB^. 


2Ä,  Ä,  Aj, 


Stellt  man  das  Product  als  Determinante  dar  und  berücksichtigt,  dass 

1  =  Jlt  =  k 

^^     ,  je  nachdem  i>^, 


80  erhält  man: 


H^.fff.ff^  =  R.  DiB^B^, — . 


Setzt  man  für  die  Höhen  die  oben  berechneten  Werthe  ein,  so  erhält 
man  die  gesuchte  Dreiecksfläche  zu 

aus  den  Gleichungen  der  Seiten,  und  zu 

ans  den  Coordinaten  der  Seiten. 

12.     Berechnung  der  Seiten   und  Winkel   eines  Dreiecks 
aus  den  Gleichungen  und  Coordinaten  der  Seiten. 
Die  Formeln  der  vorigen  beiden  Abschnitte  liefern : 


2.Rt       2Ä,Ä,Ä3   '  RkRiR^ 


und 
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Hieraus  folgt : 


•iß,,      i.R^RiR^ 


Ä'/Ä'„ 


aus  den  Coortliuaten  der  Seiten,  und 


C»  =  ?,».»..  ;^^ 


aus  den  Oleichungen  der  Seiten. 
Nacli  der  Formel 


sin  P,,,  = 


findet  bicli 


sin  B„  = 

9t  9t  9i 
aus  deu  Gleichungen  der  Seiten ,  und 

•       D  '^« 

ftn  Bm—  —r 


§  4.     Sätze  über  Cnryen  zweiter  Ordnung. 

1.    Sind 

f{x,y)  =  0  und  (p{u,v)^Q 

Gleichungen  w'*"  Grades  zwischen  den  orlhogonalon  Punkt-  und  F^lancoor- 
dinaten  eines  variabcln  Punktes,  beziehentlich  einer  enveloppiretiden  Ge- 
raden^ so  werden  dieselben  beim  Üebergang  zu  homogenen  Coordinatcn 
Äuuilclist  in  allgemeine  (nicht  hnmogene)  Functionen  derselben  verwandelt. 
Mnltiplicirt  man  diejenigen  Glieder  dieser  Functionen ,  deren  Grad  hinter! 
höehaten  Grade  ura  ä  Einheilen  Kuritckbleibt ,  mit 


(- 


')'■ 


beziehentlich 


(9t  '■x  »1  +  9tJ\ft±_9ifj»sY 


80  erhalten  alle  Glieder  ein  und  denselben  Grad. 

Die  Gleichung  einer  jeden  Curve  n'"*  Grades  oder  n'"^*"  Classe  in  homo- 
genen Coordinaten  kann  demnach  als  homogene  Function  «'*"'  Grades  der- 
selben dargestellt  werden.  Wir  setzen  kUot'ttg  bei  Anwendung  homogener 
Coordinaten  immer  diese  Dnrslellnngsweise  voraus.  Bei  Atiwendung 
Plücker'schor  Coordinaten  ist  Gleiches  nicht  möglich,  sobald  ungerade 
Werthe  von  Ö  vorkommen;  es  läast  sich  dann  die  Function  «''■•*  Grades  nur 
in  die  Suram©  einer  homogenen  Function  n''^"  und  einer  («  — l)'**"  Grades  ■ 
verwandeln. 

Die  Trftnsformationsforraeln  lehren,  dass  die  Gleichangen  in  homoge 
nen  Punkt-  und  Plaucoordinaten  niclit  homogene  Gleichungen  in  orthogo- 
ualen  Coordinaten  von  demselben  Grade  liefern. 
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Wird  ein  Dreieck  zu  Grunde  gelegt,  daa  eine  unendlich 
ferne  Seite  {A^  A,)  hat,  so  haben  alle  im  Endlichen  gelegenen  Fnnkte 
einen  constantcn  (unendlich  grossen)  Abstand  (.t^)  v«>n  derselben.  Diese 
unendlich  grosso  Coordinatc  versclimilzt  im  Allgemeinen  mit  Coefficienten 
der  Gleichung  zu  endlichen  Constauten;  aus  .der  homogenen  Gleichung 
zwischen  x,  a-,  j-^  wird  eine  nichthoniogene  Gleichung  zwischen  den  AbstKn- 
den  des  variabeln  Punktes  von  zwei  Gcradt^n ,  d.  i.  eine  Gleichung  in 
Descartes' sehen  Coordlnaten. 

Um  zu  bestimmen,  wie  sich  die  Plancoordinaten  für  ein  sol- 
ches System  umgestalten  lassen,  lege  mau  durch  A^  eine  Parallele  7" 
zur  variabeln  Geraden  7;  sie  hat  von  7"  den  Abstand  Uj,  von  .-/, -4»  die  Ab- 

gtände  u,  und  ii,;  7  schneide  nu£  A^.-i,  und  A^A^  die  Strecken  —  und  —  ab, 

welche  yon  A^  nach  A,  und  A,  positiv  gerechnet  werden  mögen.   H%hen  nun 
Af  A^  und  A^A^  die  (unendlichen)  Längen  *,  und  .v, ,  so  ist: 

U,  =  Uj*!  .  U,     also    M,  =:  Mj,  .  S^  .  M, 

Ui  =  U3S,  .  t»,  also  w,  —  1/3  .  ff,  .  u. 
Setzt  man  dies  in  eine  homogene  Gleichung  der  u^  ein,  so  hebt  sich  u^  hin- 
weg; die  unendlichen  Werthe  Si  s^  verschmelzen  im  Allgemeinen  mit  den 
Coefficienten  zu  endlichen  Canstauten  und  es  erübrigt  eine  nicht  homo- 
gene Gleichung  zwischen  den  reciproken  Abschnitten  der 
variabeln  Geraden  auf  zwei  sich  schneidenden  Axen,  d.  i. 
swi»chcn  den  orthogonalen  PI  ancoordin  aten. 

Hat  das  Axendreieck  eine  unendlich  ferne  Ecke  A^y  so 
laufen  also  A^A^  und  A^A^  parallel.  Die  variable  Gerade  schneidet  dann 
von  den  unendlichen  Seiten  A,  A^  und  AfA^  von  A^  aus  gerechnet  dasselbe 
Stück  Tg  ab,  von  A^  und  A^  aus  gerechnet  seien  die  Abschnitte  f,  und  t?,, 
und  zwar  positiv  nach  A^  zu. 

Alsdann  verhftlt  sich 

«1  :  t/,  :  Wj  —  p,  :  y,  :  »3 
und  man  kann  daher  in  die  Gleichungen  für  Plancoordinaten  die  Ufc  durch 
die  Tfc  ersetzen.  Nun  ist  pg  für  alle  Geraden  constant  und  verschmilzt  im 
Allgemeinen  mit  den  Coefficienten  zu  endlichen  Constanten. 


l 


Die  Gleichungen   in  Plancoordinaten  gehen  demnach  in 

Bezug  auf  ein  System  mit  einer  unendlich  fernen  Ecke  in 
nicht  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Abschnitten  der 
variabeln   Geraden  auf  den  beiden  parallelen  Axen  über. 

Bezieht  man  Gleichungen  in  Pnnktcoordinaten  auf  ein  solches 
System,  so  verändert  sich  die  Bedingungsgleichöng  zwischen  den  drei  Co- 
ordinaten  eines  Punktes  zu 

[^wenn  d  den  senkrechten  Abstand  der  parallelen  Axen  angieht. 
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=  0. 


^0. 


2.  GlRicbung  der  Tangente  an  einea  Punkt  .r'^^  einer 
Cnrve  f{XfXtX^)=^0,  GleichuDg  des  Tangeutialpu  nktes  iu  einer 
envelop  pirentl  en  Geraden  w'^   einer  Curve  g>(«,  m,  «jj)  =  0. 

Die  Gleicbuiig  der  Tangento  ist  die  Grenze,  welcher  sich  die  Gleich- 
ung der  Sehne  durch  die  Punkte  ar'jt  ond  Xk-^-J^i  nähert,  wenn  die  /t'k  ver- 
Bchwiüden,  d.  i.  die  Gienze  von 

X,  X,  a^g 
«'l  «1  «5 
^i  ^%  ^\ 

Für  verschwindende  Ak  geht  diese  Gleichnng  über  in 

X,  X|  X3 

x\      x\       x\ 
dx.     dx\ 

1         r       r 

e/x,     dx  i 
Bezeichnet  fj^^  den  partiellen  Differential qnotienten 

dXk  * 

bo  gelten  für  die  Zeilen  dieser  Determinante  folgende  Gleichungen: 

Man  bilde  unter  Benützung  von  drei  willkürlichen  Hilftjgiösaen  die  von 
Null  verschiedene  Determinante 

/    m    n 

9i  9t  ffi 

f\f\r, 

und  multiplicire  damit  die  obige  Tangentengleichang.  Stellt  man  das  Pro- 
duct  linker  Hand  als  eine  Determinante  dar,  ao  erhält  man  unter  Rücksicht 
ftuf  die  obigen  Gleichungen: 

{Ix,  4-  mx,  +  n  a-g)        J  {x.f  i  +  -^1 A  +  scj\) 

{lx\-^mx\-\-nx'^      A  0 


.  dx\        dx\ 

ax ,         dx  ^ 


=  0. 


Diese  Determinante  reducirt  steh  auf  das  Prodact  dreier  Diagonalglie* 
der;  beseitigt  man  die  beiden  coustanten  Factoren 

2A  und  /  +  w:7^r +n:A', 
rfar,         dx  X 

80    bleibt    aU    Gleichung    der    Tangente    an     /*  (a:,  x, Xg)  =  0    tiu 

Punkte  x\\ 
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In  analoger  Wniso  verfehlt  mau  für  die  BestimmuDg  der  Gleichaog 
des  Taugential|iunktG3  der  Curve  i3p(«,  «,«3)^0  in  der  Geraden  «\;  sie  lautet: 
«I  <p'i  +  "t  v't  +  «3  (p'3  =  0. 
3.    Die  Curven  zweiten  Grades  sind  zugleicli  Curveo  aweiter  Classe, 
und  ttmgekelirt. 

Sei  die  Gleichnng  einer  Curvp  xwpiten  Grades 
/■  =  cf, ,  j:\  +  2 ./ „  j-,  .1-,  -f  2  rtj3  ar,  0:3  -f  r/„  X,*  +  2  f/j3  X,  0:3  -f  dg., a?3«  =  0 , 
80  erhalt  man  die  Gieiciiung  der«eIbeii'Curve  in  P!ancoor<liaaten»  wie  folgt: 
Dezeicimet  J  einen   noch   unbo.>tinuiiti*n  Coefficienten,  r  den  Abstand 
der  Tangente  vom  Fixpunkto,  ao  ist  bekfinnilicU 

Jrui  —  f\h,  =0,     Arv^—f\ht  =  0,     Aru,^~f\^h.^  -=  0 


oder 


f\^Ar'^=0.     r,-Ar"~^  =  0, 


Diese  drei  Glciuhuuj^en  sind  linear  nncU  Xk     Fügt  man  die  Gleichung 
des  Tangentialpnnklea  in  Korinalform,  geordnet  nach  x\^  hinan: 

SO  erfordert  der  Verein  dieser  vier  Gleichuatjen  das  Verschwinden  der  De- 
terminante 


♦13 


«It     «M      ^S3     T 


Hl 


«13 


"M 


"SS 


1J_    ^     ^      0 


0. 


Dies   ist  di«  gesuchte  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen 
den  Coordinaten  der  Tangenten  an  /*=:  0. 

Sei  die  Gleichung  einer  Curve  2weiti»r  Classe  in  Plancnordlnaten 
g»  (W|  "t  W3)  ^  of,  I  «(*  +  2  «„  M,  M«  +  2  ar„  «,  w^  +  o„  «,*  +  2a„  ji,  «3  -f  cir^  m,«  =  0, 
so  erhält   man  ähnlich  wie  oben  die  Gleichiinj;  derselbed  Carve  in  homoge- 
nen Punktcoonliriaten. 

Aus  der  Gleichung  des  Tangentialpunktes  in  der  Tangeute  »'t 

folgt,  wenn  Xk  die  Coordinalen  des  Tangcntialpunktes  bedeuten: 


AXk=ivpkhh, 


<P 


Xk 


Nimmt  man  zn  den  nach  letzter  Form  gebildeten  und  nach  den  «'  ^ 
ordneten  drpiGleichnnf;en  noch  die  Gleiciiung  derTangente  inNormalfor 
geordnet  nach  u^y  uämüch 

rar,     ,       r.r^    >    ^   ^^i    > 
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Bo  erhält  mau  die  gewünschte  Gleichung  in  Determinantenform: 


-33 


ZI    ;ä    0 


=^0. 


4.  Lelirsatz:      Liegt    der    Punkt  /*'    uic  li  t   nuf  der  Ourvo 
eiteu  Grades  /"^O,  so  i^t 

ie  GleichuDg    derPolftren    von   P'   in  Bezug    nuf  den  Kegel- 
nitt  f=^  0;  d.  h.  legt  mnn  ein  geradliniges  Büschel  durch  P^  als  Cen« 
rnm,  so   werden  P'  und  derjenige  Punkt,  in  welchem  ein  Strahl  die  Ge- , 
rado  T  schneidet,  von  den  Öchnittpuukteu  dieses  Strahls  mit  dem  Kegel- 
fichnitt  harmonisch  getrennt. 

Beweis.  Sei  f  ein  holiebiger  Punkt  von  1\  und  Minen  x^  die  Coordi- 
naten  eines  Puaktea,  in  welchetn  P' F"  die  Curve  schneidet,  so  amd  A,  und  A« 
so  zu  bestimmen,  dass 

1)  i. +A,=  1, 

2)  irt  =  Ajj:'t  +  A,x"fc, 

Setzt  man  in  %)  die  Werthe  für  x^   aus  2)  ein  und  ordnet  die  Glieder' 
uach  Potenzen  von  X\  so  erhalt  man: 

A"  (/',x',  +  f\^^\  -f /V^'a)  +  -n'X"  (f\x\  ^f\x\^f\x\) 
+  rv/",  a",  H- r,  x",  +  A'>",)  =  0. 
Da  P"  auf  7'~0  liegt,  «o   ist  der  Copfticient  von  2X'X"  gleich  Null, 
Qtid  es  bleibt  dmnnfich  zn  Be»,timrainig  der  A: 

Hifinach  erhfilt  man  für  die  hoidei»Si;hnit1|»unkte  zwei  enlgegengesetast 
gleiche  Werthe  von  X'  :  A",  q.  e.  d. 

5.  Die  Formeln 

Bind  identisch.     Genügt  also  ein  Pnukt  /V  der  Gleichuug  der  Polaren 
für  /"V,  d.  i.  der  Gleichung 

ao  genügt  auch  Pk  der  Gli>ichnng  der  Polaren  für  P, : 

Die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  demnach  ein  Strahlen- 
büschel, dessen  Träger  der  Po!  der  Geraden  ist;  die  Pole  der  Strahlen 
eines  Büschels  liegen  auf  einer  Geraden,  der  Polaren  des  Büschclccu- 
trums. 
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6.    Die  Polare  jedes  Ponktes  ist  eindeatig  bestimmt,  so- 
bald es  k e  1  n  •» II  Punkt  g i  e  b t ,  f ü  r  welche«   zugleich 

/"i=0.     A=0,     ^3=0, 
d.  h.  sobald   die  DiscriminAnte  der  Gleicbting  /*=0  von  Nall 
verschieden  i  st, 

«11   öl«  «• 


'II    "If  "13 

«tt  «M  «a3 


:0. 


"13  "«3  "33 

Ist  dieselbe  gleich  NuH  und  sind  ihre  Minoren  von  Null  verschiede: 
80  zerfällt  f=0  in  das  Product  zweier  nicht  identischer  linearer  Factoren, 
der  Kegelschnitt  degenerirt  zn  zwei  Geraden.    Der  Schniltimukt  derselben, 
für  welchen  f^  =  f'^^f'^-^Q^  hat  jede  beliebige  Gerade  zur  Polaren. 

Sind  die  Minoren  gleich  Null,  so  dass  also 

«11  •  «la  •  «IS  =  *^li  •  ««  =  «M  =  «13  '  «M  '  «SS» 

80  werden  die  linearen  Factoren  identisch  j  jeder  Kegelschnitt  degenerir 
zu  einer  (doppelt  zu  denkenden)  Geraden.  Jeder  Punkt  derselben  hat  jede 
Gerade  zur  Polaren. 

In  jedem  Falle  giebt  es  wenigstens  eine  Gerade,  die  einem  gegebenen 

Punkte  als  Polare  zugeordnet  ist. 

Die  Polare  wird  uueudlicb  fern  für  den  Punkt,  dessen  Coordi- 
[säten  das  System  lösen: 

Üi^\  +  02^\  +  9s^'a  =  ^* 
Diesem  Systeme  entsprechou  alle  Punkte  der  Ebene  nur  dann,  wenn 

/=  (§1  ^1  +  f7«'s  +  ffs^s)*; 
dann  degenerirt  der  Kegelschnitt  zu  der  unendlich  entfernten  Geraden. 

Dieser  Fall  bleibt  von  der  folgenden  Betrachtung  auRgeischlossen.  In 
jedem  andern  Falle  müssen  unzählige  Punkte  existiren,  deren  Polaren  end- 
liche Gerade  sind.  Diese  Punkte  können  nicht  auf  einer  Linie  vertheilt 
liegen,  sondern  erfüllen  Theile  der  Ebene  continuirlich. 

Die  Polaren  aller  Punkte  laufen  parallel,  sobald  sich  X 
and  ß  80  bestimmen  lassen,  dass  für  willkürliche  Werthe  von  x'k  und  x"k 
das  System  erfüllt  wird: 

Ari+f*ri-gi=o, 

Üierzu  ist  nothwendig  und  ausreichend,  dass 
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Diese  DeterminaDtft  lAsst  sich  in  sechs  Glieder  auflösen,  deren  jedes 
ein  Glied 

:t'f./'*(,-=  1,2.3;   Ä-=  1,2,3) 

mit  einer  gewissen  Doterniinante  multipiicirt  ciilbak.    Die  Coefficienten  von 
x'iX"i  verschwinden  identisch. 

Von  den  ührigpn  sind  die  Cooffieienten  von  x  ix\  nnd  ^*  ux't  cntgpgpn- 
gesetzt  gleich.  Hiernach  bleiben  als  Bedingung  dafür,  dass  die  frngtiche 
Determinante  unabhängig  von  x\  und  x" \i  ver.scli windet,  die  Gleichungen: 


«18 

«18 


«88 


9x 


-=0, 


=  0, 


''13 


"2J 
««5 


''SS 


9i 


=  0. 


''U  «LI  9l 
"iS  "23  ^2 
"l3       «a»       93 

Der  Verein  dieser  Gleichungen  erfordert  das  Verschwinden  der  Deter- 
niinnnte  aus  den  Minoren  der  Discriroinante^  mithin  das  Verschwinden  der 
Discrirainnnte  seihst. 

Die  Functiun  /"zerfällt  deuinach  in  awei  reelle  lineare  Factpren. 

Dieselben  seien  M  und  N  und  mögen  die  Coefficienten  o*  und  6jt  haben; 
alsdann  geht  das  obige  System  Ijher  in: 

(A3/'  +  a^/")/'i  +  U^"  +  **^")«i-öri=0, 

{kM'  +  (jiM")  63  +  {X  lY  +  f*  iV")  Ö3  -  ^3  =  0. 

Die  Werthe  iiV' +  jüt/»/",  kN'  +  füN"  sind  constante  Factoren;  kürzt 
man  sie  durch  m  nnd  n  ab,  maltiplicirt  die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  jCiX^Xg  und  addirt,  so  erh?iU  man: 

m  N=  —  ti  M  +  (i7j  a-j  +  g^x^  +  g^^x^. 

Hieraus  folgt  [§  2,  8],  dass  AI  und  iV  parallel  laufen.  Auch  dieser 
Fall,  in  welchem  di*^  Ciirve  zu  zwei  parallelen  Geraden  degenerirt,  werde 
vor  der  Hand  von  der  weiteren  Betrachtung  ausgeschlossen. 

7.  Jede  Gerade  kann  als  Polare  mindestens  eines  Punk> 
tes  betrachtet  werden. 

Sei  die  (Jleichung  der  Geraden 

«1-^1 +  «2^2 +  «3^8  =  0» 
and  sei  k  ein  zu  bestimmender  Factor,  so  lösen  dieCoordinaten  des  gesuch- 
ten Poles  das  System: 

Dieses  System  liefert  lauter  unendliche  Werthe  von  x'^y  sobald  die 
Determinante  desselben  unabhängig  von  a^  verschwindet.  Dies  tritt  ein» 
w<>nn  die  drei  den  ni^  zugehörigen  Minoren  von 


A 
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«i     «s     «3     Ö 
<»ii    "is    "l3    ffi 

flu     «22     ''«J     i^S 
'»13     *88     "«8     ^3 

verschwinden. 

Dieser  Fall  ist,  wie  sich  mit  Hilfe  dftr  Satze  über  paitialo  DeterminaB 
ten  ndjuugiitcr  Systeme  leicht  uacliweisen  lasst,  mit  dem  ctn^ti  in  6)  aua- 
gesclilos:iCiien  identisch. 

8.  Für  die  nach  don  Attsschlfisßnn  in  6)  übrig  bleibenden  Gebilde  lässt 
«ich  immer  ein  Dreieck  ßiiden  ,  daö  gunz  im  Endlichen  liegt  und  dessen 
Selten  die  Polaren  der  gegenüberliegenden  Ecken  sind;  ein  sokhce  Dreieck 
beisst  ein  sich  selbst  conjngirtes  Dreieck. 

Man  wfihle  zu  diesem  Zwecke  einen  Punkt  P^^  dessen  Polaro  U^  im 
Endlichen  liegt;  auf  dieser  einen  Punkt  Pj,  so  dass  dessen  Polare  11^  mit  /7, 
eine«  Punkt  P^  im  Eiidlicben  gemein  hat;  P^P^  ist  alsdann  Polare  für  Pj, 
und  P^P^P^  ein  sieb  selbst  cnnjugirtes  Dreieck. 

Mfin  transformire  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  auf 
ein  sieb  seihst  conjugirtcs  Dreieck. 

Da  die  Pohireu  der  Ecken  des  Axendreiecks  im  Allgemeinen  die 
Gleicbnngen  haben: 

Polare  für  /!*:  f'k^O, 
so  ist  int  ein  sich  selbst  conjugirtes  Axendreieck: 

d.  i.  /"erscheint  in  der  Form: 

«,.rj-  +  a^x^^  +  fi^x/  =  0. 

9.  Lehrsatz:  Tangirt  eine  Gerade  T'  die  Curve  zweiter 
Ordnung  qo  =  0  nicht,  so  ist  der  Punkt 

der  Pol  der  Geraden  T\  d.  b.:  die  beiden,  durch  einen  Punkt  /*  von 
T'  an  <p  =  0  gelegten  Tangenten  werden  durch  7''  und  die  "Verbindungs- 
gerade  des  Poles  mit  P  harmonisch  getrennt.  (Die  Identität  zwischen  den 
oben  und  den  soeben  detiuiiten  Begriffen  von  Pol  und  Polare  wird  später 
nachgewiesen.) 

Beweis.     Gehe  T"  durch  den  Pol,  so  dass 

so  haben  die  beiden  fraglichen  Tangenten  die  Coordinaten 

welche  nun  der  Gleichung  ^  =  0  genügen  müssen.  Subslituirt  man,  so  lässt 
sich  das  Resultat  ür«lnen  zu 

r^g,' + 2  k'i!'  [rp\  u\  -h  ^\  u\ + .p'3 ./',)  H-  r«  tp" = 0. 

Hieraus  folgt 


<|.  e.  d. 


Von  Dr.  R.  Heoeh. 


4t7 


10.  Die  Formeln 

9i* "/  +  9>s  «/  +  <P3  "s*  "»  ^  9'i*  "/  +  «Ps*  "s'  +  «Ps*  "8^ 
sind  identisch.    Hicrmis  folgt: 

Die  Pole  der  Geraden  eines  Büscljela  erfüllen  eine  Gerade,  die  Polare 
des  Centriims;  die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  ein  Büschel, 
dessen  Träger  der  Pol  der  Polaren,  ist. 

11.  Der  Pol  einer  Geraden  ist  eindeutig  bestimmt,  so- 
bald die  DiscriroinaDte  von  qp=^0  nicht  verschwindet, 


«88 


«23 


=  0. 


_  «13     ^n     "'s; 

Jedenfalls  giebt  es  immer  einen  Punkt,  welcher  einer  Geraden  als  Pol 
zugehört. 

Verschwindet  die  Descriminante  nnd  niclit  ungleich  alle  ihre  Minoren, 
80  degenerirt  die  Cnrve  zu  zwei  di.stiucten  Punkten.  Verschwinden  nnch 
ihre  «»immtlicben  Minoren,  so  degenerirt  sie  au  zwei  znsammenfnllenden 
Punkten,  Im  ersten  Falle  hat  die  Veibiiulangsgerade  der  beiden  Punkte, 
im  letzten  jede  durch  den  einen  Punkt  gelegte  Gerade  jeden  Punkt  der 
Ebene  zum  Pol. 

Der  Pol  einer  Geraden  wird  unendlich  fern,  sobald 

Dies  ist  aber,  wenn,  wie  immer,  die  Coefficienten  der  Gleichung  (p^=Q 
endliche  Werthe  haben,  entweder  die  Gleichung  eines  einzelneu  Punktes, 
des  Poles  der  endlich  fernen  Geraden,  oder  die  Gleichung  aller  mäglichon 
Punkte,    Das  Letztere  tritt  ein,  sobald  zugleich 

*^13  +  «23  +  «33  —  *^- 

Dieser  Fall  mag  künftig  vor  der  Hand  ausgeschlossen  bleiben. 

12.  Einem  Pnnkte  ist  mindestens  eine  Gerade  als  Polare 
zageordnet.     Sei 

die  Gleichung  des  Punktes  und  k  ein  noch  zu  be8lin>raender  Factor,  so  bo^ 
stimmen  sich  die  Coorilinaten  u\  der  zugehörigen  Polaro  (resp.  Polaren) 
aus  dem  System: 

(p\  —  ka^  =  0, 

?i  ''i  «1  +  ffi  '•«  w'a  +  9b  '•a  "'.i  =  2  ^. 
Sollen  die  Polaren  aller  Punkte  unendlicli  fern  «ein,  so  tnuss  dem  Sy- 
stem unabhänj^ig  von  ai-  durch  w'it=  I  genügt  werden;  dies  tritt  wiederum 
nur  dann  ein,  wenn  zugleich 

«<i  +  K»s  +  «if»  =  «i      »=1,2,3. 
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ß=ßi  +  ß2  +  ßy 


In  dern  ansgeschlossenen  Falle  bleiben  in  der  Gleicbung  9=0  noch 
zwei  unabhängige  Constanten. 

Da  die  Discriminante  v.er8chwindet,  so  zerfllllt  *p  in  zwei  lineare  Fac- 

loren;  dieselben  seien  -^  und  %  mit  den  Coeflicienten  au  und  /Jfc.    Alsdano 

gehen  die  Gleichungen 

«.1  +  öfrs  +  «<8  =  0 
tiber  in 

Diesem  .System  kann  nur  genügt  werden,  wenn  J^^O  und  5:=0.  In 
diesem  Falle  degeuerirt  demnach  die  Curve  zu  zwei  unendlich  entfernten 
Punkten. 

13.  In  jedem  durch  11)  nicht  ausgeschlossenen  Falle  kann  man  immer 
ein  solches  ganz  im  Endlichen  gelegenes  Dreieck  anfanden,  dessen  Ecken 
die  Pole  der  Gegenseiten  sind.  Ei«  »olchoß  Dreieck  heisst  ein  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck. 

Man  wähle  hierzu  eine  Gerade  Tj ,   deren  Pol  P^  im  Endlichen  liegt, 

ferner  eine  Gerade  T^  durch  /*j,  welche  7\  «chneidet  und  deren  Pol  P^  im 

Endlichen  (auf  J,)  liegt;  der  Pol  von  P^P^  ist  alsdann  der  Sclinittpunkt  P^ 

[der  Geraden  T^  und  7\.     P^F^P^  ist  demnach  ein  sich   selbst  conjugirtes 

Dreieck. 

Die  Pole  der  Seitea  des  Axendreiecks  sind  im  Allgemeinen: 
Pol  von  A^A^i  ^'ji=o, 

>i       n    A^J^\  <p^=  0. 
Transformirt  man   die  Gleichung  der  Curve  auf  ein  sich  selbst  con- 
jugirtes Dreieck ,  so  muss  demnach 

gj'i^OjMj,     qpg^ffgM,,     gj'j^ttjirj, 
ä.  i.  die  auf  ein  sich  seihst  conjugirtes  Dreieck  transforuiirte  Gleichung  der 
Curve  zweiter  Classe  lautet: 

«i  "i* +  «*"«*  + «8  V  =  Ö» 

14.  Stellt  man  die  Gleichungen  eines  Kegelschnitts,  der  auf  ein  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck  für  Punktcoordinaten  bezogen  ist,  in  Plancoordi- 
naten  dar,  so  erhält  man  (§  4,  3): 


9i^"* 


«8  flg 


Stellt  man  analog  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  der  auf  ein  sich 
8t  conjugirtes  Dreieck  für  Plancoordiuaten  bezogen  ist,  in  Punktcoordi- 
^pateu  dar,  so  erhält  man  (§  4,  3): 


yi'-^i 


ih-^t 
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Jedes  sich  selbst  conjugirte  Dreieck  für  Punktcoordi- 
natcn  ist  demnach  ein  ebensolches  Dreieck  für  PlaDcoordi» 
naten  wnd  umgekehrt. 

Da  man  bei  der  Coostruction  eiues  sich  seibat  conjug^irten  Dreiecks  in 
Punktcoordinaten  von  einem  willkürlichen  Punete,  und  bei  der  analogen 
Cnnütruction  für  Plancoordiiiaten  von  einer  beliebigen  Geraden  ausgeht,  so 
folgt  hieraus,  das«  ein  Punkt  und  eine  Gerade  gleichzeitig  für  Punkt-  und 
für  Plancoordinaten  Pol  und  Polare  sind»  dass  demnach  die  für  den- 
selben Kegel  schnitt  in  Punkt«  und  in  Plancoordinaten  defi- 
nirteu  Pol    und  Polare    eich  auf  dieselben  Objecto  beziehen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  alle  Ciirven  zweiten  Grades,  für  welcbe  eio 
oder  mehr  als  ein  Coefficient  uneudlicb  gross  wird,  sowie  die  Paare  von 
Paiallelen  eine  Gruppe  bilden,  welche  sieb  mit  derjenigen  Gruppe  der 
Curven  zweiter  Classe  deckt,  für  welche  Coofficienten  unendlich  werden, 
nebst  den  unendlich  entfernten  Puuktenpaaren. 

15.    Eintheilung  der  Gebilde  zweiter  Ordnung  nach  den  Formen  der 
auf  ein  sich  selbst  conjugirtos  Dreieck  bezogeneu  Gleichungen  in  Punkt- 
Br  Plancoordinaten, 
Die  Gleichung  sei 

in  Punktcoordinaten:  a^a^^- -^  a^x^^ -\-fi^x^^^O, 
in  Plancoordinaten :      cr^  m^*  -\-  a^u^^  +  a^ Uf^  =  0. 
Ä.    Zwei  oder  ein  Coefficieut  in  einer  oder  der  andern  Gleichung  sind 
gleich  Null: 

l)a.  «8  =  0,     «3  =  0,    also    a^  ==  ao  ,     o^  — oo. 

Die  Gleichung  wird 

in  Punktcoordinaten;   für  Plancoordinaten  löst  sie  sich  in  die  Bedingua*] 
gen  auf: 

«2  =  0,     «3  =  0, 
bedeutet  also  eine  (doppelt  zu  denkende)  Gerade. 


b. 


«5}  =  0, 


,  =  0 ,    also    <fg  =  CO  ,     Oj,  :=  QO  ; 


Gleichung  in  Plancoordinaten: 

in  Punkicnordinaten  löst  sie  sich  auf  zu 

aj,  =  0,     »9  =  0, 
bedeutet  demnacb  einen  (doppelt  zu  denkenden)  Punkt. 

2)  a.  flfg  1=  0 ,     flj  :  11^  >  Ü ,    also    Oj  =  c»  ,     cfj  :  a,  >  0. 

Gleiclmng  in  Punktcoordinaten:  fl,ar,*  + a^a^j*^  0, 
,,  ,,  Plancoordinaten:      «j*  =  0. 

Der  ersteren  kanu  durch  reelle  Punkte  mir  genügt  werden,  wenn  zu- 
gleich 

d;i  =  ü. 

Die  Gleichung  bedeutet  einen  Punkt. 


A\  =  0. 


rrtindformoln  der  analylisclien  Geometrie  etc. 


b. 


«g  =  0  ,      «1  :  «2  ^  0  ,    also    n^  =  ac  ,     a^:  a^'^Q. 


GleicLiiug  in  Plancoordinalon: 
„  „  Puuktcoordiualen: 


3)a. 


Der  ersten  Gleicliung  eütsprielit  nur  eine  reelle  Gerade,  nämlicb: 
«^  =  0,     «^  =  0,    d.  i. 
o,  :o2<0,    also    a,  ^  gC  ; 


aTg  =  0. 


«3  =  0, 


^1 


a.  :  w.  <  0. 


Gleichnng  in  PunktCdordiiiatcii:  a^^x^'  -^  a^x^'  =  0, 

,,  ,,   Flancoordinaten  :     »^=0,    a,  Wj^ -f- « j «j*  ^=  0. 


Die  ersterf  GU'icUong  zerfällt  in  das  Product  zweier  reeller  lineAf 
Factoren  von  der  Form 

(^i  -^1  +  /'i  ^i)  (*i  ^i  —  *s  ^i)  =  0- 
Die  zweiten  Bedingungen  lehren  dasselbe,  denn  aus 

und 

befitimmen  sich  zwei  reelle  Wertlipaare  i/j  und  ti^,  welche  entgegengesela 
gleiche  Vevlialfnisse  hfubcn. 

Hiernach  bedeutet  die  Gleichung  in  dieser  Form  zwei  sich  schneidende 
Geraden;  dieselben  bilden  mit  den  Äxeu  jPj^O,  x^^O  ein  harmonisches 
Büschel. 


b. 


a,  =  Ü  ,     a   •  «^  <  0 ,    also    fl„  =  oc 


:  «o  <  0. 


usd 


Gleichung  in  Flancoordinaten:      «1  «/j*  +  a^ "«>''  =  ^  1 

,,  „  Punktcoordinaten:  3*3  =0,    a^x^*'^  a^3r^  =  0. 

Die  erste  Gleichmig  zerffillt  in  zwei  reelle  Factoren: 

Aus  den  Gleicliuugeu 

fl.or. 


welche  entgegen- 


bestimmen  sich  zwei  reelle  Werlhpaare  von  .r^  und  ^r^ 
gesetzt  gleitho  Verlialluisse  liabon. 

Die  Gleichungen  bedeuten  demnach  zwei  auf  Mj  =  0,  Mj,=0  und  (j!g=0) 
gelegene  Punkte,  welche  von  m^  —  O,  Uj=0  harmonisch  getrennt  werden. 

16.  B.  Keiner  der  beiden  Coefficienten  ist  Null  oder  nn- 
endlich  gross. 

Die  weitere  Unterscheidung  erfolgt  in  Rücksicht  anf  den  Punkt,  dessen 
Polare  unendlich  fern  ist,  und  auf  die  Geraden,  deren  Pole  unendlich 
fern  sind. 

1.  Der  Pol,  dessen  Polare  unendlich  fern  ist,  ist  selbst 
unendlich  fern,  sobald  (U): 

die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes  ist;  für 

reducirt  sich  diese  Bedingung  auf 


I 
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«, +  »i  +  "»  =  0; 
[ist  9=0  m  der  allgeinelnen  Form  pegeben,  80  liefert  sie 
«11  +  2  or,2  +  2  f/,3  +  fv^if  +  2  Oo.,  +  o^  =  0. 
Beide  Formen  zeigen  «n,  dnss  (p=^<i  erfüllt  wird  für 

l-die  Turve  wird  also  von  der  nnendlicli  fernen  Geraden  langirt. 

Für  Pnnklcüordinaten  ]ä>*st  sich  die  angegebene  Bedingung  ausdrücken 
!  wie  folgt: 

»1  «i  «3 

17.      2,     Der    Fal     der     i]ne;itJricli    fernen    Gern  den    —    das 
{Cenirnin   der  Onrve  —  ist  ein  im  E  nd  J  iclien  gelegener  Pan  kl. 
Wir  setzen,  olme  die  AUgeineinlieit  zu   btören ,   voraus,   dass  id  den 
beiden  Gleichungen  ei«  und  desiielben  Kegelschnitts 

(wo  also 

«A .  «*  =  g^k , 
fdie  Coefficienten  folgende  Vorzeichen  haben; 

«i>0,     «2>0,     ^/3<0, 

IaXäo  auch 
I  «(>ö.     tta><>.     «3<0- 

Das  Trägheitsgesetz  für  quadratische  Formen  lehrt,  dass  bei  der  Trans- 
formation der  Gleictumgcn  von  einem  sich  selbst  conjugirten  Dreieck  auf 
ein  anderes  die  Anzalil  der  positiven  Coefficienten  unverändert  bleibt. 


P 


18.  LehrsatK.  Transformrrt  man  die  Gleichungen  eines  Kegel- 
schnitts van  einem  sich  selbst  conjugirten  Dreieck  zu  einem  andern,  ohne 
die  Gleichungen  durch  constante  Factor«'n  zu  kürzen  oder  zu  erweitern ,  so 
ist  die  Summe  der  Coeffi  cieuten  in  beiden  Gleichungen  un- 
voränd  erlich. 

Beweis.  Die  beiden  sich  seihst  conjugirten  Dreiecke  seien  A^J^A^ 
und  A^J^x^ i-  ^'**  Cooidinaten  im  neuen  »Systeme  seien  für  Punkte  X^^  für 
Geraden  f/jt ,  im  alten  Systeme  x^  und  Uk\  die  Gleichungen  der  Curve  im 
neuen  Systeme  seien 

fl,  .V,^  H-  «,  X/  H-  a^ ,17  =  0,     «,  V^  -f  «,  V} -h  «3  Vi  =  0. 

Wendet  mau  die  in  §3,  3  gebrauchten  Bezeichnungen  an,  so  erhält  man 
als  Bedingung  dafür ;,  dass  A^A^A^  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  ist, 
die  beiden  Systeme  von  je  drei  Gleichungen: 

Oj  a  ,a  jt  +  ffjj  o  /c  jt+ «3  ö    frt    t  =  0  I  i,Ä=  1,2  oder 
ttj  u'i  u  k  -f-  ofj,a ','  a'k  -f  «jja'^',-  «'"*  =  0  )    ?,.1  oder  3, 1, 

Da  die  TransformationKformoln  auf  der  rechten  Seite  Geraden-  und 
Punktgleichungen  in  Normalform  enthalten,  so  erfüllen  die  Coefficienleu 
noch  die  zwei  Gruppen  von  je  drei  Gleichungen: 

Zat(»chtiri  l.  MaUtematik  n.  l'tiy«>ik,  \V,  S,  1^ 


1) 
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«j • "'  4-  fi.^^  •  -\-  u,J  -  —  2  f/j'  flj'  COS  y^  —  2  /?,'  flg'  e««  y  1  —  2  Ojj'  ff j'  c<;ä  y,  =;  I , 
2)  «x' +«>,•>«,•  =  1, 

1  =  1,2,3. 
Die  Snmmen  der  Coefficienten  in  den  trarnfforiitirten  Gleiubungen  wer-| 
drti  zu 

"t  («i"*  +  "i'  +  «s'^)  4-  "i ("i"*  +  «i"*  +  ff» '^J  +  «3  ('^i'"^  +  "i"t  +  "a"'^)! j 
3)        niid 

Berechnet  man  aus  der  crstpn  Gruppe  von  2)  die  Trioome 

"i^+y  +  aa" 

und  substituirt  in  die  erst«  Formel  3),  so  erhält  man  unter  Derücki'ichligung 

des  ersten  öystemes  1)  die  Constanas  (kr  Coefficjentensumme  in  der  Gleich- 
ung des  Kegelschnitts  für  Puuktcoordinaten. 

Die  zweite  der  Formeln  3)  Iftsst  »ich  in  Rücksicht  auf  das  zweite  Sy-j 
Stern  I)  schreiben: 

«1  ("'j  +  **'i  +  «'»)*  +  ^'a  («"i  +  «"2  +  «"a)^  +  ^3  («  "1  +  «'"a  +  «'"a)*- 
Nimmt  man   liierzu  das  zweite  fc^ystem  2),    so  erhiilt  man  die  Constanx] 
der  Summe  der  Coufficienten  in  der  Gleichung  für  Plaucoordinaten. 
19.    Die  Gleichung  des  Centrums  ist  (lO): 

Seine  Coordinaten  sind  demnacli 

«1  +  «3  +  «3 

Da  nun  der  Nenner  dieses  Auüdrucka  für  alle  sieb  selb«t  conjugirten 
Dreiecke  beslüiidig  bleibt,  ferner  auch  tue  Zahl  der  positiven  0^  sich  nicht 
ändert,  bo  zerfallen  die  centralen  Kegelschnitte  in  zwei  Gruppen:  in  der 
i'inen  Gruppe  liegt  in  Bezug  auf  »die  sich  selbst  conjugirten  Dreiecke  das  ■ 
Centrum  in  einem  der  drei  tiiibegrei>»ten  äusseren  Winkfdfelder  des  Axen-  | 
dreiecksj  in  der  andern  Gruppe  liegt  er  in  einem  der  drei  Felder,  welche 
durch  eine  Axe  und  die  Verlängerungen  der  beiden  anderen  begren»t 
werdetif 

Bezeichnet  tnnn  mit  r/t  die  Coordinnten  des  Centrums,  so  Ussen  sichj 
die  Glciclmugou  eines  Kegflschuittes  demnach  anf  die  Formen  bringen: 


nod 


^ 


a  /  =  0 


die  so  reducirteu  Gleichungen  geiieu  bei  der  Transformation  für  andere  sieb 
selbst  conjugirte  Dreiecke  ohne  Aufnahme  von  Erweiterung.scuefficienteu 
in  Gleichungen  denselben  Form  in  Bezug  auf  das  neue  System  über. 

Lftftst  mau  nun  das  (Zentrum  mit  J3  zusammenfallen,  so  bleibt  bei 
ersten  Gruppe  das  Verhältniss  der  (verschwindenden)  Coordinaten  c^^ic^ 
sitiv;  die  Gleichung  gewinnt  demnach  die  I'orm 

"1*1'  +  «»^'==»- 


Von  Dp.  R.  Hkgkii. 
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der  zweiten  Unippe  bleibt  das  Verliältnjss  Cj :  c^  negativ  und  die 
Gleichung  erhält  die  Form 

a^x^^  —  a^jr^^=^  I. 
Dif*  Kriterien  in  (17)  und  (IV>)  bestimmen  die  Ciirve  aU  Parabel,  El- 
lipse oder  Hyperbel, 

Rückt  J3  ins  Uncndlicbe»  so  gebt  A^J^  dnrcb's  nontrum ,  wird  Dia- 
meter. Bei  der  Etlip.so  liegt  das  Ceutruin  auf  derselben  Seite  von  A^  und  y^^, 
bei  der  Hyperbel  werden  ^j  und  A^  durcb's  Centrnm  getrennt.  Im  ersten 
Falle  1  laben  Cj  und  r^  entgegengeaefzte,  im  letzten  Falle  gleich©  (positive) 
Vorzeichen. 

Die  Gleichung  für  Plancoordinaten  nimmt  hiernach  die  Formen  an: 
für  Ellipfse :  a^^t\^  —  «j*  V  =  ^ » 
für  Hyperbel :   ct^^v^^  -^  a^^v^*=  l.* 

20.  Die  Bedingung  dafür,  dawa  zwei  Dreiecke  für  einen  und  denj^elbeu 
Kegelschnitt  »ich  selbst  conjngirt  sind^  Usst  sich  wie  fidgt  ansdrücken: 

Es  seien  ^'jtx"*.r'"*.  die  Coordinaten  der  Etken,  n\u")^u"ff  die  der 
Seiton  des  einen  Dreiecks  in  Bezug  auf  das  andere.  Der  beiden  Dreiecken 
zugehörige  Kegelschnitt  habe  auf  das  znm  Axendreieck  gewählte  Dreieck 
die  Gleichungen: 

oder 

Dann  ist  notbwendig  und  ausreicLend,  daas  die  Pokn?  von  x'^  durch 
x''ii  und  ii'ict  und  die  von  x'k  durch  x'  ^  geht;  es  muss  demnach  das  Öy- 

stetn  gellen: 

a^ x\  a.'\  +  a^x\ir\  -f  r/jar'sa",,  =  0, 
«^ x\it"\  -\-  a^x\sv"\  -\-  niX:\X":s  =  0, 
a^ x\ a''',  -{-  (i^x\x"\  4-  tt:^x'\iv"\  —  0, 
Hiorans  erhält  man  die  gesuchte  Bedingung  in  Form  einer  verachwin- 
denden  Determinante: 

tu  »         t>  t        if 

X  .'X    .        *^'s*''B        ^  3''^   3 


t**i 


j    a:  j.r    ^   x  ^x   3 

x'\x^     x"\x\ 


=  0, 


Aehnlich  fmdt-t  man  die  gleichwei'lhigo  Bedingung: 


«,«  , 


»"a 


«3«'  3 

*t      tu 
H  3»    3 


=  0. 


•  Die  Gleichungen.  Wfidie  auf  ein  ÄWcIuxigcB  System  bezogen  slrul,  dessen 
Axen  und  Piudde  auf  elnpiu  Diamcter  so  liegen,  dann  sie  diircli  die  Etideii  des  Dia- 
meiers  htirmontseli  getrennt  werden  und  dej-Bcn  Axen  dein  conju^-irleu  Dinmetcr  pa- 
rallel  aiud,  lasaen  ebenso  truchtbiuo  Untersiichttngon  zu,  wie  die  auf  uoujug'irte  Dia* 
mcter  besogenea  Gleichimgcn  in  ruiiktcouidiiintcn, 
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21.    Lehrsatz:    Sind  zwei  Drpiocki»  fü r  ei iiPnKegelKchnitt 
sich  selfbst  conjugirt,    so  sind  nie  beide  eiueni  Regelaclinittttj 
eingeschrieben  und  einem  Keg<3!schnitte  um  schriebe  u. 

Jeder   dem  Axeudieieck  umschriebene   oder  eingeschriebene  Kegel- 
schnitt bat  die  Gleichung 

beziehentlich 

«12  '^1  "a  +  "üi  "a  "a  +  «31  "3  "i  =  ö- 
Sollen  X  icx" tx'"t  in  einem  solchen  Kegelschnitt  liegen,  beziebentlickJ 
uifu\u"k  einen  solchen  Kegelscltnitt  heröbreo,  so  muss  das  System  er*| 
ftilUsein: 

auf\A  +  ««»^y;y+  «8i^>i  =0, 


a.^x    ,x 


beziehentlich 


.  +  ' 


'ss-^ 


i  +  «a 


1=0, 


«1»  «'i  "'2  +  «^ss^'x  "'s  +  «si^'s  "'i  =  0 » 

«12  ""1  fa  +  «M  ""i  " '»  +  «31  ""3  ""1  ==  0, 

«12  ""1  "'"i  -<-  «w  ""'a  "'"a  +  «31  "'"3  «'"1  ^  0, 

Hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass  drei  Punkte  in  einem  um  dW 

Axendreieck  beschriebenen  Kegelschnitt  liegen ,  beziehentlich  dafür,  das» 

drei  Gerade  einen  dem  Axendreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitt  beruh« 

ren,  dns  Verschwinden  der  Determinante: 


X  äX  ^ 


a-gora      x -iX  . 


I«  g     X  ^x  3    .1-  3iC  j 
I*    *  *     2*     3  *    3*    1 


=  0, 


"l"2 
U   1«  , 


WgMs 

«'s  «"3 

U 


«  3M  1 
S"    8   W    3«    1 


=  0. 


Diese  beiden  Determinanten  sind  Glied  für  Glied  den  unter  (21)  an- 
geführten gleich,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

22.  Lehrsatz:  Gruppirt  man  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  za 
zwei  Dreiecken,  so  lifsst  sich  stets  ein  und  nur  ein  Kegelschnitt  finden, 
für  welchen  beide  Dreiecke  sich  selbst  conjugirt  sind.  Gruppirt  man  sechs 
Tangenten  eines  Kegetschnillea  zu  zwei  Dreiecken»  so  lüsst  sich  stets  ein 
und  nur  ein  Kegelschnitt  finden,  t\xr  welchen  beide  Dreiecke  sieb  selbst 
conjugirt  sind. 

Beweis:  Zum  Beweise  des  ersten  Theiles  beziehe  man  die  drei 
Punkte  der  einen  Gruppe  x\x'kx'\  auf  das  ans  den  Punkten  der  andern 
gebildete  Dreieck ^  dann  annulliren  die  x kx\x"\  die  erste  Determinante 
in  (21),  mithin  auch  die  erste  Determinante  in  (20). 

Gesetzt,  es  sei 

«1  x^'  +  n,-^x^  -f  n-^x^^  &  0 
die  Gleichung  des  beiden  Dreiecken  conjugirtea  Kegelschnittes,  so  müssen 
(21)  die  Gleichungen  erfüllt  werden: 

a^x\x\  4-  n^x\x\  -|-  a^x\x\=^ , 


I 


Von  Dr.  R.  Hedbr. 
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Dieses  System  ist  errällbar^  da  die  DeteiminHnfe  verschwindet;  nus 
irgend  zweien  der  drei  Gleichungen  folgt  dann  das  VerhUltiiisB 

flj  :  flj  :  «3 
eiadoutig ,  q.  e.  d. 

Ebenso  erfolgt  der  Beweis  des  zweiten  Theiles. 

23.     Beweis  dos  Pascal'achen  Satze». 

Liegen  die  drei  Punkte,  in  welchen  sich  die  gegenüberliegenden  Sei- 
tenpaare  eines  Sechsecks  schneiden,  in  einer  Geraden,  so  ist  das  Sechseck 
einem  Kegelschnitt  eingeschrieben. 

Das  Sechseck  bg'\  P^n^P^n^P^Ur^  seine  Gegeuseitenpaare  sind  als 
dann: 

P,/7,  nnd  rJ,/>5» 
/Jj/',  nnd  P3/73, 
[\n^  nnd  rht\. 

Man  heziehe  P,  /*,  /*3  auf  das  Axendreieck  77^  J7j  Hj;  haben  dann 
P^  P^P's  die  Coordinaten  x'^ ,  a'"fc,  x"k  ,  so  sind  die  Gleichungen  der  Seiten 
des  Sechsecks: 

( Pi  f/j)  =  x\t^  -  x\x5  ==  0 ,     (  n,  Ps)  =  x"\x^  -  x'\Ti  =  0. 
( TIi  f\)  =  u'\ x^  —  x\ r3  =  0 ,     ( P.1  Ih )  =  «'"j, ar,  -  x"\  or^  =  0 , 
(Pj  n,)  =  x'\  «3  -  ^"3 Xj  =  0 ,     (  773  P^)  =  a\  .Tg  —  «'j  x^  =  0. 
£6  müssen  sich  nach  der  Voraussetzung  des  Satzes  sechs  Coefficienten 
XX  t  fifi,  vv  so  bestimmen  lassen,  dasa 

k  {l\  i!,}  +  k'  {IK  P's)  =  ti  {P,  U,)  -f  ^'  (P3  O:,)  =  V  (P,  77,)  +  v'  (773P,). 
liicraUM  folgen  die  Gleichungen: 

9    ^k   c=x    ^^  ^  —  S'^V  —  XfV, 

X3k  =  x'\(l  —  x"\  ft'  ==  X\  v\ 


i^i 


x\k-\-x\X'^x\f», 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

X  , 


X' 


=  — JJ  ,v. 


*1 


Dann  bleiben  die  drei  Gleichungen  übrig: 

X     nk    —  X     ^(A,  =0, 

.r'ai  —  Ä'''3f*  -I-  x"\  /*'  =»  0, 

Xgi-l-j-  ,1  — a;  g^  =0. 

Der  Verein  derselben  wird  bedingt  durch  das  Verschwinden  der  De- 
termmante : 

0         ;f"'3  0 

"  "  /i 


-'•  —     JP   3     — ^7 


—  ar 


0 


1 

x\ 


0 


—  ar  jt 
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Man  mnltiplicire  die  erste  Colonne  mit  x\^  die  dritte  mit  x^^^  sabtra- 

Lire  die  erste  Zeile  von  der  zweiten ,  subtrahire  hierauf  die  mit  -ur  multi- 

X    3 

plicirte  erste  Zeile  von  der  letzten  Zeile  und  multiplicire  die  nnn  entstan- 
dene letzte  Colonne  mit  x"'^.  In  der  zweiten  Colonne  der  resultirenden 
Determinante  sind  alle  Glieder  ausser  dem  ersten  Null,  und  die  Determi- 
nante verschwindet  also  für 


X  ^X  %       X  ^X  %      X    ^x    ^ 

'    ^  /#        tt  »/»        /// 

ÄjOJj     «  3*  1     a?   ja?   1 


=  0, 


q.  e.  d. 

Nimmt  man  nnn  an,  der  directe  Pascal'sche  Satz  gälte  für  irgend 
ein  eingeschriebenes  Sechseck  nicht,  so  gruppire  man  dessen  Ecken  zu  den 
beiden  Dreiecken  und  verfahre  ganz  wie  oben.'  Dann  kann  der  Verein  der 
Gleichungen  für  \\\  hia\  vv  nicht  zusammen  bestehen,  oder,  da  v  und  v 
immer  nach  den  dort  bezeichneten  Formeln  gewählt  werden  können,  so 
kann  der  Verein  der  vier  Gleichungen  für  kJi  und  fjkfi'  nicht  bestehen,  mithin 
kann  die  am  Schlnss  angeführte  Determinante  nicht  verschwinden ;  das  ist 
aber  ein  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  dass  das  Sechseck  einem 
Kegelschnitte  eingeschrieben  sein  soll. 

Der  Beweis  für  den  Brianchon*8chen  Satz  verfolgt  genau  den- 
selben Gang. 


XVII. 
Heber  die  Imeare  Bifferentialgleichung  ;;/*^  Ordnung: 

1)  ^  (./,-f  /Vit«")  x— '-  ^/<--^)  =  ^r,.i'9. 

Von 

Vh    R.  Most  in  Stettin. 


I 


Betvftchtuiigen  übci  4ic  allgpineitieti  Ki^fiiacUaftoii  der  Intej^frale  linearor 
iJJO'orcntiftlgleiclmngon  liat  Fucliy*  atigfstfllt ;  bflzoieljiic't  m.i»  mit /' «jnnzy 
Functionen  nach  x,  so  sind  die  NuÜpunkte  der  Function  f^  in  der  Gleich- 
ung : 

die  singulMren  Pnnkto  dps  Integrals  y;  nennt  man  dieselben  <t,  so  glebt  eg 
nacl»  FucliB  für  jeden  Punkt  a  tn  parlicnlKre  hitegrale  von  der  Forin 

wo  9>  einp  in  der  Umgebung  von  a  eiud**utigp.  Function  ist,  an  duas  es  mög- 
lich ist,  die  Functinn  i^  um  jeden  singalHren  Punkt  heiutnznfUliren;  die 
Grossen  X  ergeben  sich  dabei  als  die  Wtiizpln  einer  Gleichung  m"'"  Grades. 
Fallen  mehrere  der  Wurzeln  X  zusammen,  so  hat  Fnchs  gezeigt,  dass  tlie 
aiiBfallenden  Integrale  durch  neue  Formen,  welche  lof/{x  —  a]  enthalfen,  er- 
betzt  werden  können.  Es  soll  zunächst  unten  gezeigt  werden,  dass  es  eine 
allgemeine  Methode  giebt,  nach  der  die  neuen  Integrale  äu  bestimmen  sind, 
wenn  unter  beliebig-en  Ititegralcn  F{Kf'^  A,,  A,  x),  F(A,;  A, ,  Aj.x)  etc.  meh- 
rere dadurch  glrich  werden,  dass  A,  =  A,=  ..,  etc.  wird.  Diese  nll^emoinö 
Methode  ist  wie  für  die  meisten  linearpn  Differentialgleichungen,  so  beson- 
ders für  die  vorliegende  Gleichung  l)  bedeutungsvoll,  da  es  sich  zeigen 
wird,  dasK  die  Fundamentalgrössen,  aus  denen  die  Integrale  gebildet  wer- 
den, die  Wurzeln  aweier  Gleichungen  m'*"  Grades  sind.  Neben  der  Gleich- 
heit der  FundamentalgrJissen  ist  auch  noch  der  Fall  heriicksichtigt  worden, 


♦   BoTchardl,  Bd.  ÖO  S.  134, 


dass  ihre  DÜferenzcn  gauze  Zahlen  werdeu;   sonst  sind  nur  noch  die  ein- 

flusgreichen  Bpdingungcn 

fo=^i~  "•="r~i  =  0  oder  ^o=&,  =  ...  =/v_i  =  0 
in  Rechnung  g^zoj^on,  alle  weiteren  Specialnntersuchiingfn  aber  zu  Gunsten 
der  Üebfr.sichtlichkeit  verschoben  worden. 

Folgende  drei  Formet»  siod   für  die  particuliireii  Integrale  in  Anwen- 
dung gekommen  : 

I.    Reihen:  Wie  sich  schon  aus  der  Gestalt  der  Gleichnng 


.-•i 


.V 


vevinuthen  lH«st,  sind  die  Reihen  nur  für  die  singulären  Punkte  Null  und 
Uneaillicli  von  einfacberor  (icstaltj  »ie  erscheinen  für  diese  Punkte  als 
hypcrgenmei fische  Reihen  m''"'^  Ordnung,  weun  man  das  Biuomium  als  eine 
solche  Reihe  l'*'''  Ordnung  und  die  gewöhnliche  hjpergeoraetrische  Reihe 
als  die  2''"'  Ordnung  zShlt.  Von  der  Entwickelnng  der  Reihen  ffir  den  drit- 
ten singulÄren  Punkt  jr==  — -5.  habe  ich  Abstand  genommen»  da  die  Coeffi- 

cienten  derselben,  wie  sich  aua  den  bestimmten  Integralen  entnehmen  Iflsst, 
aus  Functionen  ^f^bvldet  sind,  welche  man  aus  hyporgeomelrischen  Reihen 
m^'^'^Ordnung  dadurch  erhält,  da^s  man  die  Variable  der  Einheit  gleich  setzt; 
für  die  bypergeoujetriscben  Reihen  2'*'^  Ordnung  entstehen  dadurch  keine 
Schwierigkeiten,  du  sich  f'\c(tßty^  1)  bekanntlich  durch  GamniÄfunctionen 
ausdrücken  lässt ;  für  bypergeometrische  Reihen  höherer  Ordnung  ist  mir 
das  aber  nur  in  ganz  besonderen  F«Uen  gelungen. 

2.  Bestimmte  Integrale:  Bei  denselben  eniBteiieu  verschiedene  For- 
men, je  nachdem  a^  und  6,  von  Null  verschieden  sind  oder  eine  der  Be» 
dingungen 

ffj=  ...  fl^_j;=0  uihI   6j,=  .. . /»r-i  =  0 

eintritt;  in  allen  Fällen  aber  erseheinen  die  Integrale  als  ot  —  1 -fache, 
rfüne  genauere  hiscuasion  eines  derseltjen,  in  inalngi«  dessen,  auf  welches 
Riemann*  hei  der Diflerenlialgleiihung  2'"'^ Ordnung  hingewiesen  und  wel- 
ches Thomae*»  eingebend  betrachtet  hat,  scheint  für  eine  selbststHndige 
Untersnehung  geeigneter. 

3.  Bestlunnte  Differentiale:  In  dieser  Weit^e  glaube  ich  die  DiiVeren- 
tiale  einer  Function  '^{ux)  nach  u,  für  welche  «  nach  der  Ausführung  der 
Differentiationen  einen  bestimmten  Werth  erhUlt,  bezeichnen  zu  dürfen; 
wird  das  boi»timmte  Integral  als  Rechnung^operation  genommen,  so  liegt  die 
Analogie  auf  der  Hand.  Zu  einer  umfangreichen  Benutzung  dieser  Formen 
bedarf  es  allerdings  noch  einer  sicher  gegründeten  Theorie  complexer  Dif- 


1 


I 
I 


i 


•  Rieniann:    Ueter  die  durch  die  Ganss'sche  lt«iho  darsteltbarcu  Functio- 
nen ,  S.  20. 

♦♦  Öchlönülch'sZeiljuhnfr,  14.  Jahrg.  8.  48. 
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fereDtialquotienteD.     Auch    dlio    Lestimmtea   DifTereutiale    treten  hier  als 
m  —  1-  fache  auf. 

Von  eioer  Dflrstellung  der  Function  ^v  <3arch  vielfach ß  oder  allgemei«! 
ner  durch  comi»lex6  Differentiale  nach  ;r  nehme  ich  Abstand,  elnorseitsi' 
weil  Malmsteii  *  die  Methode  Tollstftudig  angegeben  hat,  nach  der  die 
80  gestalteten  Integrale  der  Gleichung  2)  gefunden  werden  können,  anderer- 
seits, weil  für  die  üherhiclitliche  Aufstellung  des  allgouieinen  Integrals, 
welches  noch  der  Arbeit  Rf  al  in  st  en 's  hinzuzufügen  wäre,  die  2m  Fun- 
damentalcotislanten  nicht  geeignet  erscheinen. 

Von  be.Nonilerein  Nulzen  in  den  nachstehenden  Betrachtungen  zeigt 
sich  die  Umformung  der  Gleichung  2)  in  eine  Form,  wie  sie  Riemann  für 
den  Fall  m=2  aufgebtelU  hat**;  Übrigens  hat  schon  Malmef^n  auf  den 
Zusammenhang  der  beiden  Formen  hingewiesen***,  indes»  dabei  das  Wesen 
der  auftretenden  Constantcn  nicht  richtig  erkannt;  es  sind,  wie  sich  zeigea 
wird,  negative  Facultäteucoefficionten. 


Es  jjeien  f  (A,  ,a"),  F(kt,x)  Integrale  einer  Gleichung: 


WO 


einlnlegml  ausHÜlt,  weil  ij^Aj  ist;  man  denke  sich  die  Constanten  der 
Functionen  f  um  Weniges  verändert,  wodurch  dieselben  in  f*  übergoheu, 
80  werden  die  Grössen  Jl,  und  A,  noch  nicht  zusammenfallen.  Da  nuni'"(A,,a;) 
und  F{Xf^ai)  Integrale  sind,  so  muss 


<f" . 


^..(•0 


A,  —  A, 


sein;  I.Hsst  man  die  Functionen  /'  stetig  in  die  Functionen  /"übergehen,  so 

geht  -=^-^ m  —  -        über;  fallen  drei  Grössen  A, ,  A, ,  A,  zusam- 

Af  —  A|  uAj 

nien,  so  kommt  man  entsprechend  zu  dem  Integral  —-.  \      etc.     Werden 

flA| 

also  r  Wurzeln  A  bei  Integralen  ^^*  oder  (x  —  u)^  gleich,  Bo  siad 

xc*',  j:«C^'  ...  Jr'-'  ek^ 
und  andererseits 

(j  —  a)^  log  {x  —  a) ,  (ar  —  a)*  log'  (x  —  o)  . . .  (x  —  a)*  log''-^  (.r  —  a) 
die  neuen  Integrale. 

Coniplicirter  wird  aber  die  Ableitung,  wenn  das  particulare  Integral 
nicht  nur  das  eine  charakterisirendc  A^,  sondern  auch  die  übrigen  A«,A^...A^ 


*    frelle,  Ud.  3U  8.  OiJ. 
-   A.  a.  Ü-  ß.  »9. 
•••   Urclle,  Dd.  30  8.  107. 
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d.  h.  diejenigen  k  in  Xi,  l^  ...kr*  welche  Aa  nicht  sind ,  enthalt;  sollen  die 
letzteren  Grössen  das  Integral  nicht  charakterisiren,  so  mnss  innerhalb  des- 
selben F{k(i]  k^y  k^  ...  kq)  ihre  Vertanschung  möglich   sein,  d.  h.  das  In 
tegral  muss  in  Bezug  auf  A^,  A»...Af  symmetrisch  sein.     Man  ttbersieht 
nun ,  dass  die  Differentialquotienten 

rdPF{k„',ka  ...  k,)i      rdPF(k„;k,  ...  A,)i 
L  rf*;  Ja*    L  dkVdkl\..dk'''^  V 

WO  das  zur  Klammer  gesetzte  Zeichen  bedeuten  soll,  dass  nach  der  Diffe- 
rentiation alle  Grössen  A, ,  A,  ...  Ar  den  gemeinschaftlichen  Werth  A  anneh- 
men, unverändert  bleiben,  welche  Werthe  aus  Ai,A,  ...Ar  die  Grössen 
Ag,  A«  ...  Af  auch  annehmen,  wenn  es  nur  verschiedene  sind.    Setzt  mau: 

Aa  =  A  +  e„ ,  A«  =  A  H-  j.  . . .  A,  =  A  -f  e,, 
so  ist: 

wo  zu  allen  eckigen  Klammern  A  gehört  und  die  Grössen  a:,  y,  z...  alle  mög- 
lichen Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  a,  b...q  durch- 
zumachen haben.  LSsst  man  a  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2...r  annehmen, 
so  erhält  man  die  r  Integrale,  welche  mit  ^(A,),  F{kf) ...  F{kr)  bezeichnet 
werden  sollen.  Die  Integrale  werden  sämmtlich  aus  dem  ersten  gebildet, 
indem  man  die  Indices  desselben  um  1,  sodann  um  2,  endlich  um  r — 1  er- 
höht, wobei  t,  als  Erhöhung  von  Cr  anzusehen  ist;  jedes  Integral  kann  also 
auch  aus  dem  vorhergehenden  gebildet  werden,  indem  man  die  Indices  des- 
selben um  1  erhöht.  Da  sich  die  Differentialquotienten  der  rechten  Seite  in 
der  Gleichung  3)  durch  Erhöhung  der  Indices,  wie  oben  bemerkt  wurde, 
nicht  ändern,  so  sollen  dieselben  bei  der  Erhöhung  der  Indices  unberührt 
bleiben  und  als  nach  dem  ersten  Integral  F(Ai;  A«...Ar)  bestimmt  angesehen 
werden.  Denkt  man  sich  nun  in  dieser  Weise  die  r  Integrale  nach  der 
Gleichung  3)  hingeschrieben,  so  gehen  sie  alle  für  C| ={,=:...  «r*=0  in 
'^^'iy^fj^ll  über,  wodurch  das  erste  neue  Integral  erhalten  ist.  ->  Subtra- 


Von  Dr.  R.  MoBT, 
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liirt  man  dud  je  zwei  aufeinander  folgende  der  rOleichungen,  so  wird  aicb 
zeigen,  daas  der  Ausdruck  der  rechten  Seite  der  ueaen  r— 1  Gleichungen 
je  den  Factor  £r~f<  enthält,  so  dass  sicii  ergiebt: 

In  entsprechender  Weise  denke  man  «ich  durch  Erhöhung  der  Indices 
die  übrigen  Ansdrücke  F,  (Aj^Aa)  ...  F,  (Ar-i.^r)  gebildet.  Dieselben  sind 
Integrale  der  DiUVTentialgleichung  /'oj/''"^  +  ■  •  •  A'my  ^  ö;  läset  man  die 
Functionen/"  in  f  übergehen^  so  wird  f,  =f,s=.. .  t,  ^0;  man  erhält  also 

TT   ~    TT    *'^  *^***  Bwcite  neue  Integral.    Nun  bilde  man  entsprechend: 

f|  —  f3 
und  die  dazu  g>>b5rigen  Ausdrücke 

FiihAn.li)  etc., 
&o  erhült  man  durch  f,  =  ...  1,^=0  das  dritte  neue  Integral: 

und  ebenso  aus  /^»(Aj  ...A^)  das  vierte  neue  Integral: 

_L  ['''ZI  _  I  r  j!"^i  _  I  r^^^i^  j_  piiq 

2.3  UVJ       'UA,*r/Aj       *Ua,</A/J      2.3L''VJ 

r     iPF     1  .   ^  r   fPF  1 

■*■  Idk,  /f  A,  ^aJ  ^1.2  [dk^*  c/aJ 

UAsr/Asr/Aj 

Schreitet  man  in  derselben  Weise  fort  durch  Difforenzenbildung  und 
Division  der  jeweiligen  ersten  Differenz  mit 


fr  —  ^6»  «>  — '( 


«•  —fr 


SO  erhält  man  r  Integrale  von  der  allgemeinen  Form : 


4) 


2;(-i)«-^*+-* 


/7(a+ö-h...A') 


Ul/ 


/7(^)/7(ö)/I-(v,)... //(A)/7M»'it) 


^c+i  .TrfÄiijTrfÄSVi    •  ^^?+A  ^'A 


-];■ 


•    n(0)  =  I   iiud  für  {jiuizo  Zahlen  I7(/*)  =  1.2.../*     Ferner  /I*  (n) 
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^a+l^a+2  -"  ^m+a^ß+l^ß+2  ... 
die  auf  einander  folgenden  Grössen  aus  A,,  iL,  ...  Xr  bedeuten  und 

fi,  V,,  V,  ...  V*,  a,  6  ...  Ar 
alle  möglichen  ganzen  positiven  Werthe  mit  Einscbluss  der  Null  annehmen 
müssen,  welche  der  Bedingungsgleichnng 

fi  +  avi+*v,+  ...  kvii  =  s 
entsprechen.   Für  das  letzte  Integral  ist  5=r— 1. 

Der  Factor 

1 

7/(,i)i7-(vOJ2*(v.)...i7Hn) 

rührt  von  der  erweiterten  Taylor'schen  Reihe  her;  es  ist  also  noch  zn 

zeigen,  dass  durch  die  oben  angedeutete Kechnnngsoperation  des  alterniren- 

den  Snbtrahirens  und  Dividirens  die  übrigen  Factoren  hinzutreten  müssen, 

d.  h.  es  muss  für 

5)    ^o*(«i)=«i'*  2  («a+l  ...  ««+«)"  (^ß+i  ...  f^+jf«  (fx+i  ...  «x+t)"*  . 

wo 

a,  b  ...  Ar,  ^,  v,  ...  v* 

unverändert  bleiben, 

a+1  ...«4-a,/S  +  l  .   .x+1  ,..»-\-k 

alle  möglichen  Werthe  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  2,  3  ...  r  an> 

nehmen , 

V'.Ui,  ««...«*;      <.     U  72(fl)/Z(6)...i2(A) 

sein ,  wenn 

etc.  ist. 

Zunächst  ergiebt  sich  für  den  einfachsten  Ausdruck  ^,°=f,*: 

wo  fij  und  fit  ^11^  möglichen  positiven  ganzen  Zahlen,  mit  Einschlutss  der 
Null,  werden,  welche  der  Bedingung 

l^t  +  l*t  —  s—l 
genügen;  darnach  ist: 

V  =  — ^^'^ ^=^ =>,  «i'"«t'*«e»'*«, 

also  schliesslich 

and  somit 


Von  Dr.  R.  Mobt. 
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liht  man  duq  je  zwei  aufeinander  folgende  der  rGleicbutigen,  so  wird  sieb 
zpigcn,  dass  der  Ausdruck  der  recbten  Seite  der  neuen  r— 1  Gleichungen 
je  den  Factor  Sr — f,  enthält ,  so  dass  sich  ergiebtt 


*i  —  *i 


In  entsprechender  Weise  denke  man  »Ich  durch  Erhöbnng  der  Indices 
die  übrigen  Ausdrücke  ^,(^,,^3)  ...  F^dr-i^J^r)  gebildet.  Dieselben  sind 
Integrale  der  Differentialgleichung  f\y^'"^-{-  '••f^my^'^i  lässt  mau  dia 
Functionen  f  m  f  übergehen,  so  wird  f,  =1,^ , . .  f;.==0;  man  erbSlt  also 

——    —    —-    als  das  zweite  neue  Integral.    Nun  bilde  man  entsprechend: 

/j  (A, ,  Ag,  A3;  " — 

und  die  dazu  gebörigen  Ausdrücke 

F2{h^h^U)  etc., 
80  erhält  man  durch  e,  =:  ..,  f^  =  o  dflg  dritte  neue  Integral: 

und  ebenso  aus  F^  (A,  .. .  A^)  das  vierte  neue  Integral : 

J-p'-^l  -» r   ^^' ^   "I  _  ,  \_!EJLJ\—1.\—^ 

2.:i  U  vJ      »  Ua,'  ^aJ       *  Vdk,  dkA      'Z.Adl}] 

+  r       ^'      l  +  AT^^I 
^  UAi  //A,  dh\      I  --^  LrfA,'  f/Aj 

Schreitet  man  in  derselben  Weise  fort  durcb  Differenzenbildung  und 
Division  der  jen  eiligen  ersten  Differenz  mit 

Bo  erbält  man  r  Integrale  von  der  allgemeinen  Form: 


^i- 


«(n  +  6+.,.A) 


[ 


2j  (-O--^*-^-*  n[ii)  n[a)  n-(v,) ...  n[k)  n^^M 


ifF 


rfA,'*f/A*Vi  •..  ^/Aa'+«^AjVl      .  dk^/^kdXl^ 


»    n(0)=l   und  für  g«««  ZbIiIod /7(^)  =  I  .  i   . .  («    Verner  n'(i.i)  =[JIil 
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Entsprechend   ist  der  Ausdruck  fi""**  ^0*+'   »n  behandeln,    wo  unter  das 
Snmmenzeicheu  der  Gleichung  5)  noch  ein  Element  f\'  tritt. 
Hat  nun  das  erste  der  r  gleichen  Integrale  die  Form 

so  werden  die  r  neuen  Integrale  folgende: 
(x  —  a)*  [<p,  H-  log  (a;  —  «)  tp] 


(x  —  o)*  I  »ir -1  +  %  (as  —  o)  5»r_2  +  j~ log' (t  —  a)  ipr-,  +  ... 

+W=^)"'»'-'(*-"^-4 

WO  (p,  allgemein  aus  dem  Ausdruck  4)  erhalten  wiid,  indem  man  q>  an  die 
Stelle  von  F  setzt.  Es  zeigt  sich  also,  dass  nicht  nur  die  zu  den  höchsten 
Potenzen  von  log  {x  —  a)  gehörigen  9  in  allen  r  Integralen ,  wie  schon 
Fnchs  bemerkt  hat*,  unter  einander  gleich  sind,  sondern  auch  die  zu  den 
nächst  höheren  Potenzen  gehörigen  und  ebenso  die  darauf  folgenden  u.  s.  w. 
—  Uebrigens  hat  Borchardt**  schon  einmal  die  zweite  Form 

dF        dF 

dkl^dX^ 
bei   zwei  zusammenfallenden  Integralen  in  Anwendung  gebracht,  um  ein 
von  Spitzer  gegebenes  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
abzuleiten. 

n. 

Um  der  Gleichung  2)  die  von  Kiemann  bei  der  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  gebrauchte  Form  zu  geben  und  um  Gleichungen  der  neuen 
Form  in  die  ahe  Form  2)  zu  verwandeln,  gebraucht  man  folgende  Formeln : 

vH  ?  — - £ r  n  _: ^        A-C  " - -4- 

</a."      {d.logx)'*        '    (r/.%ar)»->^    *   {d.logx)"-'^^ '" 

8)  "'^^       ^        ^"-'d.logx^ 


d-y 


{d.logxY        •      «/«»       ^    '  dx^-^  ^'"^    "-'dx 

wo  die  Constanten  C  die  Facultätencoefficientcn  in  der  von  Schlö milch 
festgestellten  Bezeichnung  sind,  also  die  d  die  Coefficienten  der  Gleichung 


•  Borchardt,  Bd.öüS.  1»6  und  Bd.68S.356. 
**  Horchardt,  Bd.  57  S.  70  und  81. 


Von  Dr.  K.  Most. 


=  r/(»+  1)  .,.{u+n-\)  =  r'«„'^  +  tV«''-'  +  r,"tt»-''«+  ...  +uC^_i 


öiiid ,  die  Cj^^  aber  die  Form  haben: 

Die  zweite  Gleiclmiig  nnter  8)  ist  es,  welche  Malmat^n*  ableiten 
wollte;  er  hielt  aber  die  Co(^fficieiiten  für  SutTimen  von  Producten,  die 
durch  Corahinationea  mit  Wifderholung  aus  den  ganaen  Zahlen  gebilrlet 
siod.  —  Die  Gleichungen  8)  sind  leicht  durch  Induction  zu  beweisen,  wenn 
man  sich  auf  die  Beziehungen 

f  ,tl      J  y  if1  < rttt  -|-  1 

c7''+^-H(«+i-;>)f-Jr*-^^=C7'-'+p 

atdtüt.  **  Uebrigens  würe  die  zweite  Gleichung  unter  8)  auch  nach  den 
allgt'meini'u  Gleichungen***  iiltet-  Differentiation  der  zusammengesetzten 
Functionen  abzuleiten.  - —  Mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  unter  8)  nimmt 
die  Diflcrentinlgleichung  2)  folgende  Form  au: 


«0    0/ü  +  t'o-^) 


(.  %.3^+  ^'^  + '-' ^3  (Z^'^i  +  •  •  +('''"+^'«-)v=ö» 


=  tv'-r«^  -  c,  «•-''+•  ^p-,  +  <^t'"-?+^"p-2- ...  (-0^^/. 


wo 

10. a)    ''^ 

Führt  man  Gleichung  9)  mit  Hilfe  der  zweiten  Gleichung  unter  8)  auf 
die  Form  2)  zuriuk,  .so  erhalt  man; 


10  b) 


V=''i,+ +C„-'"+re'^ 


10  c) 


AuM  den  Gleichungen  lOa)  rtnd  lOh)  ergeben  sich  bei  Benutzung  einer 
beliebigen  Variabh^n  u  noch  folgende  uierkwiirdigo  Beziehungen: 

a^u'"\-i  ^  ,,,  „«. -  Ji -  i  +. . .+  a„,  _  ,  »/'  1- '  +  a„  =  ,/„ ,/"  +  ,/,  M"' - '  4- . .  • 

.      -f  '/«l  -  l  "  -h    '/ni  =  </„  ("  —  «i)  («  —  «»)   ...(«  —  ««)  , 

die  Wurzeln  «  und  fJ  werden  sicli  spfiter  «1«  die  eigenlliclum  FnndamentaT- 
conatanten  der  partirulären  Integrale  ergeben.  —  Die  Beziehungen  10a), 
b)  und  c)  findi?n  erklärlicherweise  selbstatUndig,  unabhängig  von  der  Diße- 
tentialgleichnng,  statt;  üo  kann  man  z.  B,  aus  10 a)  und  lüc)  durch  Detor- 
mjnantenlieziehungen  10  h)  ableiten. 

Dm  elf  die  Form  9)  kann  man  die  aUgemeine  Differentialgleichung 


(tX" 


'  Crellfi,  Ild.  :jfl  S.  O'J. 
**   In  ficzag  auf  die  (jidsscn  C  siehe  Scblüinilcli,  Compeiidium,  Thcii 
S.  W  u.  30.  ^ 

♦♦*    Bclilömilch  ,  Conipendtmn  ,  TheilIIS.5,   lileicliting  5  u.  Ö, 
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auf  den  einfachen  Fall  ^  =  1  zarückftihreu.    IHeselbe  geht  nach  8)  and  0) 
über  in 

setzt  man  a;^  =  |,  so  erhält  man  die  Gleicbnng 

welche   mit  Gleichung  9)   vollkommen  übereinstimmt  nnd  nur  darin    ab- 
weicht, dass  ihre  Fundamcntalconstanten 

^       ?L       ^'und   —       —        — 

(f  '      Q   '"  Q  9  '      9  9 

sind  und  dass  an  Stelle  von  d^  und  e^  die  Werthe  von  ä^Q'"  und  Cq^i"*  auf- 
treten. 

m. 

Soll  das  Integral  der  Gleichung  2)  in  der  Form 

»==qo 

gegeben  werden,  so  setze  man: 

also  nach  10  c) : 

<p.(a)  =  rfo(A-fn)"  +  rf,(;+«)'»-'  +  ...  +  rf«-i(;i  +  n)  +  ^'« 
=  rf„(A+n— a,)(A-fw— er,)    .     .     .    (A+w—a^); 

bezeichnet  9?« (6)  die  entsprechend  aus  b  oder  e  gebildete  Function,  so  ist: 

=  (_  l)n  fn-li^)  Vn-2{b)  "  '  <Po{b)  ^ 
qPi.(«)9'n-l  («)...  <Pi(a)       " 

und 

9'oW  =  (^-«i)  {^-^t)    ..  (A-a»)  =  0. 
Bei  der  Ableitung  von  J^  ist  vorausgesetzt,  dass  ausser  q>o{tf)  kein  anderes 
g)(a)  der  Null  gleich  sei. 

Bezeichnet  man  die  m  particulftren  Integrale  mit  yn  yf.-ymt  so  ist 
mit  Fortlassung  des  constanten  Factors :  * 

12)     y,  =  x^.F(  «.-/^..«»-/^.••«.-i».  -zloA 

*  \aj  —  a,  -f  1 ,  a,  —  o,  -f  1  . ..  er,  —  o„  +  1     a^      / 

wenn  man  mit 

die  hypergeometrische  £eiho  m^"  Ordnung : 


Von  Dr.  R.  Most. 
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n  1 


«;1 


"^    <h 

Lezficlinet. 

Entsprecliend  ergeben  siel»  m  purticuläre  Integrale  nach  ar-*: 

wo  9  alle  Wertbe  von  1  bis  m  annimtut.    Äii«  der  üetrachtung  von 

ergiebt  sich  über  das  Convergenzgebiet  der  Reihen  Folgendes :    Beschreibt 
man  um  den  Punkt  Null  eioen  Kreis,  dessen  Peripherie  durch  den  zweiten 

Bingiilären  Punkt  jr  ^  — -^  geht,  so  gelten  die  Integrale  12)  innerhalb,  die 

Integrale  13)  ausserhalb  desselben. 

Ist  I^^,=l)^  =  ..,  —  br— 1  =  0,  so  erhält  man,  wenn  ßr^i,..ßm  die  Wur- 
zeln der  Gleichring: 

i,^„».-r|t  ^  i^.^  j  ,,m-  r- Jll  _J.  .  ^ ,  ^  /,^^  ^  o 

siodf  die  m  Integrale: 

welche  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausschiusa  des  Punktes  Unendlich  gelten. 
Ist  «u  =  ß,  ==.  ..i=  ffr_i  =10,  so  erhält  man,  wenn  Or^.1  ...  of„  die  Wur- 
zeln der  Gleichung: 

die  m  Integrale: 

welche  in  der  gauzeö  Ebene  mit  Ausschluss  des  Punktes  Null  gelten. 

Die  Reibeuauüdrücke  12)  und  14)  werden  unbrauchbar,  wenn  «,  —  «„ 
die  in  13)  und  15),  wenn  ßs  —  ßg  eine  negative  gunze  Zahl  wird.  Indesa 
bleibt  die  Methode  unveiletüt:  Bei  der  Ableitung  der  Integrale  12)  und  14) 
war  vorausgesntzt,  dass  alle  fp{a)  ausser  qpo(«)  von  Null  verschieden  seien; 
entsprechend  liegt  der  Ableitung  der  Integrale  l'S)  und  15)  die  Voraus- 
setzung zu  Grande,  dass  alle  <p(i')  auswer  gPo(A)  von  Null  verschieden  sind. 
Ilst  nun  aber  in  den  Keiheuausdrücken  12)  und  14)  etwa  (p,{a)  —  0,  so  wird: 
^  <P«(«)9'n-l(«)---«7'.+  l('0 

und 
für  das  ausfallende  Integral  t/r,  bei  welchem  «^  — «,=— ^  ist,  erhält  man 
also,  mit  Fortlassung  des  constanten  Factors,  das  neue  Integral 


i2a)    ^ •   v„^_^,  +  ,+  ,...„^_„^4.,^ 

ZrlUehrin  f.  Maihetttalik  u,  l'hyiiik,  KV,  6 


gft 
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Werden  in  einem  Integral  mehrere  Ausdrücke  Ur—ccst  "r—f't  etc.  negative 
ganze  Zahlen,  so  hat  man  bei  der  Bildung  des  Integrals  12a)  nur  diejenige 
negative  Zahl  zu  berücksichtigen,  welche  den  grössten  absoluten  Werth  baL 
Bei  13)  erhält  man  für  das  ausfallende  Integral  yr ,  für  welches 

ist: 

Entsprechend  sind  bei  14)  und  15)  die  ausfallenden  Integrale  zu  ersetzen. 


l6)(/'o-fgo^),^    ;..^W-l+y.+P.^),.    ;,,^,.-2+-f(^-l+g>-»^)^=0, 


IV. 

Ist  z=i^{x)  ein  Integral  der  Gleichung 

so  ist 

1)  y  ^JC«  -  A)v{B'--u)^^[{u-A)x'\  du, 
wo  die  Grenzen  des  Integrals  2  Wurzeln  der  Gleichung 

{u-^jy+i  {B-u)^^l{u-A)  ar)  =0 
in  Bezug  auf  u  sind ,  ein  Integral  der  Gleichung 

indem  mit  Hilfe  einer  beliebigen  Variablen  u  die  Beziehungen  zwischen  d^  e 
und  /",  g,  y,  ö  ausgedrückt  werden  durch 

g,(rf,tt)  =  rf„«'»  +  rf,u'"-»  +  ...  +  <'n. 
„^  =  («  +  y  +  ö  + 1)  (/-o"— '  +  /•, «"-2+  ...  +  /■— i). 

qp  (<?,«)  =  «„«»»  + e,  u"'-' +...  4- c™ 

=  {B-yi)(u  +  Y+l){g,u'"-'^-\-g,u'--^  +  ...+  g^^i); 

2)  ist  y  ^J^u  -  Ay  e^-  "  ^  (i;^)  t/W 
mit  Grenzen  aus 

ein  Integral  der  Gleichung: 
wo 

ist.  9'(rf»«)  =  (y+A-«)Vo«'"-'+/'i«'^'+..-f/-.-i) 

3)  ist  y^zhu— jy  e^-' '  1/;  [(«  —  ^)]  a'  d«< , 

^  mit  Grenzen  ans 

(m  —  ^)H-i  <j^-«  1^  [(tt_-^)ar]  =0, 

ein  Integral  der  Gleichung 


r 
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Beweis,    t.    Mao   setze  in  JC)  für  :  den  Wertb  i^(^)  ein  und  dann 
(m  —  ^)x  BD  die  Stolle  von  x\  mulfiplicirt  man  mm  beide  Seiten  mit 

und  integrirt  nach  u  zwischen  den  in  1)  angegebenen  Grenzen,  so  hat  man 
auf  der  linken  Seite  die  beiden  Integrale 

^  J  =j{u  _  A))'  (JS  -  «)^-'  T/>(«  ^J)x  du 

und 

ffßr  welche  die  Beztehnng  gilt:  , 

r      rf"-J         _rf"Jj/_   ,       ,  /.     .1 


I 


*{dJogx} 
Da  nnn 


dJogx  dJogv 

"lat,  ao  wird 

r;{iL.  ^  /;„  _  ^),+,  (ß  _  „)*  "it  ('- ^)  -  ,„ 
er  nach  partieller  Integration: 


.-&=-^^+')''+*^'' 


andererseits  ist 


j^=.{B^J)J-y, 


^^'-.^07.  +  ^^  +  ^)^' 


8{S-A)J^^ 


dy 


+  (y  +  Ä  +  i).'/- 


t  

^^^^B^  d,logx 

^f         Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Di£PerentiaIgleichung  ein,  so  ergiebt  sich : 
</r  =  /;  +  (r+<5  +  l)Ar-it  rfo  =  /"«.  rf,„  =  (y  +  (>  +  l)/"m-i. 

^K        2,    Man  setae  — ^  in  die  Gleichung  lO)  ein,  muhiplicire  mit  «y+ic^-«* 

t 


u  —  A 


I 


tnd  integrire,  so  erbäh  man  zu  den  Copflicienten  /gehörig  das  Integral 

und  zu  den  Coefficienlen  g  gehörig  das  ad  2)  mit  y  bezeichnete  Integral; 
ea  ergiebt  iiich: 

ao* 
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wo 


ist. 


r=m.  •■=-m — I 


ist. 


V  =         tl  [u W -1  (1  -  Ur  >».-«rJ  AT/»«-«» 

Für  j3,  =/3(=j3,  erhält  man  die  neuen  Formen 
y,  =  L«m  I  V  dtt^.,.du„,  , 

y,  =rx««   /r/o^   — ^rf«i..      rfl/« 


r=rw  — 1.  <=m 


II.     6„=6,=:...=:6r-.l  =  0. 

Für  diesen ,  wie  für  den  nächsten  Fall  lassen  sich  drei  verschiedene 
Integralformen  aufstellen,  wenn  r  nicht  gleich  m  ist;  wird  r=mf  so  ist  die 
erste  Form  nicht  möglich : 

A)  Man  führe  die  erste  Differentialgleichung  durch  8)  über  in  die 
Form : 

wo  die  Grössen  d  ihre  frühere  Bedeutung,  gemäss  10a),  haben,  fttr  die 
Grössen  e  aber  folgende  Beziehungen  gelten : 

tp(e,M)  =  6r  «"-'•11  +  6r+iti— '-»I»  +  ...  +  &„==  erW—^  +  e-r+i «"—■-*  +  ... 
. . .  +  f«  =  er(u-/J^,)  (M-i5r+2)  (»'-<5m). 

Nach  Theor.  2)  ergiebt  sich  als  Integral  der  Gleichung  19): 


I 


ist. 


wo  /7,  wie  tnan  wolil  sieht»  als  Protluctzeicheu  gebraucht  ist,  F,  (x)  aber 
ein  Integral  der  GleicUung 

Das  paiticuläre  Integral  y,„  wird  also  scbliesslich 

wo  die  Grenzen  folgende  sind  : 

für  j/j  zw<»i  Wurzeln  aus:  «,«>"— (^i  (l  —  f/,yi- 

( rfo  +  c„ «,  .. .  '/,„_i  xy»^  -  «•«  =  0 , 


für  i/„_i  awei  Worzeln  aus :  ««'•;_-(**-'  (I  —  J'„_i  )/*•*-' "  •"*-' 

Heilenkt  man,  dass  cr,„  and  ^^  j<*do  beliebige  der  m  Wurzeln  «  mid  |S, 
Vr  and  /J,  aber  jede  beliebige  der  m  —  1  Wurzeln  a  und  ß,  welche  ata  nnd  ß„f 
aicbl  sind,  sein  können,  so  erkennt  mao,  dass  der  Ausdruck  18),  abgesehen 

ron  den  verscbiedennn  Grenzwertben  0,  1,  oü  und  — ,    [^  (»»)]*  verschie- 

3ene  Integrale  darstellt» 

Entwickelt   man   (rfo -f  c^m,  ...  m„,_i  j)/^-"-""*  nach    Potenzen   von    -^ x^ 

ftr&B  bei  den  Integrationsgrenzen  0  uud  I  immer  gestattet  ist,  so  lange 


modx  <  mod  — 


ist 


»  «nd  drückt  die  von  0  bis  l  genommenen  Integrale  durch  Gammafnnc- 
ionen  aus,  so  erbAlt  man  bis  auf  einen  constanten  Factor  die  Reiben  12); 


Dntwickelt  man  nach  — *'  ,  wozu 

€qX' 


rf« 


modx  >  mod  — 
^0 


ein  miiss,  so  erfaüU  man  die  Reiben  13). 

Wird  a,  =  at=:cf,,  so  erhält  man  nach  4),  indem  mau  der  Kürze  wegen 

Bist,  ut  Stelle  der  ansfallendeu  Integrale  die  droi  neuen: 
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B)    Aus  dem  Beweis  des  Theor,  l)  übersieht  man,  dass  dasselbe  sich 
auch  auf  die  Gleichung  10)  anwenden  lässt.    Nach  demselben  ist 

y  =  /'«-^M-l-  1  (1  -„)^r+l  -«r+1  F„  _  ,  (    o:)  , 

wenn  F^__^(x)  ein  Integral  einer  Gleicbnng  m  — l'»*"  Ordnung  von  der 
Form  19)  ist,  bei  der  die  von  x  freien  und  die  zu  x  gehörigen  Coefficienten 
die  Constanten  resp.  der  Reihen 

«-«»4-1  «  — ^r+1 

sind.    Wendet  man  dasselbe  Theorem  m—r- mal  an,  so  ist 

*/    *  =  r+l 
wenn  F^,  (x)  ein  Integral  der  Gleichung 
fTF  cT—^  F 

{dJopxy  {d.logxf     * 

ist,  in  der  die  Grössen  h  die  Constanten  der  Beihe 

sind.   Nach  Theor.  2)  ist  aber 

*/        »-=1 
wenn  Z',  (a?)  ein  Integral  der  Gleichung 

( 
ist,  d.  h.  wenn 


(-'r-'^o,-^,+  K'-^yä.»r+e,s]F,^0 


F,ix)==x''re^-^^'%'' 
ist.   Somit  erhält  man  das  particuläro  Integral : 

»*=r — l  s  =  m 

20a) 


^)  yr^^^""'  rfl  «J'-«^-'  JJ  [uJ^-^'-Ui-«.)  -«•] 


"..^1 ...«-.«, 


e"""'— ■•""'■-* '*'^"^'   «.•••«r-l'^''rf«..rf«,-lrf«r4.l.rf«.» 

mit  den  Grenzen        « 

für  M_  zwei  Wurzeln  aus: 


m 


Clr—ßm,  -Pm— am    (— 1)''— "3     « 


Jiir  w^_|  zwf'i  Wuiaeln  aus: 


für  «,._!  zwei  Wurzeln  aus: 


"r-l 


«l.-"r-l     ''..      =0, 


ftir  w,  zwei  Warzeln  aus ; 


*<,  e  "« "o  —  0. 

Man  überflieht,  dass  die  Grenzbedtngnngeti  in  20)  und  20a}  tnaotiicli' 
fach  geändert  werden  können ,  da  die  Wurzeln  unter  sicli  vertauacbbar 
sind;  auch  können  die  beiden  Formen  der  Grenzbedingungen  beliebig  ab- 
wechselnd auf  einander  folgen,  wenn  nur  die  beiden  Endhedingungen  die- 
selbe Form  behalten.  —  Entwickelt  man  die  Function  von  .t  unter  dem  In- 
tegralzeichen in  20  a)  in  Reihen  nach  x  und  integrirt  für  w, ,  w,  ...Wp_|  von 
0  bis  QO,  für  n^^i  •-• "«  von  0  bis  1,  ao  erhftlt  man  die  Reihe  14) ,  da  d^=a^ 
und  e^=^(fj,  ist. 

C)  Die  Gleichung  19a)  hat  noch  Integrale,  welche  von  den  eben  auf- 
gestellten weäentlich  abweichen,  da  sie  mit  Hilfe  der  Wurzeln  fi,  iu.*  ...  /*»■ 
aus  der  Gleichung  p»*  — 1  =:0  gebildet  werden.  Drückt  man  das  particuläre 
Integral  y^  durch  das  neue  F^.  aus,  so  erhält  man: 

—       '  «r—  «f.— -_- 


SOb) 


/7f 


ocr—ßä—l 


('-",/'""'] 


-*,    4 


«=  1 

Entwickelt  man  den  Ausdruck  unter  dem  Integral  in  eine  Reihe  nach  X 

und  berücksichtigt,  dass    ^^  fxP*  nur  gleich  r  wird,  wenn  p  ein  Vielfaches 

von  r  istf  sonst  aber  verschwindet,  so  kann  man  20b)  durch  Garamafunclio- 
II on  his  anf  einen  constanten  Factor   in  die  R^ibe  14)  f  vji»  beij 


446  Ueber  die  lineare  Differentialgleicbang  etc. 

der  umfangreichen  Geltung  dieser  Reihe  als  ein  allgemeiner  Beweis  für  das 
Integral  20b)  gelten  kann. 

III.    a„  =  a,  =3  fl^__|  =  0. 

Man  führe  die  vorliegende  Gleichang  durch  8)  in  die  Form 

e^x- ^- Ye^x —-x-V   " 

21)        (dlogx)"^  {djogxj^—^ 

.     .  (d.logxy     *^ 

wo  die  Grössen  e  durch  10  a),  die  Grössen  d  aber  durch  folgende  Gleich- 
nngen  bestimmt  werden: 

^  (rf,  tt)  =  «^  u"»-»-!!  4- fl^j  ««-r-l|I  ^  _  ^  „^ 

=  <'r(«-«r+i)  («-«r+2)  •••  («-«».)• 
Mit  Hilfe  der  Theor.  1)  nnd  3)  kann  nun  die  Gleichung  2l)  ganz  ent- 
sprechend, wie  Gleichang  10)  behandelt  werden;  man  erhält  folgende  In- 
tegrale : 

•*)  t/     «=il  «=r+l 

«/         *=l  *=r+l 

B)  är_ l_ 

g    "l    —     "r-1  +  e^  «i ...  ttr-l  Ur+l ...  Um  X 

du,  ...dM^_ldiV^l...dM„, 
WO  über  die  Grenze  analoge  Bedingungen  gelten,   wie  bei  20) 
und  20  a), 
1 


0 

C)  j  j  K  0-«.)'^      ] 

du,...du^xdu^l..,du^. 
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Die  Analogie  der  bestiisinten  Differeotinle  mit  den  bestimmten  Inte- 
gralen ist  so  vollkommen,  dass  es  genügen  wird,  dieselbe  in  einzelnen  Fül- 
len sa  zeigen,  da  ea  dann   leicht  ist,  dieselbe  über  sämmtlicbe  in  dem 

vorigen  Abacbnitte  aufgestellte  Formen  anszutlehnen.  Selbstverständlich 
müssen  die  gebraucUten  Aujsdrücke  noch  einen  Wertb  Uaben;  wie  weit  das 
allgemein  stattfindet,  nixiss  eine  Theorie  complexer  Differentialquotieuteo 
feststellen. 

I.  Ist  i  =  j:*  i^(a-),  wo  '\l'{x)  eiue  für  »"=0  endliche  Function  ist,  ein 
Integral  der  Gleichung  lO),  so  ist: 

'-"[ Tu-'-y-i         1=0 

ein  Integral  der  Gleichung  0),  wenn  die  Bedingungen  17)  gellen,  für  die, 
der  Einfachheit  halber,  Zf  =  l  und  J=0  gesetzt  ist.  —  Setzt  man  x^ipx  in 
die  Gleichnng  16)  ein  und  dann  u«  an  die  Stelle  von  .t,  multiplicirt  man 


ferner  mit 


0-«) 


ß-l 


«o 


ond  nimmt  dann  das  Differential,  so  treten  die  beiden 


knsd rücke  auf: 


rf«-«-y-» 


■1  ' 

1  • 


also  y  i^  If  —  D^ 
d.logx 


I 


rf,-«-y-» 


'•[ 


du-«-y        j«=o 


+  («-Oi^  +  <J-^. 


3  X 


tn^-Yu(l^u)^  i(f(UT) 


!]     -(y+i)y  +  ä.^.. 


also,  da  der  erste  Ausdruck  der  rechten  Seite  verschwindet: 

dt, 


d.logx 


+  fy+i}!/. 


d,  ioff  X 

man  erhält   also  dieselben  Ausdrucke  für  D  und  />, ,  welche  man  im  AI 
schniltc  IV  für  J  und  7,  gewann.   Es  ergiebt  sich  damit  das  Integral: 
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22) 


r  =  m— 1 

jTJ  du^— «*"• 


r=l 


Die  Ausdrücke     — ^ — r-^  zeigen  ähnliche  Beziehungen  wie  die 

L      du*       J«=o 
Gammafnnctionen,  was  für  ihren  Gebranch  wichtig  ist;  es  ist  nämlich: 

L iTiTi+i J.=o=~^''+'^  L     rf«»     1=0' 

andererseits  aber  auch 

also  musSf  da    u ^         —  verschwindet. 


dlM 


-1 

J«=0 


sein. 


y  =  xP 


Entwickelt  man  in  22)  das  Binomium  in  Reihen  nach  x,  so  kann  man 
mit  Hilfe  der  aufgestellten  Beziehungen  zu  den  Reihen  12)  gelangen. 

II.    Ist  z^xß  ^{pd)^  wo  ^(x)  für  a:=oo  endlich  ist,  ein  Integral  der 
Gleichung  16),  so  ist 

■rf/*-y-l  (,_„)«  ^(fj" 

ein  Integral  der  Gleichung  9),  —  Man  setze  f  —  j    «^  (  —  j  ein  und  multipli- 

cire  mit  «/*+*  (!—«)*"*,  dann  gehört  D  zu  den  Coefficienten  e  und  Z>,  zu 
den  Coefficienten  </,  und  ferner  ergiebt  sich: 

«.i'.=(r+i)y-^. 

also 
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y«=^^" 


^     ißm-etr) 


JJ(l-«,) 


01  —ccr 


«*^i'"",„~i^      +0 


.—  1  _1_  .,  "vPm—  DffJi 


r-^l 


r=iw— I 


n  "f 


|-«r 


r=l 


HI.    Ist  z  —  x'''tp{x),  wo  t^(j:)  für  j*— 0  endlich  ist,  eiu  Integral  der 
Gleicbüiig  16)  ,  80  ist 

ein  Integral  der  GteicLutig  ftb),  denn  es  ist 


VI. 

Die  Gleicbnng  l)  kann,  wie  im   zweiten  Abschnitt  gezeigt  ist,  durch 
Substilation  von  ^  ftir  x^  auf  die  Form 


K+'-cS)?" 


,  +  ...(rf«  +  ^H.I)y=»^r 


gehraclit  werf?eti.    Setzt  man  nun 

so  kann  /fo.../fp_i  so  beBtiraoit  werden,  dass  das  von  t/  und  seinen  Derivir- 
ten  freie  Glied  bis  auf  eine  Constaute  verschwindet.    Dazu  miiss 


"sein,  wo  <?(</,")  und  qpT^, ")   *^i<^  '"  '0"^)  ""^  l'')  fiufgestellten  Functionen' 
sind.    Es  ist  dann  z  zu  behtiroiuen  als  Integral  der  Gleichung; 

fff*     T 

Difforeotiirt  man  diese  Gleichung  nach  /o^$,  so  erhält  man  eioe 
Gleichung  von  der  Normalform  /?"«+*  =0»  deren  2(»i-|-l)  Fundamentalcon- 
stante  folgende  sind : 

0,    — ,    —  ...  —    und  —1,    — ,    — ...  — , 
9         9  9  9         9  9 

BO  dass  inan  ausser  den  m  Integralen  ?i,  ^«  •••  »m  »  welche  der  Differential- 
gleichung 
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genügen,  noch  das  Integral 

-?«,   Zll,  .Z^™. 


erbau,  das  der  Kürze  wegen  durcb  die  bypergeometriscbe  Reihe  angedeu- 
tet ist,  aber  auch  in  den  anderen  Formen  aasgedrückt  werden  kann.  Das 
vollstJlndige  Integral  der  Gleichang  l)  ist  hiernach: 

WO  (7,  ...  Cm  die  m  beliebigen  Constanten  sind. 
Bezeichnet  man  die  hypergeometrische  Reihe 

\  Q  Q  Q 

durch  /Vt  80  kommt  man  mit  Hilfe  von  Betrachtungen,  wie  sie  bei  Ablei- 
tung der  Gleichung  12)  angestellt  wurden ,  auch  zu  folgendem  Integral : 

(p{d,0)      <p{d,())  fp{,OyP9) 

dasselbe  gilt  der  hypergeometrischen  Reihen  wegen  nur  so  lange ,  als 


ist;  wird 


so  setze  man : 


«»0 


mod^  >>  mod  -^ , 


«1  «t       ^        «« 


9  9  9 

dann  Ut  das  Tollstandige  Integra) : 


xvni. 

Die  Helmlioltz'sche  Theorie  der  FlüßsigkeitawirbeL 

Von 

W.  Veltmann  in  Bonn. 


In  den  ,tComp(es  rendus'*  von  1868  hat  über  diese  im  55.  Bantte  von 
Grelle 's  Journal  veröffentlichte  Theorie  eine  Dificusston  stattgefunden 
zwisclren  Herrn  Hei  rfi  holt  st  und  Herrn  Bortrand,  in  welcher  «chliess- 
lich  Ersterer  Hecht  behalten  z«  haben  glaubt.  Bertraud'a  Einwürfe  sind 
in  der  That  vielfach  etwas  vag  und  es  scheint ,  dass  er  selbst  über  einzelne 
Punkte  nicht  ganz  ira  Kiaven  war.  Ich  halte  es  daher  nicht  für  überflüssig, 
die  Hei  in  hott  2 'sehe  Abhandlung  nochmals  einer  genauen  Kritik  zu  un- 
terwerfen. Die  in  derselben  gegebenen  Herleitungen  werde  ich  dabei  so 
umändern,  das»  die  innere  Natur  der  aufgestellten  Sätze  mehr  hervortritt, 
wo  sich  dann  klar  zeigen  wird,  dass  es  sich  keineswegs  der  Mühe  lohnt»  auf 
jene  Theorie  phanlastische  Systeme  znr  Erklärung  von  Anziehungsphäno- 
nienen  u.  dergK  zu  gründen. 

Wenn  »,«>,«?  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  einer  Flüssig* 
keitsmassc  sind,  so  kann  man  für  «,  t>,  «'  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
beliebige  Functionen  von  ir,  y,  2  nehmen;  mau  erhält  immer  eine  mögliche 
Bewegung.  Wir  nennen  Strömungslinien  die  Linien,  in  deren  Punkten  die 
Tangente  die  Hichiung  der  Geschwindigkeit  angiebt.  Dieselben  bestimmen 
sich  durch  die  Difterentialgleichung 

dx  :  dy  :  dz  =n  :  v  :  w. 
Die  Linien  liegen  neben  einander  und  schneiden  aich  nicht.    Sie  sind  stetig 
gekrümmt,  falls  u,  p,  w  stetige  Functionen  sind. 

lat  die  Plüßsigkeit  eine  tropfbare,  so  müssen  r/,  i\  n>  der  Gleichung  ge- 
nttgen : 

•>  du     dp      dw      ^ 

Einer  Stromnng8linie  entlang  geht  dann  die  Bewegung  in  allen  Punk- 
ten derselben  nach  übereinsrimraender  Richtung. 


Läsßt  man  «,  v  und  w  zugleich  in  Irgend  einer  Weise  von  der  Zeit  I ' 

abliängon,  so  erhält  man  immer  eine  niöglicbe  Bewpgnng,  da  sich  die  in 
jedem  Augenblicke  nötliigen  Kräfte  aus  den  Bewegungsgleichungen  bestim- 
men lassen.  Bei  einer  tropfbaren  Flü*isigkeit  aber  muss  stets  der  Gleich- 
ung 1)  genügt  werden. 

Legt  man  in  einer  incompreshlblen  Flüssigkeit  durcb  die  Punkte  einer 
gp8chlf>ssenen  ebenen  Curve  die  Strömnngsliuien,  so  umachliessen  diese 
einen  Raum,  aus  welchem  augenblicklich  keine  Flüssigkeit  aus-  und  in 
■welchen  keine  eintritt.  Schneidet  üihu  diesen  Raum  der  Quere  nach  durch 
beliebige  Flächen,  so  treten  durch  alle  diese  Hächon  in  der  Zeit  dl  gleiche 
Flüssigkeitsmengen.  Ist  der  Querschnitt  eines  solchen  StrÖmungscanala  nn- 
endlirh  klein,  so  ist  daher  in  allen  Punkten  desselben  das  Product  au.s  dem 
Querschnittund  der  Geschwindigkeit  eine  constante  Grosse.  EineStrömunga- 
linie  ist  entweder  eine  geschlossene  Curve  oder  die  Enden  derselben  befinden 
aich  an  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Siekönnen  weder  an  einer  festen 
Wand,  noch  an  einer  Fläche  liegen,  an  deren  anderer  Seite  die  Geschwin- 
digkeit senkrecht  zu  die«or  Fläche  —  0  ist,  Ist  die  Flüssigkeit  rings  von 
festen  Wänden  begrenzt,  so  müssen  an  der  Grenzfläche  geschlossene  Strö- 
mungslinien  liegen.  Verfolgt  man  dieselben  von  irgend  einer  an  nach  beiden 
Seiten,  so  wird,  unter  der  Voraussetzung  wenigstens,  dass  der  Raum  ein 
einfach  zusammenhängenfler  ist,  die  umschlossene  Fläche  immer  kleiner 
und  verwandelt  sich  zuletzt  in  einen  Punkt.  Man  sielit  leicht,  dass  die  so 
erhaltenen  beiden  Punkte  sich  durch  eine  Linie  verbinden  lassen,  um 
welche  sich  sämmlliche  Strömungtilinien  in  geschlossenen  Curven  herum- 
legen, die  auf  der  Linie  selbst  zu  Punkten  werden. 

Vorstehendes  nmfasst  sämmtliche  Bewegungen,  welche  bei  Flüssigkei- 
ten vorkommen  können,  und  es  bedarf  also  für  keine  derselben  irgend  be- 
sonderer Mittel,  ,,um  sie  der  Vorstellung  zugänglich  zu  machen**  (Helm- 
holtz,  S.27). 

Flächen,  welche  von  allen  Strömungslinieu  rechtwinklig  geschnitten 
werden,  kann  man  die  Niveauflächen  derselben  oder  der  Geschwindigkeiten 
nennen.   Solche  existiren  nicht  immer. 


Wenn 


du      dv d  V      div  ^        dn>      ^^^^^ 

dy      dx~    '    dz      dy~~    '    dx      dz~~    * 


wenn  also 

udx  -|-  i' J//  -f-  ''''/• 
das  vollständige  Dififerential  einer  Function  q>  darstellt,  so  ist 

qt  =  CoHSl. 

die  gemeinschaftliche  Gleichung  der  Niveauflächen.    Die  Function  tp  t 
neu  wir   mit  lielmhollz   das  Potential   der   Geschwindigkeit.    Die 
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[flcliwintligkeit  in  eiiiern  Punkte  /*,   verlegt  nach  der  Kichtung  gegen  einen 
um  r  abstebeudeo  Puukt  Q,  ist 

il(p 
^  dr' 
Sind  P  und  Q  zwei  Punkte  einer  Strömungslinie,  no  ist  tltp  die  Diffe- 
frenz  der  Wertbe  von  9  auf  zwei  benacbbnrten  Nivcautläcben  und  dr  ist  der 
Abstand  dieser  Flfichen.     Auf  einer  Niveaafläcbe  ist  »liio  die  resultirenda 
Geschwindigkeit  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  von  der  benachbar- 
t  ten  Niveaufläclie. 

Die  NiveauflMcbeo   können  steh  in  diesem  Falle  nicht  schneiden  j   sie 

[können  auch  keioe  UmhülUmgsfiäclie  haben.    Wo  nämlich  »wei  benachbarte 

^!Niveauflr'ichpn   einander   schnitten   oder  taugirten ,  würde  die  resultirende 

Seschwindigkeit  unendlich  gross.     In  einem  einfach  zusammenbüngenden 

laume  iat  deshalb  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  eine  solche  Bewegung  nicht 

möglich,    da   die  Niveaufiäolien   sich   aothwendig  in  der  Linie  schneiden 

muasten,    welche  die  zu  Punkten  gewordenen  SlrÖmungblinien  verbindet. 

(Helmholtz,  S.  31.) 

Wenn 

udx-\~vdy  -{-wdt 

kein   vollständiges  Differential  ist^  so  kann  mogHcberweiae  ein  integrireu- 
extstiren,  so  dasa  also 


der  Factor 


r 


d<p  dtp  dqi 

«=-/-.  ^=-r-r7r  ^'-^Tz^ 


Dann  ist  ebenfalls 

[die  Gleichung  der  Nlveauüächen,  da  auf  einer  durch  diese  Gleichung  dar- 
LgeatelUen  Fläche 

dq>dq}d(p 


ad  folglich  auch 


dx  dii  äz 

u  rfx  +  r  dl/  4-  «' dz  ^  0. 


Die  resultireude ,  sowie  auch  die  nach  irgend  einer  Kichtung  zerlegte 
^Geschwindigkeit  erhJilt  man  auf  gleiche  Weise  aus  tp,  wie  in  dem  vori- 
gen Falle,  nur  dass  man  noch  den  Wcrth  von  /"in  dem  betreilenden  Punkte 
iala  Factor  hinzufügen  niuss.  Die  nach  irgend  einer  Richtung  zerlegte  Ge- 
Bchwindigkeit  ist 
; 


'  '  dr 
Auf  einer  Niveaufliiche  sind  die  resuUirenden  Geschwindigkeiten  dem  Ab- 
stände  der  benachbarten  Niveaufläche  umgekehrt  und  dem  Werthe  von  f 
direct  proportional.    Die  Niveandächen  können  sich  in  diesem  Falle  schnei- 
den; jedoch  muss  dann  die  Function /in  der  von  den  Strömuugslinien  ttir 

ZoiUchrift  r. Mathenitlik  u.  fhyailc,  W.  6  31 
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Die  Helmlu>ltz'8che  Theorie  der  Flüseigkeitswirbel. 


klein 

4 


Bcblungenen  Durchschnittslinie,  resp.  der  UrabUUungsfläcbe  anendlicb  klein 

werden ,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  /"--—  endlich  bleibt. 

ar 

Wenn 

udx-\-vdy-{-  wdz 

weder  ein  voIlstJindiges  Differential  ist,  noch  durch  einen  integrirenden  Factor 
zu  einem  solcben  gemacht  werden  kann,  so  existiren  keine  Niveauflacben. 
Der  Durchschnittslinie  der  Niveauflächen  würde  dann  eine  Linie  entspre- 
chen, um  weiche  sich  ebeufalls  die  Strömnugslinien  in  geschlossenen  Cur- 
vcn  herumlegen.  Eine  solche  Linie  (und  folglich  eine  wirklich  rotirende 
Bewegung)  ist  hier  jedocb  ebenso  wenig,  wie  in  dem  vorigen  Falle  nothwen- 
dig  vuihanden.  ^ 

Wenn  ein  Geschwindigkeilspoteutial   eristirt  nnd  man  nimmt  als  GdB 
ordinateuanfang  einen  Punkt  P  innerhalb  der  Flüssigkeit,  so  kann  man  fflr 
demselben  nnendlich  nahe  Punkte  das  Potential  tp  nach  der  Taylor' schec 
Reihe  entwickeln: 

^  =q  +  garX  -\'  qgtj  +  q,z 

+  ^^^~  +  ^«  Y  +^y'  y 

wo  q  die  Werllje  der  Difterentialquotienten  für  x=ij^z^O  bedeutet 
Durch  Drehung  der  Coordinatenaxen  kann  man  die  Produkte  fortacbafifen 
80  da.sä 

wird.    Man  erhält  dann: 


^^  1   ^ 

"  =  ,77  =  "  +  ""'^' 


.  =  ^J  =  A  +  2/,y, 


d 


als   die  bis  auf  Grössen   der  zweiten  Ordnung  genauen  Werthc   der  Ge- 
ScbwiDdigkeiteu.    Für 

wird  resp. 

u  =  a^     c  =  6 ,     «•  =  <:. 

Durch  jeden  Punkt  der  Flüssigkeit  kiinn  man  also  drei  zu  einander 
senkrechte  Kbcnen  legen,  so  dass  in  jeder  dieser  Ebenen  die  senkrecht  su 
derselben  zerlegte  Geschwindigkeit  in  der  Nähe  desPuukles  constnntist;  sie 
hat  dort  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Helmholtz  betrachtet  deshalb 
(S.  30)  eine  solche  Bewegung  als  eine  Bewegung  ohne  Rotation.  Wir  wer-s 
den  sie  demgomäss  Pnrallt^lbcwegung  nennen,  ohne  jedoch  mit  diesem  Aits^l 
druck  einen  andern  Begriff  äu  vcrbioden,  als  den  hier  angegebenen.  Obige 
Ilerlcilung  gilt  übrigens  nicht  bloa  für  tropfbare  Flüssigkeiten,  sondern 
auch  für  Gase. 


A 
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Seite  31  will  Ilelmlioltz  zu  dieser  Bewegung  eine  Kotalionsbewegung 
binzufrlgftii.  Er  denkt  sich  zu  dem  Eude  einen  um  den  Punkt  P  rotirenden 
festen  Körper,  dessen  Drebnngscomponenten  |,  i^,  f.  Uit»  bieivou  in  dem  (un- 
endticb  naben)  Punkte  x,  y,  z  berrührenden  Gescbwindigkeiten  werden  mit 
denjenigen  in  demselben  Punkte  der  Flüssigkeit  zusammengesetzt,  wodurch 
also 

w=:^c  +  2fir+T^jP  ~ly 
wird.    Es  ist  also  jetzt 


du      dv dv      dfv dw 

d~tf~d^~^^'     d'z^'d^j~'^^'     7Ü~ 


du 


JRqd  waren  aber  für  die  ur8prungltcbe  Parallelbewegung  die  Ausdräeko 
poks  =0  uud  da  .r,  y,  z  unendticli  klein  sind,  so  babeo  sieb  «,  v,  w  nur  um 
nnendlicb  kleine  Griissen  geändert.  Die  Aenderungen  der  Difforentialquo- 
tienten  derselben  sollten  also  ebenfalls  unendlicb  klein  sein»  was  aber  den 
vorigen  Gleicbungen  widerspricbt.  Es  rübrt  das  daher,  dasa  die  durch 
obige  für  jedes  FlüssigkeitKelement  autjgefübrteZnsammenöetscung  erhaltene 
I  Bewegung  eine  in  allen  Punkten  unstetige  ist.  Im  Grunde  genommen  findet 
lalso  hier  gar  keine,  geschweige  denn  eine  bestimmte  Zusammeusolzung 
|*tts  Rotation  uud  ParallelboM-eguDg  statt. 

In  den  „Comfttes  rertdus"'  von  1868,  S,  223  des  2.  Bandes ,  setat  Helm- 
loltz  für  den  besondern  Fall,  wo  w  =  0,  auf  eine  ganz  andere  Weise  die 
Bewegung  ans  einer  ParallelbeweguDg  und  einer  Rotation  zusammen.    Er 
Inimmt  niimlich 

u  —  Uo  —  py,     i>  — ro4-//.r 

und  wählt  p  so,  dass  in  dem  betreffenden  Punkte 


)ann  ist 


du, 
dy 


äx 


und  die  Geschwindigkeiten  »/„  uud  v^  stellen  daher  eine  Parallelbewegung 
Jar.  Legt  man  demnach  den  Wassertbeilchen  die  Geschwindigkeiten  «„ 
»nd  Vq  bei  und  fügt  zu  diesen  noch  die  Geschwindigkeiten  eines  festen,  sich 
ait  der  Geschwindigkeit  p  um  die  Axe  der  z  drehenden  Körpers  hinzu,  so 
erhält  man  die  wirklichen  Geschwindigkeiten.  Die  Coordinatenaxen  sind 
bier  für  alle  Punkte  dieselben;  sie  werden  nicbt^  wie  vorhin,  durch  einen 
?nnkt  des  betreffeuJen  Wassertbetlcbens  gelegt.  Eine  Unstetigkeit  findet 
fcdaher  jetzt  nicht  statt.  Mit  der  Lage  der  Coordinatenaxen  ändern  sich  aber 
lir  einen  bestimmten  Punkt  x  und  y,  w?ihrend  bei  unveränderter  Kichtung 
leraelben  m,  r  und  p  conatant  bleiben.  Eine  Zerlegung  in  einer  bestimmten 
^eiae  findet  also  auch  hier  nicht  statt. 

31» 


lä 


nftten 


Wir  können  deshalb  die  Defitiition  der  Rotationsgeschwindi^kett   ni< 
ihren  Conipontmieu    ^,  t)  und  ^  nur   als   eine  rein  analytische,    durch   die 
Gleichungen  3)  gegebene  betiachten.    Von  dei-  Lage  und  Kichtuiig  der  Co- 
ordiuttteuaxen  ist  dieselbe,  wie  sich  durch  Transformatiuu  der  Coordinftten 
ergiebt,  unabhängig. 

Die  bekannte  Bedingung  dafür,  dass 

udx-^  rdy  -}-  wdz 
einen  integrirenden  Factor  habe,  drückt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleicb 
ung  3)  aus  durch: 

"  I  +  f  »;  +  w  g  =  0. 

Die  resultirende  Geschwindigkeit  muss  aUo  in  jedem  Punkte  auf  der  Rol 
tiousaxe  senkrecht  stehen.  Die  von  Helmholt  z  sogenannten  Wirbellini 
Hegen  daher  auf  den  NivenutlJichen» 

Lässt  man  eine  Flüssigkeit  sich   wie   einen   festen  Körper  beweg 
setzt  man  also  in  einem  bestimmten  Augenblicke: 

"  =  «  + 5»/  — ij*»    t;  =  &-|-|5— ^T,    fv  =  c  +  7ix  —  ^y, 
wo  a,  b,  c,  ^,  }},  ^  constant,  so  sind  die  Wirbellinien  parallele  gerade  Linien 
und  obige  Bedingung  wird  hier: 

Die  durch  «,  b,  c  dargestellte  Parallelbewegung  (ira  gewc^hnltchen  Sinne)  \ 
also  senkrecht  zu  den  Witbelliiiien  gerichtet.   Nimmt  man  irgend  eine  Wir 
bellinic  zur  :-Axe,  so  wird 

wi  =  fl|  +  ^,  y, , 

«1  +  ^.//. 


v  = 


'>.-j:.x, 


Die  Niveauflächeo  sind  Ebenen,  welche  sich  in  der  Linie 

schneiden.  Die  Strömnngslinien  legen  sich  als  immer  kleiner  werdende 
Kreise  um  dipse  herum.  Im  Allgemeinen  steht  dagegen  eine  Linie,  welche 
durch  zu  Punkten  gewordene  StiÖnmugslinien  (also  durch  wahre  Centra  der 
Rotation)  gebildet  wird^  zu  den  Wirbcllinien  in  keiner  näheren  Bezieh 
Aus  3)  ergiebt  sich  die  der  Gleichung  1)  analoge  Beziehung 


11  +  1.^11^0. 
dx^dy^dz 


mngd 


Man   erhalt   also   eine  mögliche   Bewegung,    wenn    man    die  Winkel- 
geschwindigkeiten als  lineare  Geschwindigkeiten  und  die  Wirbellinien  »Is 
Strömuugslinien   betrachtet.     Für   die  Wirbellinien   gilt  deshalb  dasselbe, 
wa«  oben  (S  452)  für  dieStrömungblinien  bewiesen  ist.  Das  Product  aus  dei 
Querschnitt  eiuos  Wirbclfadenfs  und  der  resultireudcn  Winkelgeschwiiidi^ 


i 
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keit  ist  constaiif.  Die  Wirbellinien  könneo  innerhalb  der  Flüssigkeit  uir- 
gendn  enden.    (Helm  ho  Uz,  8.  36.) 

I  Seite  38  gifbt   Helmholtz   nocb    eine   dritte  Zerlogang   in  Parallel- 

^ewegnng  und  Rotniion  ,  jedoch  nnr  unter  der  beschrfiukenden  Bedingung, 
dass  alle  WirbelHnion  geschlossene  Linien  sind.  Wenn  dies  nicht  statt- 
findet, «oll  man  »icl»  in  den  Punkten  Äusaerhalb  der  Flüastgkeit  Geschwin- 
digkeiten donkcn,  so  dass  die  an  der  Grenze  endenden  Wirbellinien  ver- 
längert und  ausserhalb  geschlossen  erflcheinm.  Die  Zerlegung  ist  (S.  40 
und  38): 

l    M  ==«!  +  ««, 


a. 


^v-l)-&-Jl-^^^/., 


ß- 


'(^-o^-i--)^,,, 


4) 


/•(x-«)A- 


g-«)iy-(y-^)i 


</r, 


lis^ 


/(•- 
.,=j-— , 


'{z-r)k 


fis^ 


ds  das  Raumelement  im  Punkte  «,  i»,  t*  und  r  die  Distanz  dieses  Punk- 
Ites  von  X,  tj^  z  hi,  die  über  den  ganzen  Raum  auszudehnende  Integration 
aber  sich  auf  die  dem  Raumelemeut  angehörenden  Grössen  o,  ^,  <*,  ^>  r}y  ^ 
bezieht»  während  x ^  f/y  z  als  Constantc  behnndelt  werden,  Die  Integrale 
w, »  F, ,  tv,y  die  aU  der  Rotation  angehöri^  zu  betrachten  sind  und  in  welchen 
für  diejenigen  Theilü  des  RanniPs,  die  keine  Wiibelfaden  enthalten, 

lu  nehmen  ist,  sind  ganz  bestimmte  Wertfte.  Die  Integrale  m,,  r, ,  Wj,  in 
reichen  k  eine  Function  von  a,  b,  r  bedeutet,  die  innerhalb  der  Flüssig- 
Iteit  überall  ^0  ist,  atellen  eine  Parallelbewegung  dar,  da  sie  den  Gleich- 
ungen 2)  und  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des  Potentials  auch  den 
»leichnngen  1)  genügen.  Die  Function  k  ist  so  zw  wählen,  dass  </,,  p, ,  »^, 
re»p.  zu  », ,  f, ,  w,  hinzugefügt,  fJir  jeden  Punkt  x,  ij,  z  die  richtigen  Werthe 
iron  H,  tf,  TV  ergeben;  im  Uebrigen  ist  sie  ausserhalb  der  Flüssigkeit  ganz 
M-illkürlich.  Sofern  w,  r,  w  dadurch  erlialtcn  werden  können,  dass  man  zu 
«, ,  i', ,  w,  eine  Parallelbewegung  hinzufügt,  kann  die  Function  k  immer 
entKprechend  gewftbit  werden;  denn  die  Gleichungen  A)y  enthalten  die  alU 
gemeine  Auflosung  der  Gleichungen  l)  und  2). 


Damit  aber  mit  M,f  t*, ,  m,  ein«  Parallelbewegting  zti  der  wirklicheti  Bo»^ 
wegung  zusAmmengesetzt  werden  könne,  müssen  die  Integrale  M|  ,  r, ,  >p, 
flieh  den  Gleitliungon  l)  und  3)  genügen.    Um  dies  nachzuweisen,  denke 
wir  uns  die  Integrationen  znuaciist  über  den  ganzen  Raum  mit  Ansnahn 
einer  beliebigen  Kngc!  ausgeführt»  deren  Mittelpunkt  der  Punkt  x^y^ 
Hierfür  haben  wir  dann,  da  r  nirgends  ^0  wird, 


-Ci-^ä=/(-'-')'^ 


+  3(^— rt) 


(r-r)5-(x-«)J 


=/ 


« 


+  4   ''^ 


-3(v^A)'^4.:Uj/^A)(2-^)i?-f-r'g+3(.r-/»)(r-c)|-3(x^«)'g-hr'  f 


,ix 


r-3  (a--.i)  {z-c\  1-3  (y-b)  jz-c)  fj-Z  {z~cy  t 


j) 


ds 


'ds 


eis. 


d      C'i  a>s 

^dlj  ^7^ 

wenn  g  die  resnltirende  Kotalioosgeschwindlgkeit  in  dem  Raumelement  di^ 
und  V  der  Winkel  der  notutionsfiixe  mit  dem  von  deta  Punkte  x,  y,  z  aas- 
gehenden Radiu.s  vector  dieses  Elements  ist.    Führen  wir  die  Integration 
znnäch>it  für   einen  bestimmten   Wirbalfadcu  aus,    dessen    Querschnitt  dpi 
und  dessen  von  einem  bpsttmiiiten  Punkte  aus  gerechnete  Länge  /  ist. 
Ranmelement  ist  dann  dp  .  dl  und  obiges  Integral  wird: 

Da  gdp  in  der  ganzen  Länge  des  Wirbelfadens  coDstant  und  da 

cosvdi  =  dr 

ist,  80  verwandelt  sich  das  Integral  int 

,     fdr  q  dp   , 

qdp  i^j  =  —  i—L.  -f  cansL 

le  Integration  erstreckt  sich  über  die  ganze  LSnge  des  Wirbclfadens ,  mit 
Ansnahme  des  Stückes,  welches  etwa  in  obiger  Kagel  liegt.  Schneidet  der 
Faden  diese  nicht,  so  bildet  ein  und  dasselbe  r  die  obere  und  die  untere 
Grenze.  Schneidet  er  die  Kugel,  so  sind  die  Grenzen  zwei  Radien  der  letz- 
teren. In  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  verschwindet  das  Integral. 
Es  verschwindet  daher  auch  das  Über  den  ganzen  Ranm  mit  Ausnahme 
jener  Kugel  ausgedehnte  Integral 

Um  den  Differeutialqaotienten 

d,     /*(/  cos  V 
dzj  ^7^ 


ds 


i 


b 


zu  erliaTten^  tnuss  man  dieses  Integral  für  einen  benachbarten,  um  ffr,  von 
dem  Mittelpunkte  entfernteo  Puakt  bilden.  Legt  mao  auch  um  diesen  Punkt 
eine  die  vorige  umschliessende  und  osculirende Kugel,  so  ist  für  den  ganzen 
Kaum  ausserhalb  letzterer  das  Integral  =0.  Seine  Zunahme  für  den  Raum 
ausserhalb  der  früheren  Kugel  ist  also  gleich  dorn  Werthe  desselben  in  dem 
Zwischenraum  der  beiden  Kngoln.  Ninunt  man  nun  die  Kugeln  unendlich 
klein ,  so  ist  für  diesen  Zwischenraum  v  der  Winkel  von  r  mit  einer  con- 
ßtanten  Richtung,  derjenigen  der  Rotationsaxe  in  dem  Punkte  a:,  y,  z.  Dag 
Integral  für  den  Zwischenraum  stellt  dann  die  Attraclion  der  äussern  Kugel 
niiniiB  der  Attraction  der  inneren  gegen  den  Mittelpunkt  von  jener  dar,  zer« 
legt  nach  der  Richtung  der  Kotationsaxe,  Da  aber  die  Attraction  der  grös- 
seren Kugel  gegen  iliren  eigenen  Mittelpunkt  =0  ist,  so  wird  jene  Diffe- , 
renz  gleich  der  Repulsion  der  kleinereu  Kugel  gegen  den  Mittelpunkt  der 
grösseren.  Dieselbe  ist  bekanntlich  =  ^  rcq  dr^^  ihre  Componente  also 
nach  der  Eichtung  der  Kotationsaxe,  mit  welcher  dr^  den  Winkel  ^  bilde, 

^1  ji  j  dr^  cos^. 
Man  bat  also 


fl      fqcnsv  ,         . 


^=\nq^  wenn  dr,  nach  der  Richtung  der  Rotationsaxe,  =0.  wenn  dr^  senk- 
l  recht  dazu  genommen  ist   Nach  der  z- Axe  wird  cos  ^i  =  —  ,  mithin 

d      Ca  cosv  ,        .      , 

Für  den  Raum  ausserhalb  der  unendlich  kleinen  Kugel  ist  demnach 

den  inneren  Rnum  dagegen  erhalten  wir 

\dy      dxj      dt/m/       r 

_d     frifr^y  d^      /  ^  ,„  +  1     f^^ds, 

d>jj       r*  djj      r*  ^djrj       r' 

wo  o,  /3,  y  die  Winkel  des  Radius  vector  mit  den  Coordinntenaxen  sind. 
iJas  er«te  und  vierte  Glied  Jsind  offenbar  jedes  ^=j^t*  da  hier  nach  den 
liichtungen  ditTerentiirt  ist,  auf  welche  sich  die  Winkel  ß,  ce  beziehen.  Das 
zweite  und  dritte  Glied  sind  ^0,  weil  hier  diese  Richtungen  mit  der  r- Axe, 
auf  welche  sich  der  Winkel  y  bezieht,  rechte  Winkel  bilden.    Mau  erhalt 


MQ 


\dtJ      dxJ      ^     *' 


was  mit  dem  fUr  den  äusseren  Kaum  erhaltenen  Wertho  4n^giebt.    Es  ist 
demnach  für  den  ganzen  Raum 


ity       tix 
5[nf  gleiche  Woiao  ergiebt  sich 

üz        dy~    ''^      dx        Uz^    ^' 
Die  Glf*icliungeii  l)   verificircii    sieb   für  u^.  r, ,  «',  in  Bezog  «nf 
Raum  ausserhalb  der  Kugel  durch  Uiflerentiulion  unter  den  Integral  zeichen.^ 
Innerhalb  der  Kugel  aber  ist 

d«, ^lv^ rfw, 

dx       dy        dz  ' 

weil  hier  die  Differentialion  immer  nach  einer  Richtung  geschieht,  welchoj 
senkrecht  ist  gegen  beide  das  Integral  zusammensetzende  AttrActioxiscotn-l 
poncnten. 

Die  durch  die  Gleichungen  4)  gegebene  Zerlegung  in  Rotation  und  Pä* 
rnlleibewegung  ist  also  vollkommen  zaiässig  und  für  den  Fall,  das«  nur  ge 
schlossene  Wirbellinlcn  exititiren ,    eine  ganz  bpstiramte.     Muss  man  aberl 
diese  Linien    erst  verlängern  ,   um   sie  iu  gOKchlossene  äu  verwandeln,   so] 
kann  dies  auf  sehr  manrichfaltige  Weise  geschehen;  die  Componenton  dof] 
Rotaliou    und    folji;lich    auch    diejenigen    der  Parallelbewegnng   sind   un- 
bestimmt.   Man  kann  sogar  ganz  ausserhalb  der  Flüssigkeit  gescbloasena 
Wirbell'äden  Annehmen.  Da  für  diese  obigo  Kntwick<>lung  die  Gleichungen 2)i 
ergiebt,   so  stellen  sie  in  den  Integralen  «, ,  y, ,  «•,  eine  Parallelhewegung^l 
dnr.    Es  Iflsst  sich  auf  diese  Weiso  ein  beliebiger  Theil  der  durch  »/,,  f, ,  y«,i 
dargestellten  I'arallelbewegung,  oder  auch,  wie  HelmhoUa  8.  43  bemerkt 
diese  ganz  io  die  Integrale  u,,  p,  ,  n\  hineinbringen. 

Inwipfern  geschlossene  Wirbel fJiden  nothwendig  sind,  damit    den' 
Gleichungen  3)  genügt  werde,  ist  aus  obiger  Entwickeluug  leicht  zu  ersehen. 
Das  Integral 


f 


ist  für  irgend  einen  Wirbelfaden  nur  dann  =0,  wenn  dessen  Enden  von 
Pnnkte  j  ,  y,  c  gleichen  Abstand  haben.  Dies  ist  aber  in  Bezug  auf  all< 
Punkte  nur  möglich,  wenn  der  Wirbelfaden  ein  geschlossener  ist.      üntc 

derselben  Bedingung  ist  auch  —  dieses  Integrals  =0.    Welche  Bedetitan| 

die  Gleichung 

dx^fly^dz 

aas  welcher  die  Constanz  des  Prodnctea  aus  Querschnitt  und  Winkel- 
geschwindigkeit folgt,  für  obige  Entwickelung  hat,  liegt  ebenfalls  auf  der 
Hand. 

Seite  40  und  41   entwickelt  II  e  1  m  h  o  1 1  z  einen   Satz,   welcher  im 
Grande  geuommen  nur  eine  einfache   Interpretation  der  Gleichungen  4^ 


1 


mit  Fortlassung   von  Mj,  «»«»«»t  '-''*•     ^fati  kann  den  Satz  nSnilicli  so  aus- 
drücken : 

Um  die  Geschwinrligkeit  in  irgond  einem  Pnnkte  A*,  soweit  sie  der  Ro- 
tfition,  d.  h.  den  Iiitegrnlen  w, ,  p,  ,  ««,  in  den  Gleicliungpn  4)  angosbört,  za 
finden ,  lasse  man  den  Punkt  P  um  die  Kotationsaxe  eine«  jeden  Raumele- 
mcnts  mit  dessen  Kotalious'^PscliwiiKligkt'it  rotiien,  mtiltiplicire  die  Ge- 
Bchwindigkcit,  welche  P  hierdurch  erliält,  mit  dorn  Raumelement,  und 
dividire  tlnrch  die  dritte  Potenz  der  Distanz,  sowie  durch  2«.  Alle  so 'er- 
haltenen uneadlich  kleinen  Geachwimligkeiten  setze  man  zu  einer  einzigen 
zusammen. 

Nennt  man  wieder  v  den  Wtnkt-d  der  Rotationsaxe  mit  dem  Radius 
vector,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt  /'durch  die  Rotation 
um  ein  Raumelement  uumittelhav  erljült, 

=  y  r  sin  v, 
was  mit  den  übrigen  Factoren 

(fds 


2nr* 


KW  V 


giebt. 

Dies  stimmt  nun  allordings  ganv!  mit  dorn  Gesetze  der  Wirkung  elektri- 
HcherStitime  übeveiii;  etwas  besonders  Auffallendes  finde  ich  aber  darin  nicht. 

Eine  Function  der  Punkte  des  Rautnes,  die  in  jedem  Punkte  eine  be- 
stimmte GrösHfl  hat,  als  anvsieliende  Masse  betrachtet »  bestimmt  eine  an- 
dere Function,  die,  nacli  einer  beliebigen  Richtung  dilVeieutiiit,  die  nach 
dieser  Richtung  zerlegte  Anziehung  liefert,  wie  auch  die  Anziehung  von  der 
Entfernuijj;  abhängen  mag.  Die  Aufgabe,  a«g  der  ersten  Function  die 
zweite  und  also  die  Anziehungen  zu  hnden^  liefert  für  diese  ganz  bestimmte 
Worthe  und  Richtnugen.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  aus  der  in  jedem 
Punkte  gegebenen  Richtung  und  GroHse  von  Kräften  mit  Potential  die  wir- 
kenden Massen  und  dn.sGe«et'ii  der  Anziehung  zu  finden,  ist  sehr  unbestimmt, 
Sie  lässt  nnter  Andere  m  nllgemein  die  EinschrKukung  zu,  dass  ah  An- 
ziehungfigesetz  nur  das  Newton^hche  gelten  solle. 

Eine  Function  der  Punkte  des  Raumes,  die  in  jedem  Pnukte  nicht  bloa 
eine  bestimmte  Grösse,  sondr^vn  auch  eine  bestimmteRichtung  hat,  als  recht- 
winklig gegen  ihre  Richtung  ablenkende  Kraft  betrachtet»  bestiuiml  KrUfte, 
die  entweder  durch  Differeutiatiou  einer  gewissen  Function  nach  den  ver- 
Kcliiedenen  Richtungen  erhalten  werden  können  oder  auch  nicht;  in  jedem 
Falle  sind  aber  die  KrMfte  durch  die  Function  und  das  Gesetz  der  Wirkung 
vollständig  bestimmt.  Umgekehrt,  wenn  Krilfte  beliebig,  mit  oder  ohne 
Potenlial,  gegeben  .sind,  so  lässt  sich  immer  eine  Function  nach  Grösse  nnd 
Richhing  und  ein  Wirknngsgesetz  finden,  so  da.sa  jene  Kr?lfte  eine  Folge 
davon  sind.  Auch  hier  kann  man  mancherlei  EinschrSukungon  hinzu- 
fügen, ohne  dasfl  die  Lösung  unmöglich  wird.  Die  Einschränkung,  welche 
wir  mit  Helmhollz  angenommen  haben,   ist  diese:   das  Wirkungsgesctst 
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darf  nur  die  directe  Abhängigkeit  von  dem  Abstände  des  abgelenkten  Pank 
tes  von  der  Richtuogstangente  der  wirkenden  Fnnction  «ud  die  amgekehrte 
der  dritton  Potenz  der  Distanz  von  dem  wirkenden  Element  sein.  Wir 
haben  gefunden,  dass  unter  dieser  EiuschrÜnkung,  welche  das  Gosete  der 
Wirkung  elektrischer  Strome  enthält,  das  Problem  allgemein,  bei  beliebiger  fl 
Beschaffenheit  der  Kräfte,  gelöst  werden  kann.  Elektrische  Ströme  können 
so  im  Kaume  angebracht  werden,  dass  sie  beliebig  gegebene  Kraftwirkan- 
geä  hervorbringen.  In  dem  besondern  Falle,  wo  die  Kräfte  ein  Potootial  fl 
haben,  kann  man  denselben  Zweck  auch  durch  anziehende  Massen  erreichen. 
Letzteres  war  bekannt,  Erstcres  hat  lielmholtz  bewiesen.  Das  Eine  bat 
ebenso  wenig  etwas  Auffallendes  und  kann  ebenso  wenig  veranlassen,  sieh 
den  verborgensten  Naturgeheimnissen  auf  der  Fährte  zu  wähnen,  wie  das 
Andere. 

Seite  46  nimmt  Helmholtz  in  einer  Flüssigkeit  einzelne  geradlinige 
und  unendlich  lange,  also  geschlossene  Wirbelfäden  an.  Die  Sätze,  die  er 
hierfür  entwickelt,  setzen  voraus,  dass  die  ganze  Bewegung  durch  die  In- 
tegrale u, ,  f|,  w,  der  Gleichungen  4)  dargestellt  sei.  Unter  dieser  Annahme 
folgt  allenlin^^s  unmittelbar  aus  der  Interpretation,  welche  oben  von  den 
Gleichungen  4)  gegeben  wurde  ,  dass  bei  einem  einzigen  Wirbelfaden  alle 
Theilchon  sich  um  denselben  im  Kreise  herumbewegen.  Sind  zwei  Faden 
vorbanden,  so  haben  diese  ebenfalls  gegenseitig  tangentiale  Bewegung  and 
laufen  also  wie  Doppelslerne  einer  am  den  andern  herum. 

Aber  wo  sind  denn  die  Wirbclfüdeu  ausserhalb  der  Flüssigkeit,  welche 
in  den  Integralen  «, ,  t?, ,  Wi  die  Parallclbewegung  repräsentiren?  Würden 
diese  nicht  bei  der  Ermittehiug  der  Geschwindigkeiten  in  den  einzelnen 
Punkten  n»it  zu  berücksichtigen  sein?  H  elmholtz  setzt  keineswegs  vor- 
aus, dass  die  ganze  Bewegung  durch  die  blos  über  die  geradlinigen  Wirbel- 
fäden  sich  erstreckenden  Integrale  m,  ,  i», ,  «»,  dargestellt  seij  denn  er 
schliesst  ausdrücklich  S.  47  „gemäss  einer  früheren  Bemerkung'*,  d.  h. 
durch  Anbringung  von  äusseren  Wirbelfaden,  die  Integrale  w,,  p,,  w^  in 
«I,  P, ,  Wi  mit  ein.  Jene  Voraussetzung  würde  übrigens  auch  nichts  weiter 
bedeuten,  als  dass  die  Flüssigkeit  gar  keine  Bewegung  hätte,  da  die  Inte* 
grale  U|,  p, ,  w^  blos  für  einzelne  unendlich  dünne  W'irbelHiden  nnendlicli 
klein  sind. 

Was  Helmholtz  S.  54  über  die  Bewegung  kreisförmiger  Wirbelfäden 
aufstellt,  ist  ebenfalls  eine  einfache  Folgemng  der  Gleichungen  4).  Für  die- 
jenigen Punkte,  welche  in  der  Ebene  des  Kreises  Hegen,  also  auch  für  die 
Punkte  des  Wirhelfadens  selbst,  sind  die  auf  die  früher  (S.461)  angegebene 
Weise  erhaltenen  Elementargeschwindigkeiten  parallel  zu  der  Axe  des  Krei- 
ses. Da  alle  Thcile  des  Fadens  gleiche  Kotationsgescbwindigkeit  und  glei- 
chen Querschnitt  haben,  so  ist  die  Summe  dieser  Elemente  für  Punkte  in 
gleicher  Entfernung  von  der  Axe  gleich.  Der  Wirbelfadeu  bewegt  sich  also 
paralkd  zur  Axe,  bleibt  dabei  kreisförmig  und  sein  Durchmesser  ändert  sich 
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nicht.  Sind  zwei  pftrallel- concentrische  Füdpn  vorhanden^  so  ist  die  Wir- 
kung eines  joden  auf  sich  selbst  eine  ebensolcho  Bewegung.  Die  Wirkung 
des  einen  auf  den  antlern  aber  zerlegt  sich  in  eine  solche  parallel  zur  Axe 
und  senkrecht  zu  dprselben,  also  in  ein  Fortschreiten  und  ein  Vorengen  oder 
Erweitern  des  Ringes.  Bei  gewissen  Wcrthen  der  Durchmesaer,  der  Rota- 
tionsgeschwindigkeiten u,  8.  w.  können  dann  solche  eigenlhüniliche  Be- 
wegungen stattfinden,  wie  sieHelmhoUz  angiebt.  Alles  dies  setzt  Jedoch 
voraus,  dass  die  Integrale  i/,,  r, ,  w,  in  m,  ,  r, ,  Wj  enthalten  seien.  Eine 
solche  besondere  Voraussetzung  macht  aber  Uelmholtz  nicht,  obgleich 
er  keine  äusseren  Wirbelfflden  zu  Hilfe  nimmt.  Ueberdies  sind  auch  hier 
die  Geschwindigkeiten,  für  welche  die  Sätze  von  Ilolraholtz  wirklich  rich- 
tig sein  würden,  bei  sehr  dünnen  Wirbelfäden  und  massiger  Rotations- 
geschwindigkeit sehr  klein.  Die  Experimente,  welche  Herr  Helmlioltz 
am  Schlüsse  anführt»  zeigen  klar»  dass  er  jene  Erscheinungen  nicht  etwa 
von  ganz  besonderen  Bedingungen  abhängig  machen  wollte,  unter  welchen 
sie  allenfalls  stattfinden  könnten,  sondern  dass  er  der  Meinung  war,  zwei 
solche  Wirbelringe  müssten  in  Wirklichkeit  stets  einer  durch  den  andern 
abwechselnd  hiudnrchschlüpfen! 
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XXVL   üeber  iwei  bestimmte  Integprale. 

D'Alembert  hat  im  Art.  66  seiner  Abhandjung  „Sur  hs  differeniiellcs 
rSductibles  aux  arcs  des  sections  coniques  {Opuscules  mathematiques  par  Mr. 
d*Alembertj  Tome  VII^  1780)"  gezeigt,  wie  man  das  bestimmte  Integral 


ß 


^  ■  log  {l  —  nx*)  dx 

yi  —  x* 

Ö 

anf  elliptische  Integrale  znrückführen  könne.  Dies  Resultat  scheint  wenig 
beachtet  worden  und  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein.  Legendre,  der 
in  seinem  ^.Tratte  des  fonctions  elliptiques'*  mit  grosser  Sorgfalt  diejenigen 
Integrale  zusammenstellt,  die  sich  auf  elliptische  zurückführen  lassen,  er- 
wähnt obiges  Integral  nicht,  und  auch  in  äbnlichen  Zusammenstellungen 
neuerer  Werke  über  elliptische  Functionen  finde  ich  dasselbe  nicht. 

D'Alembert  benutzt  das  von  Euler  {Nov.  com.  ac.  Pelrop.^  T.  VI) 
gefundene  Additionstheorom  für  die  elliptischco  Integrale  zweiter  Gattung. 
Auffallenderweise  ist  es  d'Alembert  entgangen,  dass  vermittelst  des  in 
demselben  Bande  der  Petersburger  Commentare  enthaltenen  Eul  er 'sehen 
Additionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  sich  auch' 
das  Integral 

1 

dx 

log{l  —  nx*) 


f-. 


0 
auf  elliptische  Integrale  zurückführen  lasse. 

Ich  beginne  mit  dem  letzten  Integral,  für  welches  die  Entwickelung 
sich  einfacher  gestaltet. 

Zwischen  den  Variablen  rr,  m,  die  in  der  Weise  von  einander  ab- 
häugeDf  dasa 
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a:  = 


yi^nu* 


findet  Lekanntlich  die  Differenlialgleiclmug  statt: 
ds  du 


Aus  1)  folgt 


==0. 


1  —  «  j;'  = 


l  — n 


,t» 


1  —  tt  M 

folglich 

2)  %  (l  —  w  2"=)  ^  %  (1  —  «)  ^  hg  (1  —  «  M»). 

Hierans  ergiebt  sich 


dx 


}/{l  —  ar»)  a  — Ha::») 
^  lüg  (1  -  h) 


/o^'  (l  —  »  J*")  — 


rf« 


r/M 


//u  — "'K'  — ««*) 


%(i-««*) 


o(3er ,  wenn  man  beachtet >  dass  für  jc  =:  0 ,  «  =  I ,  und  für  x=  I ,  «  =  0  ist: 
1  l 

U  0 

Um  das  erste  Integral  auf  elliptische  Integrale  zurückzuführen,  benutzt 
d'Aleinbert  das  AdditioDstheorem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter 
Gattung: 

Hieraas  und  ans  2)  crgicbt  eich 


LLjiS  hg  (l  -  «  a*)  dx  —  ^\^""'  hg  (1  -  n  u')  du 
y\  —X*  /i  —  u* 

=  /o^  (l  —  n)     '  dx  —  n  %  (1  —  ««•)  d  (a;»«) , 

yi  —X« 


oder 


1       

J    V^-^' 


hg  (l  —  w  iü')  dx  —  %  (1  — 


">    /        /  ; 


dx 


1 


und  durch  theilweise  Inlegratiou 
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Setzt  man  zur  Vereinfachung: 
7)  Pi  sina=p  lang u , 

so  folgt: 

'  Q  dl      cos u ' 

icos  i  =  (jcos  a  cos  A',  —  sin  a  cos  X)  cos  u  —  cos  X^  sin  u , 
cosfi  =  (cosa  cos  Y^  —  sin a  cos  T)  costt  —  cos  Y^  sinu^ 
cosv=^  {cosa  cosZf  —  sina  cosZ)  cosu  —  cosZi  sinu\ 

*«N  l  ds     du 

10)  ——  =  ~  +  ptangucota', 

!cos  l  =  {cos a  cos 2',  —  sin  a  cosX)  sin  u  -|-  cosXf  cos u , 
cos m  =  {cosa  cos  Y^  —  sin a  cos  Y)  sin u  +  cos  7,  cosu, 
cosn  =  (cosa  cosZ^  —  sina  cosZ)  sin u  -\-  cosZ^  cosu. 
Die  Gleichungen  6),  9)  und  11)  geben: 

!cos  X=:cosa  cos  a  —  {cos  lcosu-\-  cos  l  sin  u)  sin  a , 
cos  Y  =  cosß  cos  a  —  {cos  jli  co«  u  -|-  cos  m  sin  u)  sin  a , 
cos Z=cosY  cos a  —  (cos  v  cos  u-^- cosn  sin  u)  sin  a. 

Für  einen  Kreiskegel  ist  —  constant,  nach  7)  ist  dann  auch  u  constaut; 
Pi 

die  Gleichungen  8)  und  0)  zeigen  dann,  dass  —  ebenfalls  constant  ist.  Nimmt 
man  umgekehrt  —  constant,  setzt: 

13)  ^  =  gcota^ 

r 

wo  g  eine  Constante  bedeutet,  so  geben  die  Gleichungen  4),  7),  8)  und  10): 

\   du      g  —  sinu  \    du      g  —  sinu 

'  p  dt  cosu  P\  oi  stnu 

1   dv  cosu 

15) 


V  du      g  —  sinu 


Führt  man  mittels  der  Gleichungen  14)  in  die  Gleichung  2)  u  statt  /  als 
unabhängige  Yariabele  ein ,  so  folgt : 

,     g  —  sin  u    d  fg  —  sin  u  d  T\    .*     .  .  „ 

co^a  ^—: —  ( ^ ^-  )  +  sin^a  cotu.  T 

stnu      du\    cos  u     du  / 

16)  l     ^  dZ 

dT 

+  tangu^^O, 

Man  verificirt  leicht,  dass  sinu+gco^a  ein  particuläres  Integral  der 

vorstehenden  Di£Ferentialgleichung  ist,  mit  dessen  Hilfe  sich  die  Ordnung 

,  derselben  um  eine  Einheit  verringern  lässt.    Um  die  beiden  anderen  parti- 

calären  Integrale  zu  finden ,  ist  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
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Winkel  sollen  fiämmtlich  Functionen  einer  Variabein  /  eeiu.    Bezeicbnen 
p  und  /»i  zwei  beliebige  Functionen  von  /,  so  kann  ra»n  setzen: 


■) 


d  cos  A' 

dt 


==  p  cos  ^r, , 


d  cos  A'i 

"TT 


=  PtCOSÄ\, 


d  cos  Xf 


=  —  p  cos  X  —  />,  cos  .i', . 


Durcb  Veitauscbüng  von  X,  X^,  X,  mit  T,  F, ,  F,  und  Z,  Z, ,  Z,  er- 
geben sich  sechs  weitere  Glcicbnngen.  Ist  T  eine  der  Quantitäten  cos X^ 
cos}\  cosZ^  80  findet  für  T  die  Diflerentialgleicbung  dritter  Ordnung  statt: 


» 


2) 


p,  dt  \p    dt/^  p, 

dt 


p    dl 


Für  gegebene  Werthe  von  p  und  pi  sind  cos X^  cosT^  cosZ  die  drei  In- 
tegrale der  vorstehenden  Diö'erentialgleichung, 

Wird  die  Spitze  einer  Kegelfläche  zum  Anfangspunkte  orthogonaler 
Coordinmten  genoramen,  so  finden  für  einen  Punkt  (.t,  y,  :)  desselben  die 
Gleichungen  statt: 

3)  x^v  cos Xf     y  =^v  cos y,     z  =  v  cos Z. 

Für  die  Loxodrome,  welche  die  Kanten  der  Kegelflöcbe  unter  dem 
constanlen  Winkel  a  schneiden,  ist 

dx         ^   ,    .^ 

-;/;,. +^.-+7y-^^"^^T  \[yJ  +UJ  +W  1' 

oder  nach  l)  und  3): 

dl  ]\dij    '  ^       ( 

d.  i.: 

I  dp 

4)  --—^pcota. 

V  öl 

Seien 

«1  ^.  y;    ^.  f*. »';    ',  '«> " 

die  Winkel,  welche  die  Tangente,  IJaoptnornmle  und  Axe  der  Kriimmungs- 
ebene  der  Loxodrome  mit  den  Coordinatenaxen  bilden.  Bezeichnet  man 
dnrch  q  den  Krümmungshalbmesser,  durch  r  den  Torsiousradius  und  durch 
ds  das  Bogeneiemcnt  der  Loxodrome,  so  ist: 

5)  li=Il^. 
'  dt      sino^ 

!ros  a  =  f OS  X  cos  u  -^  cos X^  Sinn , 
cosp  =  cos  y  cosn  4"  '*"*  i'f  shia^ 
rtn  Y  =  '-'its  Z  cos  a  -\-  cos  Z,  sin  a. 
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Je  naclidem  g  ^l,  kann  man  setzen : 


es  ist  dann 
oder 


/.    =^ 


Für  eine  plane  Loxodrome  ist  nach  13)  ^  =  0.  Mau  hat  dann  die  fol- 
genden Gleichungen,  in  denen  h  eine  beliebige  Constante  ist: 

d  n>  __      lang  a 
du  sintt  * 

X .  h  sin  u  =  cos  a  cos  rv  +  sin  a  cos  u  sin  w , 
y.h  sinu  =  cosa  sinw  —  sina  cosu  cosn^ 
z.h  =  sin  a. 
Die  Loxodrome  liegt  in  einer  Parallelebene  znr  o;^- Ebene. 

Die  obigen  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  auf  eine  beliebige  develop« 
pable  Fläche  ausdehnen.  Schneidet  eine  Cnrve  die  Generatricen  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  unter  dem  constanten  Winkel  a,  soll  diese  Curve  gleich- 
zeitig die  Uelix  einer  Cylinderfläche  sein,  so  hat  man  folgende  Gleich- 
ungen: • 

X  =  I  q  cosX  du  -\-v  cos  X, 
y  =  j  q  cos  F  d  u  -\-  V  cos  V, 
zz=  j  qcosZdu  +  vcosZj 

wo  q  eine  beliebige  Function  von  u  bedeutet  und  cosX^  cosYy  cosZ  durch 
die  Gleichungen  19)  nnd  20)  bestimmt  sind. 

Die  Gleichungen  4),  8)  und  10)  gehen  durch  Substitution  des  Werthes 

von  p  aus  5)  über  in : 

dv 

21)  —=zcosa, 

22)  V  cosu ^(f  sina y 

V  cosu         d  sin u  ,     . 
=  »  — „ —   4"  stn  u  cos  a. 

r  OS 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  links  ans  22)  v  cosu  =  q sina  und 
rechts  aus  21)  cosa^^-y  so  folgt : 

OS 


23J 


p  dv  Sinti 


r  ds    ' 

Nimmt  man  u  als  unabliHngige  Variabele,  so  geben  die  Gleiclmngen  4) 
und  7): 

24) 


dt 


1   dv 


dt        l    dv  fang  u 


oder 


Dedeutet  h  eine  Constantc,  so  hat  man  für  oine  sphärische  Curve 
(.^-?J  +  ,'  =  A^ 

—  ds  r' 


Für  eine  »pbäriacbe  Loxodrome  gebt  die  vorstebende  Gleichung  nach 

22)  und  23)  über  in 

^  y  {h'  ff»n*ö  —  t>'  cos'u)       ^  V  sin  u 

+  ö — ^  Ä  ö  —^ — . 

—  ds  ds 

Ist  g  eine  Cousiante,  ao  folgt 

+  y  (A'  sin*u  —  V*  cos^u)  =^  f  sin  it  —  g 
oder 

25)  v*  —  2gv  sin  h  +  y*  =  /i*  sin* a. 

Die  Glelcbung  23)  wird  hierdurch: 

D     .  ü  do 

r  g  öS 


9         ^ 

i^  =  ^  cota» 


d.  i.  nacb  2l): 

26) 

Nun  igt  nach  2i)  f  eine  lineare  Fanctiou  von  5,  nach  20)  itst  dieses  auch 

mit  —  der  Fall»    folglicl)  ist  die  spbSriecbe  Loxodrome  gleichxeilig  eine 

kürzeste  Linie  einer  Kcgelflacbe. 
Aus  25)  folgt 
27)  r  =  ^  sin  «  +  -«^ ,      ^  =  J/(ä*  sin^a  —  g*  cos*  m). 

Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  24)  über  in 


28) 


bt      g  cos  u 


dt  _gsinu     l 


J  "         '^^  du  A      rosa 


Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  t4  statt  /  als  UDabbfiDgige  Variabele, 
so  folgt  mittels  der  Gleichungen  28); 

r.     g     smuau  \cos u  du/ 
20)        "     ^ 


d  -' 


du 


BT 
-\-ttingu  .-—  =  0. 


Man  bemerkt  leicht,  dass  T^^sinu  ein  particnUrea  Integral  der  vor- 
stehend eo  Differeutialgloichung  ist.    Da  nun  cosX^  cosY,  cos 
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ticulären  Integrale  sind,  so  kann  man  folgende  Gleichungen  aafsteUen, 
wobei  die  Constanten  weggelassen  sind ,  welche  sich  auf  eine  Drehung  des 
Coordinatensjstems  bezieben: 

icos  X  =  cos  b  cos  w  4" '««  b  sin  w  cos  u , 
cos  y=cosb  sin  w  —  sin  b  cos  wcosuy 
cos  Z  =  sin  b  sin  u. 
In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  b  eine  Constante,  w  eine  näher  m 
bestimmende  Function  von  u.    Der  Werth  von  b  ergiebt  sich  unmittelbar 
auf  folgende  Weise.   Die  Verbindungslinie  der  Spitze  der  Kegelfläche  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Kugelfläcbe,  welche  die  Loxodrome  enthält,  werde 
zur  Axe  der  z  genommen.   Da  A  der  Radius  der  Kugelfläche  ist,  so  hat  man 
fttr  einen  Punkt  (^,  y,  z)  der  Loxodrome  die  Gleichung 

d.  i.  nach  3)  und  30) : 

«'  —  2  0  r,  sin  b  sin  u-\-  2^*=»  h\ 
Setzt  man  hierin  aus  25) : 

2g V  sin  u  =  v*  -\-g*  —  h*  5iw*a , 
80  folgt: 

«'*  {9  —  ^0  *««  *)  —  ^0  **w  b  {g*  —  Ä«  sin*  a)-\-g  {z*  —  Ä«)  =3  0.. 
Da  nun  v  nicht  constant  ist,  so  folgt 

g  =  Zo  sin  b ,     z^  sin  b  {g*  —  A«  sin*  a)=zg  (z*  —  A*) 
oder 

.  sinb        cosh  1  ,  .  .   ,,       .   v 

Mittels  der  Gleichungen  1),  28),  30)  und  31)  folgt 
cos  Zy{g*-\-  A*  cos*  a)=g  sin  u , 

j     cos  2,  [/  (g*  4-  Ä*  cos*  a)  =  J.  cota^ 

32)  ^ 

cosZ,  V  {g*  +  h*  cos*a)  =-^^'. 

Mittels 

cosZ  .y(g*-{-h*co^a)s=gsinu,     v  =  gsinu-\~  Jy     z  =  vcosZ 
folgt: 

33)  ^Vig^-i-  Ä'  cos* a)=g  sin  u  (g  sin  u  +  J), 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  6),  II)  und  32) 
giebt 

V  .  zcos*a  sina,,,  ^  ,    ,,       ,  . 

34)  coin cota  cosy  -\ ; —  = V  (g*  +  fr  cos'a), 

g  '      gstna  9 

Nun  ist  nach  26)  —  eine  lineare  Function  von  s\  hieraus  folgt: 

V  .       xcos*a 

cosl cota  .  cos tt=-L -. —  , 

ff  ^      gsma 

.  V  ^  ycos*a 

35)  <     cosm cota .  cosp=^na  —  - — : . 

»  g  ^       '"       gstna 

I'       ,  ^        *cos*a 

cosn cota  .  cos  y  =  £, , 

g  ^       gsina 


▼o  lo)  ^OT  to  CoQstanteii  sind*,     äub  34)  tind  der  letzten  Gleichung  35) 
folgt: 

36)  io  =  -*^^^ (/  +  /»' cos'«). 

Wegen 

x  =  V  cos  Ä\     y  ^^  p  cos  }\     z  =  v  cos  Z 
gjebt  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleichungen  35): 


1 


tfor« 


-  2  p  (^„  vos  X  +  i/„  CO*  y  +  ^,  cof  Z )  ^- ^  ^, 
Setzt  man  liierin  für  cosZ,  £,  iliro  Wertlie  aus  32)  und  3ö),  ferner 

so  folgt: 

CO  V*  w 

37)  ^'  +  t/„'  =  2  (^  cos  X  +ri.*^osY)i;g  sin  n  +  J)  — V-. 

gsina 

Nach  3),  6)  und  II)  ist 

a"  cos  A'  -\-  y  co.v  F  -\-  z  cos  Z  =  » , 

CO*  «  cos  X  +  cos  /5  cos  Y  -f-  co»  ycosZ=  cosa , 

cti.v  /  fo.?  X  4"  COJ  m  coit  F+  cos  n  cos  Z  =  —  sin  u  sin  u. 

Die  Gleichungen  35)  resp.  mit  cosX,  cos  F,  cosZ  multiplicirt  und  addirt, 
geben,  mit  RuckKielit  auf  die  Torstehenden  Gleichungen: 

—  sin  a  sin  u=  ^  cos  X  -\-  j/.,  cos  T  -\-  ta  '*''S  ^ 
oder,  da  nach  32)  nnd  30) 

^  f  c*  Z  ^  ^  siti  a  sin  u , 

60  ist 

lo  cos  X+  i7fl  cos  y—  0, 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  37}  giebt 

lo*+'?o*  =  0,  d.h.  |„  =  0,  7},^Q. 

Die  erfite  Gleichung  35)  giebt  für  lo  =  0: 

V  ,   X  cos'  n 

cosl cota  cosa-i ; —  =0. 

g  gstna 

Setzt  m&D  bierin: 

co$l^  {cos  a  cos  Xf  —  sin  a  cos  X)  sin  u  -\-  cot  X^  cos  u , 

CO.V  a  ^  cos  a  cos  X  -+-  sin  a  cos  X^ , 
a:i=^vco8Xf  v=^g  sm  m  +  J , 
ao  folgt : 

.        .             ...   ^^rtsa 
cos  A,  cos  u  =  sin  a  sin  u  cos  .\  -f- cos  A,. 

Mittels  dieses  Wertbes  von  coä  A',  geht  die  Gleichung 
cos^X-^cos'Xf  +  cos^Xt  =  l 
über  in 
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Istna        _,    .        ^.smucosa  „(' 

g  h^  cos*  a  +  g*  cos*  u  ) 

=  (  « ,     .     ,      .    )  {Ä«  cos*a  +  g*  cos^u-^  (Ä*  cos^a  +  o»)  cos'A'l. 

Nan  ist  nach  30)  und  31) : 

cos  X  y  (A*  cof  fl  -f-  y*)  =  A  cosa  co$w-\'g  cosu  sin  m. 

Mit  Rücksicht  auf  28)  ist  ferner 

^        1  dcosX      1   dudcosX     J.cotaZcosX 

cosX^  = —  =  — _    -  = . 

p       dt         p  dt      du  gcosu       du 

Setzt  man  diese  Werthe  von  cosX  und  cosX^  in  die  Gleichung  38),  so 
folgt: 

/3  w  gh  cosa  sinu      V /  g*  cos*u         V  ö^  "^  **  cosfa 

\d  u      g*  cos*  u-\-h*  cos*  a)       \^  cos* «  -}-  A*  co^  a)  cos*  a 

oder 

.    3  w  gh  cosa  sin u       g*  co^u  ^(9*  +  A*  co** a) 

^   du       g*  cos* u-^ h* cos* a  g*cos*u-\' h*cos*  a  //.cosa 

Der  Term  auf  der  rechten  Seite  muss  negativ  genommen  werden, 
wenn  der  Werth  von  cosX  aus  30)  der  Gleichung  20)  für  T=cosX  gentigen 
soll.  Einfacher  gelangt  man  zur  Bestimmung  des  Vorzeichetis  durch  die 
Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  29),  30)  und  39)  für  gssihsma  zu  densel- 
ben Gleichungen  fähren  müssen,  wie  die  Gleichungen  10),  10)  und  20)  für 
gt=:0.    Setzt  man 

Ä  COS  a  cos  w^  —  g  cos  u  sin  w, 

~ '     y{g*cos*u  +  h*co^       * 
g  cos  u  cos  tVx-\-  h  cos  a  sin  w, 
stn  w  =  -y^,  ^^gt  ^  ^  ^f  cos»  a)      ' 

HO  gehen  die  Gleichungen  30),  31)  und  39): 

-.  /9*  cos*  u4-h*  cosi*  a 
'^cosn^y^  ^ 


cosX-. 


cos 


g*  +  h*cos*a      ' 
'g*  cos*  u  +  h*  cos*  a 


»j-  -.  /ff'  ^ö«*  M  +  A*  cos* 
f         ^  +  A"  co^a 
g  sinu 

y/{g''\-h*cos*a)' 

cosa  hw,  g*cos*u 


V  {9'  +  Ä*  cos*a)  d u  g*  cos*u  -\-  h*cos*a  \^1^sin*a  —  gf»  co««ti)' 

Die  Werthe  von  cosw^  uud  sinw^  lassen  sich  durch  die  Thetafunctionen 
Jacobi^s  mit  complexen  Argumenten  ausdrücken. 

Die  sphärische  Loxodrome  liegt  auf  der  Kegelfläche 
a?'  +  y*  +  {«  -  V^(^'  4-  h*  cos*  a)\*=  h*. 
Liegt  die  Spitze  der  Kegelfläche  auf  der  Kugelfläche,  so  ist 

g*=zh*  sin*a. 
Man  hat  danu  die  folgenden  einfacheren  Gleichungen: 
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cos  X  =  cosa  cos  rv  -\-  »in  a  sin  w  cos  u , 
cos  Y  =  cos  a  sin  w  —  sinacosw  cos  u , 
CO*  Z  =  sin  u  sin  u , 

,    .  dw  fanga 

v^=llhstna  stnu.     - —  =  — — ; , 

0  u  sw  u 


A.  EKNBpe». 


V 


XXTin.     üeber  die  Berechnung  der  mittleren  TageBtemperatur  ans 

der  hödifiten  and  tiefsten  Temperatur. 

Um  die  mittlere  TemperaUir  eines  Tnges  aus  der  höelisten  und  tiefsten 
Tempftratur  desselben  Tages  zu  befitimmen,  werden  in  den  meteorologi- 
Bchen  Handbüchern  mehrere  Anweisungen  gegeben,  welche  wohl  auf  em- 
pirischera  Wege  gefunden  worden  sein  dürften,  da  einer  theorptischen 
Ableitung  der  betreffenden  Ausdrücke  nirgends  Erwähnung  geschieht.  In 
den  nachfolgenden  Zeilen  wird  nun  eine  matheraaliscbo  Herleitung  der 
Ausdrücke  versucht. 

Die  Aufgabe  ist  unbestimmt;  indessen  ist,  wenn  man  einen  normalen 
Verlauf  der  Temperatur  voraussetzt,  dieser  Verlauf  an  gewisse  Haupl- 
bedingungen  geknüpft,  welche,  gehörig  berücksichtigt»  eine  branclihare  und 
uugezwuQgene  Lösung  der  Aufgabe  ermöglichen.  Die  Tagesteraperatur 
muss  nämlich  während  eines  Tages  in  ihrer  AbhHngigki^it  vom  Sonnenstande 
bei  normalem  Witterungsverlaufe  von  einem  kleinsten  Werthe  bis  zu  einem 
grössten  Werthe  stetig  zunehmen  und  von  letzlerem  bis  zum  nächsten  Mi- 
nimum stetig  abnehmen.     Construirt  man  nun  die  Tempera  turcurve  eines 

// 


V 


.(»- 


Tages,  indem  man  die  Zeiten  als  Abscissen  ond  die  Temperaturen  als 
Ordinalen  aufträgt,  so  wird  man  »n«ÄAr  dem  tiefsten  und  höchsten  Punkte 
A  und  B  noch  die  beiden  VS  «  welchen  die  Curve  aus 


Ai 
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der  Convexttttt  in  die  ConcAvität  oder  ans  der  Ooncavitlit  in  die  Convezitit 

ähergeht,  als  charakteristische  Punkte  anzusehen  haben;  lüsst  man  ferner 
die  Teraperaliircurve  mit  dem  liefbten  Punkte  A  beginnen,  so  urird  «ie  mit 
dem  zweiten  Minimum  ^,  endigen,  und  es  liegt  in  der  Natar  der  Sache, 
dass  zwei  aufeinanderfolgende  Minima  der  Temperatur  als  g^leich  gro«, 
also  v4as=T^,o,  angenommen  werden  kiinnen.  Durch  die  fünf  Pnnkte  J^C, 
By  D  nnd  J,  theilt  sich  die  Temperatnrcurve  in  vier  Theile,  deren  Eigen* 
thümlichketten  «ich  am  passendsten  mit  jenen  der  Sinnslinie,  d.  L  der  Linie 
von  der  Gleichung 

1)  y^a.sinmx 

vergleichen  lassen,  wenn  für  jeden  Thcil  der  betreflfende  Wendepunkt  als 
Coordinatenanfang.sputtkt  angenommen  wird  nnd  die  positiven  RichttiDgea 
der  Coordinatenaxen  gegen  den  ifaximal-,  beziehungsweise  I^Itnimalpunkt 
gerichtet  sind.  Zieht  man  durch  C  und  D  die  Linien  EF  und  GH  parnllel 
znr  Abscissenaxe  und  setzt  man  Ja=i  Af  «:=/  (Minimaltemperatur) ,  Bb=^  T 
CMftximaltemperatnr),  ferner  Cc  ^ /, ,  Bd^^t^^  endlich  die  Abscissen  (Zei- 
ten) ab=:Z^  ac  =  Zy  und  arf=z,,  und  berücksichtigt  man  noch,  dass 
aa^  =24  (Stunden)  ist,  so  sind  unter  Zugrundelegung  der  Gleichung  l)  — 

wenn    man   derselben   die   passendere   Form   y  =  a,sin  —  x  giebt,    wofür 

x=«,  t/  =  a  wird  -—  die  Gleichungen  der  Curvenlheile  CA,  CB^  DB  und 
1) A^  nachstehende: 

CA  ...  y={t^—t)  ,sin  —  o: , 


CB ...  y  =  {T^i^).sin 

BB  ...y={T—tt)  sin 

DA^  ...y^{l,^(). sin 


2{Z-z,) 


«» 


«, 


2(24-.-,) 


X. 


Die  miltlere  Ordinate  einer  Curve  wird  gefunden,  wenn  man  die 
Fläche  durch  die  Äbscisse  dividirt;  um  daher  die  miltlere  Temperatur  eines 
Tages  zu  erhalten,  hat  man  die  Fläche  der  Temperaturcurve  durch  24  aa 
dividircn.  In  unserem  Falle  besteht  die  Fläche  der  Temperaturcurve  aus 
den  vier  Theilen: 

ACca  =  ECca~ECA, 
CBbc^CFbc-^CBFy 
BDdh  =  GDdb'irBDG, 
DAt  a,fi  =  Dffatd—BBAi, 


Somit  ist  die  Gesammtfläche  der  Temperaturcurve  gleich 


(ECea  -f  CFhc  ~\-  GBdh  +  Ii  //  «,  tl) 
•\-  (-  ECA  J^VBF-^BDG-  B  IIA,) 
=  r,  /.  +  (^-  ;,)  t,  +  (r,  -  Z)  /,  +  (24  -  --,)  l, 
+  (—  EC A  +  C ß F ~\'  B DG  —  D H A^) , 

somit  die  raittlere  Temperatur 

'-  =  nV  ['.  /,  +  {z  -  h) '.  +  («-» -  ^; '.  +  (24  -  7,)  tt] 


3) 


In  der  zweiten  Klammer  kommen  die  FlKchen  der  vier  Sinualinien  vor. 
Für  die  Linie 


y  ^  a  .  sin  —  ,t 
2« 


• 
wäre  die  Fläche  gleich 


n 

r.  n 

n  §  sm  — 

J     '" 


daher  hahon  wir 


Fläche  ECA^—z,{ti—t), 

Tf 

„     ßBG^-{z,-'Z){T-U), 
n 


folglich 


'-  =  .^  ['.  ^  +  (^  -  «0  '.  +  (-.  -Z)t,  + (24-  z,)  f,] 

oder  nach  einigen  ÄhkUrzungeu 

^^  l 

+  1^  [24/+  (t,  -  z.)  (r-  0  »  (24  -  Z)  /.  -  Z/,].    . 

Noch  ist  in  Rechnung  za  hringen,  dass  die  beiden  Sinnslinien  CA  nnd 
C/7  in  ihrem  Anfangspunkte  C  und  die  beiden  Sinuslinifln  DB  and  iJAf  in 
ihrem  Anfangspunkte  B  eine  gemeinschaftlicheTangentc  haben.    Allgemein 

ist  bei  der  Linie  y  =  a  sin  —  a;  die  trigonometriacbe  TAugente  dcsNcigungs- 
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winkeis  der  im  Anfangspunkte  gezogenen  geometrischen  Tangeiite  gleich 

;  wir  haben  daher 

2   u  ' 

und 


Zt  —  Z      24  —  2:, 
woraus 

Zt^  =  Tz^-\-Zt  —  z^t  und  (24  —  Z)  /,  =  24  T  —  z,  r+  z,  I  —  Zt, 
somit  durch  Addition 

7)  (24~Z)^  +  2'.=24r-{z,-O(r-0 

folgt.    Setzt  man  diesen  Werth  in  4)  ein,  so  erhält  man,  wenn  man  redacirt 
und  statt  n  seinen  Werth  substitnirt 

'm  =T-{T-  i)  [0,637  -  0,0114  (r,  -  z,)] 
'  =0,363.7'+0,637./  +  0,0114(r,  — z,)(r— 0. 

wo  (2,  —  7i)  die  Zeit  vom  vormittägigen  bis  zum  nachmittägigen  Wende» 
punkte  bedeutet.    Giebt  man  der  Gleichung  8)  die  drei  Formen 

9)  '«  =  1{T+  0  +  [0,0114  (?,  -  2.)  -  0,137]  {T-  /), 

10)  /„.  =  1  (  r+  2/)  +  [0,0114  (r,  -  2.)  +  0,030]  {T-i) 
und 

11)  tm  =  i  (3  T-\-4i)  +  [0.0114  (r,_  r,)  -0,065]  {T-t), 

so  erhält  man,  wenn  man  darin  die  letzten  Ausdrücke  rechts  vernachlässigt, 
die  in  meteorologischen  Handbüchern  angeführten  Näherangsformeln 

9')  ^™  =  4(7'+0, 

und 

lO  r™  =  |(3r+40. 

Wie  man  sieht,  ist  von  den  drei  letzten  Gleicfanngen  die  Gleichung  10') 
als  die  angenaueste  anzusehen;  besser  ist  9')  and  am  besten  ist  ll').  Die 
Gleichung  9')  wird  meistens  zu  grosse,  lO')  immer  za  kleine  nnd  ll')  in 
der  Regel  etwas  zu  kleine  Werthe  liefern. 

Es  lässt  sich  übrigens  allgemein  statt  8)  auch  schreiben : 

12)  '-  =  p^g  {P  T+qt)-^  [0,01 14  (2.  -  2.)  -  (^  ~  0,363)]  {T-^t), 

Wählt  man  nun  für  q  nnd*p  solche  ganze  Zahlen,  dass,  je  nach  dem 
Werthe  von  (2,—  Zj),  d.  i.  entsprechend  der  Lage  des  Beobachtangsortes 
nnd  der  Jahreszeit, 
P 


P  +  g 
wird,  so  erhält  man 


—  0,368  nahe  gleich  0,0114  (2,  —  z,) 


12') 


ipT+qt) 


nla  diejenige  Gleichung,  welche  vor  allen  ähnlich  gebauten  den  Vorzug  ver- 
dient. 

Hierdurch  ist  bei  aller  Einfachheit  eine  Verschärfung  der  Berechnungs- 
weise  geboten,  welche  sich  namentlich  zur  Ermittelung  der  mittleren  Mo- 
natstemperatiir  ans  der  mittleren  höchsten  und  tiefsten  Temperatur  des 
Monats  eignen  möchte,  incleui  die  VoraussetzuDg  eines  nahezu  normalen 
Verlaufes  der  mittleren  Mouatstemperaturcurve  in  den  meisten  Fällen  «tatt- 
haft  seiu  wird. 


FiuDiQ,  im  August  1870. 


Prof.  E.  Stahlberoeb. 


XXIX.    lieber  Spectra  negativer  Elektroden  und  lange  gebrancMer 
Geitsler'Bcher  Bohren, 


In  der  Zwischenzeit  von  Brcwster's  und  Miller'a  Arbeiten  bis  zu 
den  cpochemn.clipnden  von  B  u  n  s  e  u  und  K  i  r  c  h  b  o  f  f  vollzog  sich  der  Fort- 
schritt der  Spectrnlanalyse  voriciiglich  auf  eleklriKcbom  Gebiete.  Man  lernte 
die  Metalllinieu  von  jenen  trennen,  die  von  den  Beatandtbeilen  der  Luft 
herrühren,  und  Dove  lenkte  bereits  1858  die  Aufmerksamkt'it  auf  die  ver- 
schiedenen Spectra  an  einer  positiven  und  an  einer  negativen  Elektrode*; 
er  hob  die  unmessbar  rasche  Umwandlung  des  einen  Spectrums  in  das  an- 
dere bei  der  Conimutation  und  die  eventuellen  Aufschlüsse^  die  man  auf 
diesem  Wege  über  die  Beschaffenheit  des  Nordlichtes  bekommen  könne, 
hervor.  GleichfalU  1858  begann  Plücker  seine  berühmten  Arbeiten  über 
die  Spectra  in  Geissle raschen  Köhren,  Im  selben  Jahre  verglich  auch 
van  der  Willigen  das  Luftspectrum  an  der  positiven  und  negativen  Elek- 
trode und  constatirte  die  dem  letzteren  eigeutbümlichen  drei  Maxima**. 
Die  chemischen  uml  astronomischen  Triumphe  der  Spectralanalyse  nahmen 
in  den  nikhsten  Jnbren  nach  Bunseu's  und  Kirchhoff 's  Auftreten  alle 
ThJitigkoit  in  Atispruch  und  »o  blieben  Dove"'8  und  van  der  Willigen'» 
Beobachtungen  bis  vor  Kurzem  ohne  Fortsetzung  und  eingehendere  Be- 
arbeitung. Aber  an  die  mit  verdünnten  Gasen  gefüllten  Röhren  knüpfte  «ich 
die  räthsellmfteste  Entdeckung,  welche  die Spectralanaijse  seit  Bunsenund 
Kirch  hoff  bereicherte,  die  mehrfacher  Spectra  eines  und  desselben  Stof- 
fes, M  eiche  von  Plücker  und  Hittorf  gemacht  ***,  durch  Wüllner  be- 


»  Pogrsr-  Ann.  1858,  Bd. CIV,  S.  184—  188. 
♦•  Popp.  Ann.  I85Ö,  «rhCVI,  S.  ß2»Jflgg. 
Philo».  Trans.  180Ö,  Bd.  ibb,  8.  l  ügg. 
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«tStigt  und  ausgedehnt  wurde*.  Sie  wurde  vor  wenigen  Monaten  von  Do- 
brnnfaut  bestritten**,  indem  er  das  zweite  Wasserstoffspectram  Wäll-i 
uer's  durch  Stickstoffreate  im  Gase  erklären  wollte.  Wüllnör  h«t  ftk 
seine  Entdeckung  dieser  Erklärung  gegenüber jiufrecht  erhalten*** 
dass  er  dies  au  thun  berechtigt  war,  hat  unsere,  im  Folgenden  mitgetbeiha 
UnterBUchong  vollständig  bestätigt.  Dennoch  müssen  in  Plüc  ker's  und 
Wüllner's  Entdeckung  die  thatsächlichen  Erscheinungen  von  der  theore- 
tischen Auslegung  unterschieden  werden,  und  wir  werden  auf  die  wichtige 
Frage  nach  dpr  Mehrheit  der  Spectra  eines  Stoffes  als  solchen  am  Schlosse 
der  vorliegenden  Arbeit  nochmals  zurückkommen.  1865  veröffentlichte  Wal- 
ten ho  Ten  eine  interessante  Arbeit  über  die  Reihenfolge,  In  welcher  Spee- 
trallinien  bei  fortgesetzter  Verdünnung  verschwinden  j-.  Bereits  im  Jahre 
1858  hat  Plücker  auch  das  eigentbümÜche  magnetische  Verhalten  de* 
Lichtes  am  negativen  Pole  entdeckt  ff.  Da  dessen  Erklärung  jedoch  bi« 
heute  nicht  von  jeder  Schwierigkeit  befreit  ist,  so  musste  sich  hierdurch  das{ 
Interesse  an  der  spectralanaljtischen  Verschiedenheit  zwischen  dem  Liebte 
im  positiven  Theile  des  elektrischen  Funkens  und  dem  Lichte  an  der  nega- 
tiven Elektrode  steigern. 

Indem  wir  im  October  vorigen  Jahres  beschlossen,  die  Studien  Do  ve'i 
und  van  der  Willigen's  aufzunehmen,  waren  wir  von  drei  Gedanken 
vorzüglich  geleitet:  erstens  hofften  wir  über  das  magnetische  Licht  Auf- 
schlüsse zu  erlangen;  zweitens  musste  es  uns  nach  den  älteren  Angaben 
möglich  scheinen,  spectralanaljtische  Kennzeichen  fiir  negativ -elektriecli 
Zustände  zu  bekommen  und  dadurch  negative  Elektricität  vielleicht  in  groi 
scn  irdischen  und  himmlischen  Erscheinungen  entdecken  zu  können;  drit« 
f  ens  durften  wir  erwarten,  vielleicht  zwischen  den  mehrfachen  Spectris  einet 
Stoffes  im  engen  Theile  und  den  mehrfachen  Spectris  je  nach  der  Elektrode 
einen  Zusammenhang  zu  entdecken. 

Sicher  aber  mussten  wir  neue  Thntsachen  auffinden,  wenn  wir  den  Un-' 
terschied  des  Lichtes  an  den  beiden  Elektroden  nicht  blos  bei  Luft,  sondern 
bei  den  einzelnen  Gasen  aufsuchten.  Wir  durften  voraussetzen,  dass  Stick- 
stoff und  atmosphärische  Luft  übereinstimmen  würden,  und  dass  Wasser- 
stoffgas, Sauerstoffgas  etc.  Neues  geben  würden.  In  der  That  verschafften 
wir  uns  drei  Geissler'sche  Röhren,  eine  Stickstoffrohre,  eine  Wasserstoff- 


I 


I 


*)  Festsclirift  der  niederrhcinifschen  Gesellschnft  für  Natur-  und  Hetikiinde  %nr\ 
50jährigen  Jubelfeier  der  Universität  Bonn.     Bonn,  bei  A.  Markus,    18Ö8.    S.  7-  — | 
Poggr.  Ann.  1868,  Bd.CXXXV,  S.  49öflj^g.,  I86t>,  Bd.  CXXXVH,  8, 337 flgg. 
•♦)  Cotnpt.  rend.  T.  00,  8.  1245.    T.  70,  S.  448. 
••♦)  Coropl.  rend.  T.  70  S.  125. 
t)  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  W.  raath.-naturw.  Cl..  Bd.  LI,  IL  Ablh. ,  18ö6, 
8.  535 flgg. 

tt)  Pogg.  Ann.  1858,  Bd.  CHI,  S.  SSfl^p. 
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röhre  und  eine  Sauerstoffröbre,  bezeiclinet  entsprechend  mit  N,  H  und  0, 
und  wir  fanden  am  negativen  Pole  von  iV' die  van  d  e  r  Willigen'Bchen 
drei  Maximn,  am  negativen  Pol  von  //  ein  grüngelbes  Maximum,  am  nega- 
tiven Pol  von  0  sechs  Maxinm:  ein  rothe^,  ein  gelbgrünes,  ein  grünes,  ein 
grünblaues,  ein  blaues  und  ein  violettes.  Diese  drei  Spectra  beobachteten 
wir  bereits  November,  aber  wir  wollten  von  den  sMmmtlichen  Spectris  tlie- 
aer  Röhren  sorgfältige  Zeichnungen  anfejtigen  und  diese  mit  einer  gleich- 
seitigen Zeichnung  des  Sonnenspectrums  coQibiniren^  um  unsere  Resultate 
duicb  Beziehung  auf  die  nächstliegenden  Fr  aunh  ofer'tichen  Linien  sowohl 
selbst  mit  Beobachtungen  der  Aurora  borealts,  des  Zodiacallichtes,  der  Pro- 
tubernnaen  uud  anderer  kosmischen  Licliterscheinungeu  vergleichen  zu  kön- 
nen, als  auch  für  spätere  Beobachter  unsere  Wahrnehmungen  verwendbaier 
zu  machen« 

Diese  Beobachtungen  machten  wir  mit  einem  gewöhnlichen  Spectral- 
apparate,  der  ein  S  tci  n  h e i  1  'sehe»  Flintglasprisma  besitzt.  Um  sowohl  den 
Beobachtungen,  als  auch  den  Zeichnungen  ein  grösstmöglithcs  Mass  von 
Genauigkeit  zu  gehen,  wandten  wir  uns  au  Herrn  Professor  HIasiwetSf 
und  derselbe  stellte  uns  mit  grösster  Liberalilüt  den  in  seinem  Besitze  be- 
findlichen, vom  Professor,  nunmehrigea  Hofrath,  Kitter  v.  Schrötter  und 
Herrn  Starke  sehr  zweckmässig  construirten,  mit  drei  Prismen  versehenen 
grossen  Spectralapparat  zu  Gebote,  Sollten  die  Zeichnungen*  die  nöthigeu 
Detailü,  einen  genügend  grossen  Massstab  und  die  erforderliche  Genauig- 
keit be&itzen ,  so  konnten  sie  nur  in  einem  längeren  Zeiträume  vollendet 
werden.  Inzwischen  erschien  in  den  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie 
vom  10.  Januar  eine  Mittheilung  Secclii's,  worin  er  nebst  Anderem,  was 
»ich  direct  auf  die  Sonne  bezieht,  auch  erwähnt,  dass  er  mehrfache  Spectra 
desselben  Stoffes  je  nach  dem  engen  oder  weiten  Theile  derGeissler- 
Bchen  Rohren  wahrnimmt**.  Er  schreibt  diese  verschiedenen  Spectra  dem- 
Beiben  Stoffe  bei  verschiedener  Temperatur  zu,  luhhesondere  glaubt  er  der 
Erste  zu  sein,  der  im  engen  und  weiten  Theile  einer  Geissler' sehen 
Röbre  verschiedene  Spectra  sieht.     Aber  eine  Arbeit  über  die  Schichtung 

Ides  elektiiscUca  Lichtes,  die  Einer  von  uns  am  3.  Januar  18G0  verölTent- 
lichte,   knüpfte  ber^'its  au  eine  solche   Beobacbtung  des  Hofrathcs  v.  Et- 
tingshauseu  an***. 

*  Dieselben  fertlgl  Prof.  Kuhn  ao. 
■»*  Compt,  reud.  T.  70  S.  82. 
*••  Silzpsber.  d.  k.  Akad.  d.  W.  niatli.iiHtiirw.  Cl.,  XLIII.  Rd.  1861,  8.  löflgg. 
IS.  16  sagt  der  Verfaiaer  der  Arbeit:    „Ich  hielt  es  daher  I^Ur  mleresaaiit ,  zu  unter- 
•uchen,  ob  die  obenerwähnte  Verstliiedenhcil  der  Spectra  in  den  verschieden  weiten 
Theilen  der  G  e  iss  le  r '«eben  Röhren  von  einer  Verschiedenheit  des  Speclmms  einer 
und  derselben  Substanz  je  nach  der  Weite  der  Röhre  oder  von  einer  Anordnung  ver- 
■chtedener  Stoffe  herrührt.** 


Dnrcb  langen  Gebrauch  erlitten  zwei  unserer  Stickstoflfröhren  and  eine 
Wasserstoffröhre   Modificationen,  auf  welche  wir  später  zorackkomtoes. 
Neben   den  Beobachtungen   am  grossen  Apparate  stellten  wir  am  kleioeo 
Apparate  Vergleicbungen  mittels  des  sogenannten  „Vergleicbeprismas"  an« 
Wir  verglichen  die  drei  Spectra  am  negativen  Pole  mit  den  von  P lücker 
zunächst  berücksichtigten  8peclris  der  capillaren  Theile  der  drei  Röhren, 
sowie  auch  mit  dem  Spectrum  des  Quecksilbers.  In  letzterer  Bezicbang^  aM 
erwähnt,  dass  wir  eine  möglichst  YcIlständigoVergleicbung  mit  allen  Metall« 
epectris  beabsichtigen.    Das  Resultat  unserer  bisherigen  Verglcichungeii  ist 
folgendes:    von   den   drei  Maxiuiis  am  negativen  Pole  der  Stickstoffrdhr« 
stimmt  das  am  wenigsten  brechbare  (gelbgrüne)  mit  der  hellsten  Sauerstoff- 
linie,  d.  h.  mit  der  hellsten  Linie  im  engen  Theile  der  SaaerstofiVöbre.    Da« 
zweite   Maximum   stimmt  mit  gar  keiner  Linie  eines   engen  Theiles;   das 
dritte  Maximum  stimmt  mit  einem  schwachen  Bande  im  engen  Theile  der 
ßtickstoffröhro,  wobei  wir  vorläufig  nur  von  unraodificirten  Röhren  spreebeo» 
Das  Maximum  am  negativen  Pole  des  Wasserstoffes  stimmt  mit  keiner  Liiue 
im  engen  Theile  einer  unmodificirten  Röhre.    Von  den  fünf  Maximia  an 
negativen  Pole  der  Sauerstoffröhre  stimmt  daa  gelbgrüne  Maximum  mit  einer 
Linie  im   engen  Thoile  der  Saueretotfröhre »  das  blaugrüne  Maximum  mit 
einer  Linie  im  engen  Theile  der  Stickstoffröhre,  das  violette  Maximum  mitfl 
der  violetten  Quecksilberlinie,   das  grüne  und  das  blaue  Maximum  jedoch 
stimmt  mit  keiner  Linie  im  engen  Tihcilo  der  drei  unmodificirten  Rühren. 
Von  den  Uebereinstimmnngen  seh  wacherer  Linien  behalten  wir  uns  vor,  bei 
späterer  Gelegenheit  vollständigere  Mittheilung  zu  machen.    Auch  müssen 
wir  beifügen,  dass  die  Vergleicbungen  nur  jene  Genauigkeit  besitzen,  die 
der  kleine  Apparat  gestattet,    Wir  haben  ferner  die  drei  negativen  Spectra 
unter  einander  verglichen  und  gefunden»  dass  gar  keine  Moxima  ühereia- 
Btimmen;    doch  findet   Hieb  das  violette  Maximum  am  negativen  Pole  des 
Sauerstoffes  als  deutliche  Linie  auch  am  negativen  Pole  des  Stickstofie«. 
Da   beide  Rohren   von  Geissler    mittels  der  Quccksilberluflpumpe   her- 
gestellt sind  ,  so  kann  das  Auftreten  der  violetten  Quecksilberlinie  in  beides 
Fällen  keine  Verwuuderung  erregen.    Unter  Berücksichtigung  des  Qneek> 
silberspectrums,   von  dem  noch  eine  oder  die  andere  Linie  ausser  der  er» 
wähnten  mit  schwachen  Linien  in  den  Röhren  stimmt,  ergiebt  sich  jedea- 
falls  aus   den  torliegendi^n   Beobachtungen  bereits  das  wichtige  Resultat, 
dass  man,  abgesehen  von  Quecksilber-  und  später  zu  erwähnenden  Natrinm-fl 
spuren,  mindestens  sechs  verschiedene  Spectra  in  drei  Röhren  hat.  ™ 

Indem  am  grossen  Apparate  die  Beobnclilungen  sehr  lange  fortgesetzt 
wurden,  ergab  sich  nicht  nur  die  von  Wüllner  beobnchteto  Veränderung 
der  Wasserstoffrübre,  sondern  auch  eine  nicht  minder  interessante  Modifica* 
tion  der  Stickstoffröhre.  Die  moJIficirte  Wasserstoffröhre  ergab  das  von 
Wüllner  JJll  benannte,  von  Bettendorffin  der  Festschrift  zum  Bonner 
Jubiläum  gezeichnete  Specirnm.    Indem  dei  Eine  von  uns  sowohl  dieaes, 
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Js  daa  Spectrum  im  engen  Theile  der  noch  nicht  modificirten  Stickstoff- 
5hre  zeichDete,  ergab  sich  mit  nnwiclerlegliclier  Evidenz»  dass  dieses  Spec- 
tram  nicht  von  Stickstoffresten  in  der  Wasserstoffröhre  herrühren  kann, 
das«  also  Wüllner  gegen  Dubrnnfaut  in  dieser  üeziehnng  nnbedingt 
Kecht  bat. 

IWas  dieModificfltioa  der  Stickstoffröhre  betrifft,  so  nahm  sie  folgenden 
Verlauf.   Während  nnfaugs  daa  negative  Glimmlicht  in  scharfer  Begrenzung 
mnd  wenig  ausgebreitet  den  negativen  Poldraht  umgab  und  der  jenseits  des 
dunklen  Raumes  befindliche  Theil  des  betreffenden  weiteren  Röbrenstticjtes 
wenig  hell  war,  wurde  nach  einiger  Zeit  das  Gh'nimlicht  grösser  und  fülllo 
den  ganzen  Kaum  nin  den  negativen  Poldraht  bis  zum  Glase;  zugleich  war 
lucb  der  jouseäts   des  dunklen  Raumes  befindliche  Theil  des  beireffenden 
lühreustückea    heller  geworden.     Da  trat  eine  weitere  Voränderung  der 
iöhre  derart  ein,  dass  das  Glimmlicht  nahezu  verschwand,  das  Licht  an  der 
Jebergangflstelle  von  der  capillaren  Röhre  zum  Stücke  am  negativen  Pole 
llich  schichtete  und  eine  hellere  Stelle  zeigte,  das  Licht  im  engen  Theile  an 
Helligkeit  abnahm  und  zugleich  lavendelblan  wurde,  und  endlich  anch  im 
l<ßtücke  am  positiven  Pole  dunkle  Schichten  auftraten.    Binnen  einer  halben 
■Btunde  war,  nachdem  einmal  diese  Erscheinungen  sichtbar  geworden  waren, 
l'die  Modification  vollendet.  War  dies  geschehen,  so  verschwanden  die  wäh- 
rend den  Ileberganges  wahrnehmbaren  Schichten  wieder  gHnzlich.  Dagegen 
"trat  nan  eine  wunderschöne  und  üusserst  lebhafte  Fluoresceuz  ein,  und  zwar 
nicht  nur  am  negativen  Pole,  sondern  wohl  in  dem  am  negativen  Pole  be- 
Sndliclien  Röhrenstücke,  aber  daselbst  nun  jenseits  des  dunklen  Raumes, 
jegen  den  engen  Theil  der  Röhre  zu  am  lebhaftesten.    Auch  dort,  wo  der 
positive  Poldrabt  das  Glas  berührte,  trat  eine  deutliche  Fluorescenzwir- 
kung  hervor.   Ja  zuweilen  war  die  Fluoresceuz  in  ailen  Theilen  der  Röhre 
bis   zum  dunklen  Räume  deutlich  sichtbar,   und  nur  gerade  am  negativen 
Ipole  war  Dunkelheit.    Zugteich  war  am  positiven  Pole  eine  dem  Glimmlicht 
Lim  späteren  Stadium  ähnliche  Lichtumtliuhuug  oingetreten.    In  der  capil- 
laren Röhre  hemerkte  man  ah  und  üu,  namentlich  während  des  ümwand- 
lungsprocesses,  hell  leuchtende  gelbe  Punkte,    Sie  traten  an  dem  Ende  der 
^kHöhre  auf,  das  dem  negativen  Pole  naher  liegt.   Der  Spectralanalysis  unter- 
■■  worfen,  ergaben    diese  gelben  Punkte  ein  Natriumspectrum  von  äusserster 
Lebhaftigkeit,   liervorzuhehen  ist  uoch,  dass  die  lavendelblnue  Färbung  des 
engen  Theiles  nicht  plötzlich  auftritt,  »ondern  sie  wird  zuerst  an  der  dem 
avgativeu    Pole   zunächstliegenden    Stelle  der   Capillarröhro   sichtbar  und 
Ibreitet  .sich  von  da  immer  mehr  nach  der  Mitte  aus.    Eine  Commutalion  be- 
pchleunigt  in  diesem  Stadium  die  Umwandlung,  und  nach  derselben  ist  sie 
binnen  Kurzem  vollständig  vollbracht. 

Wenn  man  eine  modificirtt!  Slickstoffröhre  der  Untersuchung  mit  dem 

kleinea  Apparate  und  dem  Vergleichsprisma  unterwarf,  so  ergab  sich  fol- 

igende  merkwiirdigc  Thatsache:  die  drei  Maxima,   die  man  am  negativen 
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Pole  der  uamodificirten  Stickstoffröbre  findet,  sind  jelzt  in  allen  Tlieilen  der 
Röhre  sichtbar.    Am  nngativeo  und  positiven  Pol,  namentlich  am  letzteren, 
sieht  man  beinahe  nur  die  drei  Mftxima,   In  der  Mitte  ist  ein  reicheres  Spec- 
trum ^   aber  luit  Ausnahme  einiger  schwacher  Nebenlinien  stimmen  dieses 
Spectrum  und  das  am  negativen  Pol  der  unmodificirten  Stickstoffröbre  äber- 
ein  —  um  ganz  dentlicb  ssu  sein:  nicht  blos  auf  die  drei  Maxima,  sonder 
ferner  noch  auf  zahlreit-he  andere  sichtbare  Linien  bezieht  sich  diese  Ueber-i 
einstimmung,  und  nur  in  wenigen  schwachen  Nebenlinien  läasl  sich  eine 
Verschiedenheit  bemerken.    Es  ist  also  in  dieser  Röhre  das,  was  van  der 
Willigen  und  Andere  ab  das  negative  Spectrum  der  Luft  betracbt<»t«n^ 
durch  alle  Theile  wahrnehmbar.     Die  Beobachtung  gewinnt  an  InteressoijH 
wenn  wir  uns  erinnern,  dass  nun  auch  der  positive  Pol  wie  von  Glimmlicht 
umfluthet  ist  und  dass  die  Fluoresceuz  des  Glases  jetzt  keineswegs  mehr  ani^ 
negativen  Pole  allein  oder  vorzüglich  auftritt,  sondern  dass  sie  auch  jenseife 
des  dunklen  Raumes  und  am  positiven  Pole  bemerkbar  ist,  ja  manchm« 
jenseits  des  dunklen  Raumes  viel  stärker  als  am  negativen  Pole,  ja  soga 
bisweilen  nur  bis  zum  dunklen  Räume,  äusserst  lebhaft,  ohne  sich  über  den» 
selben  hinaus  zu  erbtrcckeu.    In  solcher  Weise  bekommt  nach  langem  Ge> 
brauch  eine  Stickstoffröhre  ebenso,  wie  eine  Wasserstoffrühre  ein  nenes 
Spectrum,  was  wir,  wenn  wir  vom  negativen  Pol  der  unmodificirten  Röhre 
nichts  wüsbten,  als  Nil  in  «ualogcr  Art  auffassen  konnten,  wie  Wüllner 
das  Spectrum  in  der  durch  langen  Gebrauch  modificirten  Wasserstofiröhrej 
als  //U  betrachtet. 

Nun  wissen  wir  aber,  dass  es  dasSpectrum  des  negativen  Poles  ist,  da 
sich  in  der  modificirten  Röhre  in  allen  Theilcn  findet.  Ist  vielleicht  etwas^ 
Aehnliches  auch  bei  der  modificirten  Wasserstoffröhre  der  Fall?  Wir  haben 
wohl  nicht  nöthig,  erst  darauf  hinzuweisen,  welch  merkwürdiger  Zusammen^^ 
hang  sich  in  diesem  Falle  zwischen  den  Spectris  am  negativen  Pole  und" 
den  neuen  Spectris  im  engen  Theile  durch  langen  Gebrauch  modificirter 
Röhren  ergäbe  und  wie  dadurch  Uli  Wüllner 's  in  eine  höchst  beachtens- 
werthe  Relation  gebracht  wäre.  Nun,  die  Beobachtung  zeigt  am  negativen 
Pol  einer  Wasserstoffröhre  ein  grüngelbes  Maximum,  dem  zwei  schwache: 
eine  grüne  und  grüugelbe  Linie  vorangehen,  und  zwei  schwache:  eine 
blaugrüne  und  eine  blaue  folgen,  die  mit  dem  grtlnblauen  und  blauen  Maxi- 
mum des  negativen  Poles  der  Sauerstoffröhro  übereinstimmen.  Im  engen 
Theile  der  modificirten  Röhre  ist  die  Natriumdoppeltinie  am  hellsten,  ge* 
hört  aber  natürlich  nicht  zu  Zfll.  Was  von  IUI  im  kleinen  Apparat  sicht- 
bar ist,  sind  fünf  Linien,  die  mit  den  am  negativen  Pol  der  Wasserstoffröhre 
bemerkbaren  vollsläudig  übereinstimmen,  nur  dass  das  Maximum  nicht  so 
deutlich  hervortritt,  ücbcrhaupt  zeigen  sich  bei  den  eben  besprochenen 
Spectris  manche  relative  Helligkeitsunterschicde,  auf  die  wir  für  diesmal 
noch  nicht  eingehen.  Die  Auslegung  dieser  Thatsachen  ergiebt  sich  von 
selbst  und  wird  durch  folgende  merkwürdige  Beobachtung  noch  evidenter. 


Iire^ 
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Kleinere 

Wir  pumpten  anf  einer  zweistief  Hgen  Luftpumpe  eine  Röbre  so  lange 
|0B,  bis  die  Boronieterprobe  ihren  uieilersten  Stand  erreicht  liatte  und  sich 
jseigte,  man  könne  nicht  weiter.  Die  abgeschraotzene  K<5hre  zeigte  im  engen 
Theile  eine  Uebcreinandcrlagerung  des  gewühuliehen  Sauerstoff-,  Wasser- 
stoff >  und  Slickßtoffspectrutns;  die  Sauerstoff linien  waren  davon  die  relativ 
hellsten.  Am  negativen  Pole  der  Röhre  sab  man  auch ,  wie  meist  bei  Luft- 
röhren,  drei  Alaxima»  neben  denen  wenig  mehr  wahrzunehmen  war;  bei 
näherer  Prüfung  zeigte  eich  aber«  daas  diese  drei  Maxima  nicht  die  ge- 
wöhnlichen waren,  sondern  mit  deu  drei  Wassersiofflinieu,  d,  h.  IIa,  ilß,  lly 
ptimuitten. 

Ein  besonderes  luteresse  nehmen  noch  die  Fiuore.scenzerscheinungen 
Anspruch.    Längst  ist  die  Fluoresecuzwirkmig  des  elektrischen  Funkens 
bemerkt  worden »  insbesondere  findet  man  aber  allgemein  die  Fluorcscenz- 
rirkung  des  Lichtes  am  negativen  Pul  hervorgehoben.    Diese  Sprechweise, 
[4ie  mau  noch  in  allen  Büchern  angewendet  üudet,   gehört  aber  jedenfalls 
LuKchauungen    über   das   elektrische  Licht  au,   weiche  mit  den  durch  die 
Spectralanalyse  recti6cirten  nicht  mehr  übereinstimmen.    Durch  die  Spec- 
ralanalysö    ist  es   höchst  wahrstdieinlich  geworden,    dass  die  Zusammen- 
Btzung  des  von  einem  glühenden  Köiper  ausgesendeten  Lichten  nicht  von 
ier  Ursache  des  Glühzustandes,   z.  B.  Verbrennungsprocess,  elektrischer 
Strom  etc.,  sondern  nur  von  der  materiellen  Beschaffenheit  des  glühenden 
^Körpers  abhängt.    Was  ist  Fluorescenz  anderes,  als  die  Wirkung  ultravio- 
letter Lichtbestandtheite?    Warum  sollte  also  hier  etwas  Anderes  gelten ^ 
)adurch,  dass  nun  mit  der  Verbreitung  des  sieht  hären  Spectrums  des  Lich- 
tes am  negativen  Pole  durch  die  ganze  Köhre  eine  analoge  Ansbreiiung  der 
riuoresccnzwirkung  Hand  in  Hand  geht,  wird  die  richtige  Auffassung  der 
Pluorescenzwirkung  in  markanter  Weise  unterstiils^t.    Eine  interessante  Be- 
obachtung ist  es  auch,  dass  bei  eiuer  modificirteu  Stickstoffröhre  die  Fluo- 
irescenzwirkung  unter  gewissen  Umständen  durch  Stromtheilung  wie  ver- 
tärkt  erscheint.     Man  kann  siih  dieselbe  kaum  anders  erklären,  als  dass 
Im  letzteren  Falle  gerade  der  die  FluoreBcenzwirkiing  bedingende  materielle 
Tröger  einen  mindestens  relativ  grösseren  Antheil  an  der  Strahleueraission 
erhalt.     Also  auch  diese  Beobachtung  ist  nur  mit  der  von  uns  vertretenen 
^Ansicht  von  der  Fluoresceazwirkung  des  elektrischen  LichieM  einer  plau» 
iblen  Deutung  fähig.  —  Um  es  nochmals  kurz  und  mit  anderer  Ausdrucks- 
weisc  zu  sagen:  Es  verhält  sich  mit  den  ultravioletten  Strahlen,  wie  milden 
, sichtbaren,  sie  werden  von  den  Stoffen,  wenn  dieselben  glühen,  eniittirt, 
^nd  für  dieselben  charakteristisch,  wie  Spectrallinien,  aber  unabhängig  von 
der  Glüharsache,  sei  dieselbe  chemisch  oder,  wie  in  unserem  Falle,  elek- 

Itrisch.     Dass  sich  die«  durch  unsere  Untersuchung  bestätigte,  dürfte  der 
Beachtung  würdig  sein. 
Kehren  wir  jetzt  nochmals  auf  die  Frage  der  mehrfachen  Spectra  ein- 
facher Stoffe  zurück,  sowie  auf  die  Spectra  positiven  und  negativen  Lichtes. 
I       ZcUfcliTirt  IMntbomalik  o.  Pli/aik  XV,  «.  '?«>, 
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Die  Verbreitung  der  Spectra  des  oegativen  Lichtes  In  niodificirteu  Röhren^ 
Bowie  das  Wasserstoß'spectrnm  nm  uegativeu  Pole  nniierer  selbsterzengten 
Höbrc  scheinen  für  den  stotflichen  Ursprung  dieser  Spectra  zu  sprechen. 
Sollte  bei  dem  Zusammenhnng  der  Spectra  tnodificirter  Röhren  mit  denen 
des  negativen  Lichtes  nicht  auch  der  »tofTliche  Ursprung  dieser  xireiten 
Spectra  wahrscheinlich  sein? 

Die  Thatsache ,  dass  der  negative  Pol  einer  neuen  Röhre  schon  das- 
selbe  Spectrutn  besitzt,  wie  der  enge  Theil  der  lange  gebrauchten,  legen 
wir  also  dahiu  aus,  dass  ein  bestimmtes  Stoffgemenge,  durch  dieses  Spec- 
trum chnrakteriöirt,  am  negativen  Pole  glüht.  Jedenfalls  glüht  sodanu 
dieses  selbe  Gemenge  bei  der  modificiiten  Röhre  auch  im  engen  Theile,  sei  ■ 
es,  dttss  sich  durch  den  langen  Gebiauch  dieses  Stoffgeraenge  selbst  immer 
mehr  entwickelt,  z.  B.  aus  dem  Gase,  oder  sei  es,  dass  es  durch  Verschwin- 
den des  Hanptstoffes,  indem  8.  B.  derselbe  von  den  Elektroden  absorbirt  fl 
wird,  zur  überwiegenden  Geltung  in  der  ganzen  Röhre  kommt.  In  dem 
„Stoffgemenge'*  dürften  sich  übrigens  Stoffe  in  grösserer  Anzahl  befinden. 
Die  von  uns  bereits  begonnene  Kednction  der  einzelnen  Linien  auf  einzelne 
Stoffe  wird  eine  unserer  nächsten  Aufgaben  bilden. 

Prof.  Dr.  Edm.  Reitlinoeb. 
Prof.  Moiiiz  Kühn, 


ZXX.    KrümniQDgsverhältniBse  eines  Curve&büsohels  in  einem  ScheiteL 

Hat  mau  ein  Cnrvenbüchel  n^"'  Ordnung  und  construirt  in  einem  der 
n»  Seheitel  die  Krümmungsmittelpunkte  der  einzelnen  Curven,  so  wollen 
wir  uns  die  Frage  stellen,  was  für  einen  Ort  die  sUmnUlichen  Krümmunga- 
mittelpuukte  erfüllen. 

Bezieht  man  das  Curvenbüscbel  auf  ein  rechtwinklige»  Coordinalen- 
■ystem,  dessen  Anfang.spnnkt  der  in  Betracht  gezogene  Ciirvenscheitel  ist, 
80  stellt  «ich  die  Gleichung  der  Curven  des  Büschels  in  der  Form 

dar,  wobei  u  und  v  die  Gleichungspolynome  zweier  Curven  des  Büscbels 
sind,  welche  für  jr^O,y;=0  gleichzeitig  verschwinden. 

Bezeichnet  man  die  zwei  Differenlialquotienteu  von  qp  nach  x  mit 
^, ,  <pi,  und  jene  nach  y  mit  9>,,  9*0,  endlich  den  nach  x  und  y  mit  9?,,,  so 
erhült  man  bekanntlich: 

dx  <r, 


dx^ 


Vi 


Für  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  c  der  Curve  l)  er- 
geben sieb  aacL  den  gemachten  Voraussetzuügen  die  Wertlie: 


4) 
5) 


woraus  sofort  folgt  (wie  auch  a  priori  eingeseUen  werden  kann) : 


6) 


'^-n- 


Berücksichtigt  maa  den  erateu  Theil  der  DoppelgleicUung  1),  so  er- 
giebt  sich : 

woraus  folgt: 


^  -  y  Hj  +  At',' 


7) 


Ä  = 


nipibci  hoben  ftwa  w,  und  Uf  dicsnlbe  Badeulung  wie  qj,  und  (p,,  d.  h. 
es  sind  die  ersten  DiffereutiaIc[Uotien(en  von  u  nach  x  und  y. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  3)  nach  Berüukttichtignng  von  l)  uud  ü) 
in  die  Form  bringen : 


8) 


•7^ 


(M.  +  Ar.) 
und  wfnin  man  statt  q  den  aus  5)  fliessonden  Werth 

einsetzt,  so  gebt  die  Gleichung  8)  über  in 

t±t  =  ("■  ^^^^^^^)n'-n V  (*h\  +  ^ >s,^  +  ^  (>/„  +  ^  >'«.) 

Sotat  man  schliesslich  an  die  Stelle  von  k  den  Rieh  in  7)  darstellenden 
Werth,  60  erhalt  man  nach  einer  einfachen  Umformung  und  nach  Unter' 
driickung  des  sich  iti  beiden  Nennern  einfindenden  Factors  tf  eine  Gleich- 
ung ,  welche  man  in  der  Form 

9)  A^'+Bri^-hC^^fj  +  ir^n^^Ei^+fn^O 

scbreiboR  kann,  wobei  abkürzend 

(p,,«,  —  w„P,)  =  ^,     <r„»/,  —  «„p,)=  B, 
2  (m„p,  — r,,»/,)  —  («„»>,  —  f„u,)  =  C',    (m„  p,  —  p,,  M,)  —  2  («„P,  — 1'„«,)  ==  D, 

(f,M,  —  r,  «,)  =  *: 
gesetzt  wurde.    Die  Grössen  A^  B^  C^  D,  E  atn<J  von  |  und  »^  unabhängige 
con&fantö    Grö:*sen,    da    raau   in   der   ganzen    Entwickeluug,  die   sich   auf 
den  von  uns  spccicll  in  Betracht  gezogenen  Büschclscheitel  bezieht,  j;  =  0^ 

7Ä* 
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welcher  mit  m  verbanden  eine  Tangente  des  Directionskegelschnittes  Ä  lie-^ 
fert,  vvelcbe  öo^  in  rt  schneiden  möge.     Die  Gernde  0,  m  sclineidet  alsdann 
den  Stralil  0^  im  verlangten  Punkte  0^,  wodarch  nnsere  Aufgabe  gelöst  er- 
scheint. J 

Da  die  Curve  C^    die  unendlich  weite  Gerade  in  drei  Punkten  schnei-^ 
det,  so  giebt  ea  uuter  den  sjimmtlicheu  von  uns  betrachteten  Krümmnngs- 
balbmessern  drei,  welcbe  unendlich  gross  sind.    Solchen  aber  entspricht  je 
eine  Curve  des  Büschels,  welche  im  Scheitel  6  einen  Inflexionspunkt  bo- 
bitzt.    Wir  können  deuinach  sagen: 

„Unier  den  Curven  eines  Büschels  giebt  es  für  jeden 
Scheitel  drei,  weiche  in  ihm  einen  Inflexionspnnkt  be- 
sitzen.*' 

Da,  wie  wir  gesehen  haben,  dnrcb  vier  Krümroungslinien  die  Gesaninit*^ 
heit  der  übrigen  bestimmt  ist,   so  kann  man  folgenden  Satz  als  bewiesen 
betrachten: 

„Wenn  zwei  Curvenbüschel  einen  gemeinsamen  Scheitel 
besitzen  nnd  in  diesem  vier  Curven  des  einen  Büschels  vier 
Curven  des  andern  oscnliren,  so  oscnlirt  jede  Curve  des 
einen  Büschels  die  sie  berührende  Curve  des  zweiten  Bü- 
schels in  dem  besagten  Scheitel. "  fl 

Durch  Combination  der  beiden  letzten  Sätze  gelangt  man  sofort  sn 
folgendem: 

„Haben  vier  Cnrven  eines  Büschels  einen  d#r  Büschel- 
scheite]  zum  Inflexionspunkte,eohaben  denselben  Scheitel 
alle  übrigen  Curven  zum  I  n  flexi onspunkte." 

Denn  das  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  der  betreffende  Büschel- 
Bchpitel  ist,  enthält  vier  Strahlen  (die  vier  Inflexionstangenten),  welche  mit 
vier  Curven  des  Büschels  in  Osculation  sind.  Somit  sind  alle  Strahlen  dea 
Büschels  mit  allen  Curven  des  Büschels  in  Osculation,  d.h.  der  Scheitel  ist 
für  alle  Curven  ein  Inflexionspunkt. 

Aus  dem  letzthewiesenen  Satze  folgt  unmittelbar  die  bekannte  Grund- 
eigenschaft  sycigetischer  Curvenbüschel  dritter  Ordnung: 

„Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  nenn 
In  flexions  punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  hindurch- 
gehen, besitzen  diese  Punkte  gleichfalls  zn  Inflexionspunk- 
ten.'* 

Denn  bekannilich  liegen  die  neun  Intlexionspuukte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  zwölfmal  zu  dreien  auf  einer  Geraden,  die  neun  Scheitel  eines 
Curvenbüschels  dritter  Ordnung  bildend.  Durch  jeden  Inflexionspunkt 
gehen  vi«?r  Gerade,  von  denen  jede  zwei  der  Uhrigen  acht  Inflpxionspuukte 
enthält;  mau  kann  demnach  jede  solche  Gerade  mit  zweien  durch  die  sechs 
ah'bt  auf  ihr  liegenden  luflexionspunkte  gehenden  Goraden  als  eine  Corvo 
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Eb  sei  aifco  etwa  6  der  Sclieitcl  des  Curvenbiiscbel«  unrl  0,,  0,,  Oj,  0^ 
die  Krümmuiigscentra  der  vier  Curven  Cj ,  T, ,  Tg,  C^  tles  BüscUels  im  Schei- 
tel 5,  somit  «JO,,  dl),,  dOj,  dü^  deren  KrüJjimungsradien.  Man  verlangt  nun 
den  Krümmungsradius  öi)^  jeuer  Curve  C^  des  Curveub(i.schels  zu  con- 
struiveo,  welche  die  durch  d  belicbio;  gelegte  Gerade  0^  zur  Normale  hat.* 

Den  EutlpDnkt  0^  des  fraglichen  Krümmungsradius  wird  man  nach 
Früherem  als  den  Schnittpunkt  der  Normale  Og  mit  der  Curve  T^'  dritter 
Ordnung  erhalten,  welche  durch  0, ,  0„  0,,  0^  hindurchgeht^  in  S  einen  Dop- 
pelpunkt besitzt  und  daselbst  die  beiden  nach  den  imaginären  Kreispuukteu 
gehenden  Strahlen  berührt. 

Diese  Curve  C^  kann  man  sich  nun  einfach  als  das  Erzeugniss  zweier 
-zweideutiger  Büschel  herstellfn,   von  denen  das  eindeutige  einen  der 

Punkte  0,,  0,,  0,,  %  z.  B,  Oj  und  das  zweideutige  den  Doppelpunkt  S 
«nm  Scheitel  hat,  (Yergl.:  „Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen 
Elementargebilde"  etc.    B.  G.  Teubuer,  180Ö.    IL  Tbeil,  Art.  18.) 

BeKtimmt  man  den  Directionskegelschnitt  i?  („Theorie",  I.  Tb.  Art.  22) 
bezüglich  doa  Strahlenpaares  dü^,  0,0^,  so  cnhftlt  mau  für  denselben  folgende 
Tangenten:  Die  Gerade  Oiü^^  welche  wir  als  Tangente  I  bezeichnen  wol- 
len; die  Tangente  II  als  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes  von  dO,  und 
0,0^  mit  dem  Schnittpunkte  von  0,0,  und  düjj  die  Tangente  III  als  Verbin- 
dungslinie des  Schnilipunktes  von  ÖO3  und  0,0^  mit  dem  Schnittpunkte  von- 
0,0,  uud  öO,,  FeruiT  muss  der  Kegelschnitt  R  die  Doppclpunktstangenten  ( 
der  Curve  C^',  welche  liier  vou  3  nach  den  imaginären  Krei^spunktcn  gehen, 
berühren,  d.  h.  der  Punkt  d  ist  ein  Brennpunkt  des  Kegelsclrnittes  R.  Wir 
kennen  somit  drei  Tangenten  I,  II,  III  und  den  Brennpunkt  d  des  Direc- 
tionskegelschnittes,  wodurch  dieser  vollkommen  bestimmt  ist.  Fällt  man< 
von  6  auf  I,  11,  III  resp.  die  Perpendikel  dl,  ^2,  da  und  legt  durch  deren 
Fusspunkte  1,  2,  3  den  Kreis  A',  so  kann  man  mittels  desselben  beliebig 
viele  Tangenten  von  Ji  uud  damit  auch  beliebig  viele  Funkte  vou  C^^  cuu- 
struiren.  Jede  Taugente  von  R  sehneidet  nämlich  0,0^  und  dü^  in  zwei 
Fuukten,  welche  mit  &  undO|  verbunden,  zwei  sich  in  einem  Punkte  von  C^ 
ficimeideude  Gerade  geben. 

Um  nun  den  auf  0^  liegenden  Punkt  der  Curve  zu  finden,  sei  m  der 
Schnittpunkt  von  0^  mit  ttjO^;  hber  dm  als  Durchmesser  beschreiben  wir 
einen  Ivrels,  welcher  K  ausser  in  1  noch  in  einem  zweiten  Punkte  schneidet, 


*  Hierbei  ist  zu  bemerUeu,  doss  nmn  weder  da«  Curvcubüschel  C^C^f^C^.,, 
noch  die  Crirvo  Ca  Insbesondere  kennen  müsse,  sondern  dass  es  gouUgt,  die  vier 
KrOmmun^scenlrcn  0| ,  0,,  0«,  O4  und  den  Uchcitel  S  zu  kennen. 
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In  dem  ersten  Aufsätze  gelangt  er  in  dem  Resaltate,  dass  die  specifisch 
leichteren  Gase  die  Wärme  besser  leiten  müssen ,  als  die  schwereren ,  weil 
die  leichteren  Atome  bei  gleicher  Temperatur  eine  grössere  Geschwindigkeit 
haben,  als  die  schwereren.  Er  betrachtet  diese  Erklärung  der  verschiedenen 
Wärmeleitung  als  neu  und  sagt  z.  B.  auf  8.272:  „Die  bis  jetzt  unerklärte 
grosse  Leitungsfahigkeit  des  Wasserstoffes  gegen  alle  anderen  Gase  findet 
in  der  ungleichen  Geschwindigkeit  der  Gase  ihre  Begründung,  ohne  dass 
man  genöthigt  wäre,  dem  Wasserstoff  eine  metallische  Natur  zuzuschreiben.** 

Nun  habe  ich  aber  schon  im  Jahre  1862  eine  ziemlich  ausgedehnte  Ab> 
handlung  über  die  Wärmeleitnng  der  Gase  publicirt  *,  in  welcher  ich  die 
Wärmeleitnng  aus  der  Molecularbewegung  erklärt  und  ihren  Znsammen« 
hang  mit  dem  specifischen  Gewichte  bestimmt  nachgewiesen  habe.  Am 
Schlüsse  der  Abhandlung  sind  die  darin  gewonnenen  Resultate  übersichtlich 
in  vier  kurze  Sätze  zusammengefasst,  deren  letzter  lautet:  „Das  Wärme- 
leitungsvermögen ist  bei  leichteren  Gasen  grösser  als  bei  schwereren,  und 
muss  daher  insbesondere  beim  Wasserstoff  bedeutend  grösser  sein ,  als  bei 
allen  anderen  Gasen.'* 

Ich  muss  vermuthen,  dass  Herr  Mohr  diese  Abhandlung  nicht  gekannt 
hat,  was  mich  aber  insofern  befremdet,  als  er  selbst  meine  Abhandlungen- 
sammlung, in  welcher  auch  diese  Abhandlung  sich  befindet,  citirt  hat. 

Auch  eine  andere,  in  dem  ersten  Aufsatze  von  Mohr  erwähnte  Erschei- 
nung, nämlich  dass  bei  gleich  starkem  galvanischem  Strome  ein  in  Kohlen- 
säure befindlicher  Flatindraht  schon  glühen  kann,  während  ein  in  Wasser- 
Stoff  befindlicher  ebensolcher  Draht  noch  dunkel  ist,  habe  ich  in  einer  be* 
sondern  Abhandlung  vom  Jahre  1852  weitläufig  besprochen'*'*. 

In  seinem  zweiten  Aufsatze  berechnet  Herr  Mohr  für  Wasser  den 
Unterschied  zwischen  der  specißschen  Wärme  bei  constantem  Drucke  und 
bei  constantem  Volumen,  und  erhält  dabei  andere  Resultate,  als  ich  gefunden 
habe***.  Diese  Abweichung  erklärt  sich,  abgesehen  von  anderen  auf  die 
Rechnungsweise  bezüglichen  Umständen,  hinlänglich  daraus,  dass  Herr 
Mohr  nur  die  äussere  Arbeit  betrachtet,  welche  das  Wasser  bei  der  Aus- 
dehnung thun  kann,  während  meiner  Ansicht  nach  auch  die  innere  Arbeit 
in  Betracht  kommen  muss,  welche  sich  nur  unter  Zuhilfenahme  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  bestimmen  lässt. 

Bonn,  5.  October  1870.  R.  Clausiüs. 


*   Poggendorf f*8  Annalen,  Bd.ll5  S.  1 ,  und  Abhandlungen  über  die  me- 
chauischo  Wärmetheorie,  Bd.  II  8.277. 
*♦   Pogg.  Ann.,  Bd.87S.50l. 
**♦   Pogg.  Ann.,  Bd.  125  S.374,  und  Abhandlungensammlung,  Bd.  II  8.19. 
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Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes  von  Dr.  Otto  Uessr, 
^H  ord.  Prof.  am  Folytechnktim  zu  München,  II.  Auflage.    Leipzig, 

^V  B.  G.  Teubner. 

^H        Feiice  /«   gkwentu   alemauna  che  e  educata  neue    matematicHe  da   tali 
^^bro/Vwori!  *)   rief  vor  acht  Jahren,   als  er  die  eben   erschienene  Ranm- 
^R^enmetrie   des    Um.  II  es  so   gelesen,    Hr.  Lnigi    Cremona   aus,    nnn- 
^Iviehr  selbst  unter  den  Pionireu  geometrißcher  Forschung  der  VorderslPU 
Einer.     Die  deutsclio  Jugend  hat  sieh  empfänglich  gezeigt  iilr  das  Vor- 
treffliche,   was  ihr   gehoten  war.     Wir   sind  Zeugen  des   fast  unerhörten 
»Ereignisses,  wie  ein  ziemlich  umfangreiches  mathematisches  Werk,  wel- 
ihcs   sich   in    den   bisher  schwer   zugänglichen   und   selten   erklommenen 
Höhen  unserer  AVissenschaft  bewegt,  durch  die  überaus  geschickte  FiÜi- 
rong  des  pfadkundigen  Verfassers  sich   in  verhältnissmässig  kurzer  Frist 
als  Gegenstand  allgemein  verbreiteten  Studiums   herausstellt,    dergestalt, 
dass  eine  neue  Auflage  nöthig  geworden,  um  der  allerorts  laut  ertouen- 
^^den  Nachfrage  zu  genügen. 

^B  Der  Inhalt  des  Werkes  übt  eine  doppelte  Anziehungskraft  aus,  ent- 
^^Bprechend  seinem  doppelten  Charakter,  der  in  Folgendem  besteht.  Man 
^Itann  es  ansehen  als  geometrische  Theorie  der  aus  Punkten,  Ebenen 
^^nid  Flächen  zweiten  Grades  snisamm engesetzten  Kaumgebilde  und  ihrer 
^^polaren  Eigenschaften  unter  Hinzuziehung  der  Analysis  als  eines  llülfs- 
^^nittcls,  oder  als  geometrische  Illustration  zu  einer  sehr  vollständig  durch- 
^Hpeftthrten  Theorie  der  homogenen  Functionen  ersten  und  zweiton  Grades 
^rnehrercr  Vanabelii,  Dieser  doppelle  Charakter  des  Buches  entspringt 
j  aus  der  besonderen  Beanlaguug  seines  Verfassers,  dem  eü  ebenso  leicht 
I  wird,  mit  sichtendem  8charfldick  unter  einer  grossen  Anzahl  von  Glei- 
chungen und  Variabein  verschiedener  Gattungen  Ordnung  zu  halttMu 
jeder  sich  gelegentlich  darbietenden  neuen  Combinalion  dcrselbou 
i  grössten  Vnrtheil  für  die  Behandlung  des  ihm  vorliegenden  Problems 


•J  Kivistrt  itHlimia,  10.  Fcbbrnrio  1862. 
LU<n«tnr»ttf,  «I,  Z«iiichr.  f.  Math.  u.  tti^ii    XV,  l. 
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zu  ziehen,  oder  bei  innerlicher  Betrachtung  eines  von  Linien  und  Flächen 
durchzogenen  Kaumcs  die  nützlichsten  Vorstellungen  zu  gestalten,  zu 
fixiren  und  für  seine  Zwecke  wirksam  zu  variiren,  mit  einem  Worte 
eines  Mannes,  dem  algebraische  sowohl  wie  geometrische  Phantasie  stets 
bereites  Rüstzeug  sind. 

Nicht  weniger  als  der  Inhalt  hat  die  Form  des  Werkes  Anziehnngs« 
kraft  ausgeübt,  und  zwar  ebensowohl  durch  die  kunstreiche  Anordnung 
des  Stoffefä,  auf  die  wir  sofort  zurückkommen,  als  durch  den  bewan- 
derungswürdig  ausgebildeten  Sinn  des  Verfassers  für  Symmetrie  der 
Rechnung,  den  das  kleinste  Detail  seiner  Formeln  erkennen  lAsst,  ein 
Sinn,  den  vor  Allen  er  theils  durch  mündliche  Lehre,  theils  durch  das 
gute  Beispiel,  welches  er  in  seinen  Abhandlungen  gab,  der  neueren 
mathematischen  Generation  eingeimpft  hat. 

Die  zweite  Auflage  weicht  von  der  ersten,  was  Specialitäten  im 
Gange  der  Darstellung  betrifft,  mehrfach  ab  und  bringt  auch  wesentlich 
Neues.  Um  diese  Veränderungen  der  Reihe  nach  besprechen  zu  können, 
muss  ich  zunächst  den  allgemeinen '  Plan  des  Werkes  in  Erinnerung 
bringen.  Es  beginnt  mit  der  Ebene  in  Punktcoordinaten  und  leitet  schon 
in  den  ersten  Vorlesungen  einen  bei  der  ferneren  Behandlungsweise  der 
Probleme  durchgehenden  Gedanken  ein,  der  in  der  Einführung  gewisser 
Multiplicatoren *)  besteht,  eine  Methode,  bekannte  geometrische  Sätze 
abzuleiten  und  neue  zu  finden,  deren  Fruchtbarkeit  in  der  vierten  Vor- 
lesung über  das  Pascal'sche  Sechseck  sich  reichlich  zu  erkennen  giebt. 
Die  sechste  Vorlesung  macht  dann  den  Leser  mit  Grundlage  der  fer- 
neren symmetrischen  Behandlung  der  Probleme  der  homogenen  Coor- 
dinaten**)  bekannt. 

Aber  in  der  voraufgehenden  fünften  Vorlesung  tritt  der  leitende 
Faden   des  Werkes  zuerst  deutlich  zu  Tage,  jener  originelle  Dualismus 

*)  Sind  ^=0,  ^1=0,  i^jsaO  die  Gleichungen  von  drei  Ebenen,  so  ist 
A  -{•  kiAi-\-  IfJf^'  Oj  wenn  X,  und  A^  beliebige  Grössen  bezeichnen,  die  Glei- 
chung aller  Ebenen,  welche  durch  den  Durchschnittspnnkt  der  drei  ersten  gehen. 
Sind  die  Glcichnngen  -(4  =»  ü,  /l,  ==  0,  A^  =  0  so  beschaffen,  dass  es  zwei  Werthe 
^1  und  If  giebt,  vermöge  deren  die  Gleichung  A  -{•  liAi-{-  IfA^'^O  identisch 
erfitllt  ist,  so  schneiden  sich  die  drei  Ebenen  in  einer  Geraden.  Die  Variirang 
dieses  Gedankens,  der,  wenn  ich  nicht  irre,  von  Plücker  herrührt,  ist  im  Texte 
gemeint. 

**)  Wenn  mau  an  den  homogenen  Coordinaten  bisweilen  aassetzen  hört,  dass 
sie  ein  blosses  algebraisches  Instrument  ohne  geometrische  Bedeutung  sind,  so  ist 
dies  nicht  ganz  richtig.   Wenn  man  in  der  Gleichung  einer  Fläche  statt  der  Coor* 

dinaten  x^  y,  z  die  Quotienten  —  ,   — ,   — ,  also  vier  Vartabeln  einführt,  so  hat 

P       P       P 
dies  den  guten  geometrischen  Sinn,  dass  man  die  Gleichung  aller  der  gegebenen 
Fläche  nach  dem  Parameter  p  variabeln  ähnlichen  Flächen  aufstellt.    Hält  man 
dies  fest,  so  ist  es  leicht,   manche  scheinbar  rein  algobraiHcho  Operation  geome- 
trisch zu  intorprctiren. 
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l-dcr  Anordnung  des  Stoffes,  der  in  kunstvoller  Durchflechtung  xweier 
iTcciproker  Vorstellungsweiscn  dem  Leser  mit  jeder  neuen  Vorlesung  eine 
[Bcae  Ueberrascliuiig  bereitet. 

Die  Seele  dieses  Dualismus  ist,  geometrisch  zu  reden,  die  Recipro- 
jcität  von  Punkt  und  Ebene,  seine  waLre  Grundlage  ist  aber  wohl  alge- 
braischer Natur.     Zunächst   die   lineare   Gleichung   ux  -\-  vy  -\-  wz  =  1 
[kann  bei  Variation  der  Coordinaten  x,  y,  :  und  wenn  u,  r,  w  ungeÄndert 
•bleiben,  angesehen  werden  als  Gleichung  aller  Punkte  einer  Ebene  oder 
der  Ebene  selbst,  wenn  indessen  «,  r,  w  variiren  und  x,  y,  z  constant 
bleibt,  ist  sie  die  Gleichung  aller  Ebenen,  die  durch  einen  Pnnkt  gehen, 
der  mithin  bei  dieser  Ver/lnderUchkeit  der  einzige  ruhende  Pol  ist;  man 
kann    die    Gleichung    anscheu    als    Gleichung    dieses    Punktes.      Diese 
übrigens    bekanntlich    auch    sonst    hervortretende   Reciprocitat   zwischen 
[Punkt  und  Ebene  führt  zu  neuen  Sätxen,  wenn  man  sie  auf  die  Theorie 
Wer  Flachen  zweiten  Grades  anwendet.    Die  Bemerkung,  daas  man  eine 
[Fläche  ebensowohl  als  Ort  der  Punkte^  die  auf  ihr  liegen,  wie  als  Enve- 
[loppe  ihrer  Tangentenebenen  ansehen  kann,   ist  es,    die  sich  hier  nütz- 
llich  erweist  und  den  Dualismus  begründet,    der  sich  algebraisch  in  der 
[Seciprocität   der   homogenen    Functionen   kundgiebt.*)     Dieser   in    Hrn. 


iHesse's  Werk   so   sinnreich 


durchgeführte    Dualismus    setzt    der   Beatim- 


*)  Man  findet  die  Knvcloppo  eines  durch  Varitttion   der  Parameter  et,  ß,  . , . 
/■(jr,  y,  :,  a,  jS,  , .  .)  =»  0  entstehenden  Flüchensystems  dnrch  Elimination  von 


ty  ßf    ..  AUS  den  Gleichnngen  f  ■ 


O.|=o,... 


Sucht  mau  hier- 


[nacU  die   Enveloppe    der  Ebenen    ujc  -}-  vif  -|-  if ;  4*  '7'  =  0,   wenn    w,  v,  w,  r 
geiniiss  einer  homogenen  Kolation  zweiten  Grndea  F  (u,  v,  w,  r)  =  0  varürcn,  so 
[hat  man  ans  den  Oleichnngen 

xdu  4-  //rfo  -|-  -fff«  -|-  pdi'  =  U, 
^  ^    ^  dF  ,     ,    er  .      .    rF 
du 


dv 


Cw 


dr 


Istnea  der  Diffcrcntinlo  t\\  cliroiniren  und  die  Cocfficienteu  der  ührigen  gleich  Null 
etzen;  bildet  inivn«  was  auf  dnaselbc  hinauslHiift,  die  Gleichnngen 


^  +  f»U, 


Äy + 


dF 


Öv 


0  n.  H.  w., 


Menkt  sich  ans  diesen  Gleichungen  u„  i>,  w,  r  beatiuiint  und  in  /'  =  0  eingesetzt, 

Ino  fiUlt  X  heran !«  und  man  erhält  eine  nnilerc  homogene  GIcichnng  zweiten  Grades 

'(.!',  //,  :,  ;i)  =»0  für  die  Envoloppe.     Fehlen  in  der  Gleichung  F=^Vt  die  Glieder 

cF 
hnit  den  I'otenzcn  und  Produkten  von  «,  w,  tt-,  so  liefern  die  Gleicbnng^en  Aa?+  : 

ftt.  8.  w.  einen  Punkt  als  Enveloppe. 

Die  Functionen  /"und  ^*8ind  einander  reciprok  und  wenn  man  setzt  ar  =  i>  -, 


f^U 


dF 


vF 


4  ä~    u.  B.  w. ,    SO    folgt    f  t=  F  -»^  itj-  -\-  tifi  -j-  w:  -f  ^/'    U'i'l    "  =  \-~ 


i  ,.     n.  f.  w. 
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mnng  der  FlScbcii  zweiten  Grades  durch  Pnnkte  einerseits  (9.  Vorl.), 
ihre  Bostiinmnng  durch  Tangentenebenen  andererseits  (11.  Vorl.)  ent- 
gegen. Der  10.  Vorlesung  über  Pol  und  Polarebene  steht  gegenüber 
die  12.  über  harmonische  Polarebenen.  Dem  Kegel  als  Grenzfall  der 
Gleichung  in  Pnnktcoordinaten  wird  ein  durch  einen  Kegelschnitt  be- 
grenztes Stück  Ebene,  die  Grenzfläche,  gegenüber  gestellt  (14.  n. 
15.  Vorl.).  Endlich  stehen  sich  ebenso  gegenüber  die  schönen  Vor- 
lesungen 16  und  17  über  das  Poltetraeder  in  Bezug  auf  mehrere  Flächen, 
die  Hr.  Cremona  für  le  piü  belle  in  queslo  libro^  que  e  tutlo  hello  da 
capu  a  fondo  erklärte.  Nun  ändert  sich  mit  dem  Gegenstand  der  Cfha- 
rakter  des  Werkes,  insofern  die  algebraische  Seite  in  den  Vordergmnd 
tritt.  Es  handelt  sich  nun  um  das  Ilanptaxenproblem,  mit  welchem  die 
elliptischen  Coordinatcn  verflochten  sind.  Dann  folgen  noch  die  Capitel 
über  Focallinien,  Rotationsflächen,  Kreisschnitte,  eine  kurze  Darstellung 
der  Hauptsätze  von  der  Krümmung  der  Flächen,  und  wir  sind  am  Schlnss 
der  alten  Ausgabe.  Zu  dieser  summarischen  Uebersicht  wäre  nnr  hinzu- 
zufügen, dass  das  Work  die  Bedingungen  zu  seinem  Verständniss  fOr 
Anfänger  bei  sich  führt,  indem  die  der  Algebra  Unkundigen  aus  der 
7.  u.  8.  Vorl.  die  nöthigen  Grundbegriffe  über  Determinanten  und  homo- 
gene Functionen  schöpfen  können.  An  diesem  allgemeinen  Plane  ist 
kaum  etwas  geändert,  dagegen  Folgendes  im  Einzelnen. 

Die  Vorlesungen  1  bis  6  incl.  sind  bis  auf  Unwesentliches  geblieben 
wie  sie  waren.  Diese  und  die  folgende  Vorlesung  (Determinanten  und 
homogene  Functionen)  sind  bedeutend  erweitert.  Nachdem  in  der  7.  Vorl. 
das  Multiplicationstheorcm  der  Determinanten  ausführlicher  dargelegt  ist 
und  mit  einem  Beispiel  versehen,  welche-s  gewisse  lineare  Ausdrücke 
transformiren  lehrt  und  dessen  Nutzen  sich  sofort  in  einer  interessanten 
Anmerkung  zeigt,  wo  die  von  Jacobi  geleistete  Integration  einer  Diffe- 
rentialgleichung, der  Verallgemeinerung  einer  von  Euler  behandelten 
Differentialgleichung,  in  wenigen  Zeilen  durch  einige  Umformung  auf 
ganz  leichte  WcÄe  erreicht  wird,  sind  noch  einige  Hauptsätze  über 
Functionaldetemiinanten  beigebracht.  Die  8.  Vorlesung  ist  eine  wahre 
Fundgrube  von  Beispielen  ge^scliickter  Determinantenrechnung.  Nach  Vor- 
führung einiger  Sätze  über  homogene  Functionen  wird  das  Tetraeder- 
volum ausgedrückt,  die  Bedingung,  dass  vier  Punkte  in  einer  Ebene 
liegen,  aufgestellt,  dann  die  sieben  Formen  abgeleitet,  welche  man  der 
Bedingung  für  die  Involution  ertheilen  kann,  dann  folgt  das  Tetraeder- 
volum als  Product  zweier  gegenüberliegender  Kanten,  deren  kürzester 
Entfernung  und  des  Sinus  ihres  Winkels,  die  Länge  der  Tangenten  von 
einem  Punkte  an  einen  Kegelschnitt,  die  Diagonalpunkte  eines  Vier- 
ecks, dessen  Ecken  als  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
endlich  das  merkwürdigste  Beispiel  ist  die  Horleitung  des  Hyperboloids 
ah  Ort  einer  sich   auf  drei   andern   bewegenden  Geraden.     Giebt  man 


I 


den  GleichuDgen  der  festen  Geraden  besondere  Fürmeo  nnd  logt  aio 
ssweckmässig  zum  Coordiuatensjstem,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  bekannt- 
lich leicht  lösen  uud  mau  gelangt  auch  unschwer  zum  Kegel,  dessen 
Geraden  der  fesld-u  und  der  beweglichen  in  ihren  verschiedenen  Lagen 
parallel  sind.  In  dem  in  Rede  stehenden  Beispiel  wird  die  Position 
aber  ohne  Kriegelist  und  von  der  ungünstigsten  Seite  erstürmt,  die 
Gleichungen  der  Geraden  siud  in  der  allgemeinsten  Form  angenommen 
und  zwar  ist  jede  Gerade  durch  drei  Gleichungen  gegeben.  Da  lernt 
der  Schüler  dann,  wie  man  durch  geeignetes  „ Concentriren  der  Glei- 
chungen" (Ausdruck  des  Ilru.  Hesse)  es  vermeidet,  mit  einer  Deter- 
minante aus  18'  Elementen  zu  operiren  und  wie  man  durch  Benutüung 
2U  Tage  tretender  Vortheilo  doch  schliesslich  anf  die  eleganteste  Weise 
£um  Kcsultate  gelangt. 

In  den  folgeudeu  Vorlesungen,  bis  aur  17.  incl.,  deren  Inhalt  die 
dualistisch  behandelten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Flüchen  zweiten 
Grades  bilden,  ist  nichts  wesentliches  geändert.  Die  wenigen  Acn- 
derungeu  bestehen  in  der  Milderung  einiger  dem  Verstiindniss  nachthei- 
ligen Kürzen  der  ersten  Ausgabe.  (S.  121  statt  03  der  1.  Ausg.  und 
die  reciproke  Stelle  S.  140,  141  statt  S.  111  der  älteren  Ausg.,  ferner 
noch  Zusätze  auf  S.  177  u.  181.) 

Wichtiger  sind  die  Aenderungou,  welche  bei  der  Coordinatentrans- 
forraation  beginnen.  Die  in  den  voraufgehendon  Vorlesungen  abgehan- 
delten allgemeinen  Eigenschafton  der  Flachen  zweiten  Grades  führten 
nun  SEUr  Trennung  des  Kegels  von  der  übrigen  Familie  und  unter- 
scbiedcn  diese  nur  in  Flächen  mit  und  ohne  Mittelpunkt,  wobei  die 
parallele  Coordinatontransformaiion  für  Punkt-  und  Ebeneucoordinateu 
angegeben  wurde  (13.  Vorl.).  Die  weitere  Transformation  der  Flächen 
zweiten  Grades  auf  die  Hauptaxen,  durch  welche  die  Familie  in  ihre 
Arten  zerfällt,  erheischt  die  vollständige  lineare  Coordinatentransforma- 
tion.  Aus  der  Verallgemeinerung  beider  Probleme  des  Hauptaxenpro- 
blema  und  der  Coordinatentrausformation  ist  die  allgemeine  Theorie  der 
homugcneu  Formen  zweiten  Grades  entsprungen.  Im  Gegensatze  zur 
älteren  Ausgabe,  die  mit  dieser  beginnt  und  die  epeciellen  Probleme 
nachher  behuudelt,  verfolgt  die  neue  Ausgabe  den  richtigen  Weg,  wel- 
cher hier  auch  der  geschichtliche  ist,  Coordinatentrausformation  und 
'IVansformation  auf  die  Hauptaxcn  voranzustellen,  nachher  aber  dem 
Bediirfniss  des  Lesers  gerecht  zu  werden  und  den  höheren  analytischen 
Zusamraenliaug  der  speciellen ,  zu  Gunsten  der  geometrischen  Probleme 
ersonneneu  Operationen  klarzulegen. 

Schon  die  20.  Vorl.  über  Coordinateutransformalion  enthält  neues. 
Nachdem  wir  uns  von  neuem  gefreut  über  die  originelle  Auffassung  des 
schief  winkligen  Coordinatensystcms  als  Gren^fall  dos  tctracdrtschen,  wenn 
drei  Tetraederecken   ins   Unendliche   rücken   (Hbolich  wie  schon   früher 
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verscliwiadeu ,  nnd  Haaptaxen  des  Körpers  seine  Axen,  wenn  der 
vorgeschriebene  Paukt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist,  so  lisst  fich 
das  Kesnitat  der  Vorlesung  znsammenfassen ,  wie  folgt.  Jeder  Körper 
bestimmt  ein  System  confocalcr  Flächen  des  zweiten  Grades,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schwerpaukt  des  Körpers  ist,  dessen  Hauptaxen  die 
Uauptaxen  des  Körpers  sind  und  deren  drei  Normalen  in  jedem  Punkte 
des  Saumes  mit  den  drei  Axen  des  Körpers  fiir  diesen  Punkt  zusammen- 
t'allen.  Höchst  interessant  ist  die  Ableitung  dieser  Sätze.  Der  Ver- 
fasser geht  ans  von  der  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  in 
Ebeueucoordinaten  h,  r,  /r.  r,  deren  Coeilficicnton  die  Integrale  fdm, 
j'x'tm^  f'jdm,  fzdm^  'ifxydm,  '2fxzdm,  'Ij'yzdm,  fx'dm,  fy^dm,  fz^dm 
sind,  der  demnach  die  Form  ^'xii  -{-  yr  -f-  •«•-!-  r)- dm  =  0  gegeben 
wonlen  kann,  da  u,  r.  a^,  r  mit  der  Integration  nichts  zu  schaffen  haben. 
Die:>e  FlAche  ist  ein  imaginäres  EUipäoid,  dem  das  erwähnte  System 
courVH:aIi.>r  Flächen  seinerseits  contocal  ist.  Von  der  Annahme  dieser 
Fläche  aas  gelangt  der  Verfasser  mit  der  ihm  eigenthümlichen  zierlichen 
Eleganz  zum  Resultate;  und  wenn  in  der  That  kein  Grund  vorhanden 
ist.  unter  der  Sch.iar  der  reellen  confoc.ilen  Flächen  eine  besonders 
her%-orzuheben  und  auf  sie  den  Körper  zu  beziehen,  so  eignet  sich 
gerade  jenes  imaginäre  Ellipsoid  dazu,  erstens  weil  die  Aufstellung  sei- 
ner Gleichung  nur  die  Keuntniss  der  obigen  zehn  Integrale  voraussetzt 
und  nicht  die  Autlosuug  einer  Gleichonj:  dritten  Grades  und  in  seiner 
Gleichung  auch  kein  willkürlichor  Parameter  v-^rkommt,  wie  in  der  der 
reellen  Flücbenschaar.  über  den  man  erst  zu  vertugen  hätte,  dann  aber 
bosoudors  wegen,  der  Leichtigkeit,  mit  der  aus  seiner  Gleichung  alle 
Axeneigeusclsartoi:  des  Körpers  folgon.  Es  ist  demnach  .piaz  gerecht- 
fertigt, wiii'^  Hr.  Hesse  iiese  Obt'rti.-i:h-i  als  charakteristisch  für  den 
K'irper  iu  l'w  3Ieci:anik  eiu'Uhrt  und  ihr  einen  besoudereu  Xaiuen  bei- 
l*?gt.  Er  -Jen:::  sie  das  izia binäre  Fild  des  K''rpi?rs.  Um  dnn 
lü«.'r  gelangenen  F-^rtschrirt  zu  würdigen,  reich:  es  aus.  ►?inen  Blick  auf 
■lie  Behandlung  desselben  Gegenstandes  bei  P-'isson  Triit  ie  Mec. 
Livre  IV.  Cliap.  11    zn  werren. 

Die  PI  iue:enbewe  jung  , Anhang'  s:eh:  iniofem  mit  dem  Werke 
ia  Zusammenhange,  als  die  Methoden  les  Verfasser?  lacb  ■::er  gute 
l»ieuste  leisten  L';wj  wichtigste  iirin  ist  oin.  wie  w^r  zhi^'xr..  v -U- 
ständig  neues  Verfahren,  las  letzte  Iu:o:;riI  .:er  Bewe^•I2J«gI^•i^:h:lI:g•»n 
des  Planeten  zu  dnien.  Kurz  ^erassc  :sc  i-,r  Inh  i>  :r  Vr'esT-.^^ 
erwa  folgender:  DU  Beweg:inj>gleichui:ge::  ;es  Flmecc::  ?i:i :  ^:r  ei-.» 
räumliche  Bewegung    iafg*?ste!I:.    ils--    ixei  Diferentiaigle:.::::.:^  •::    .-rsr?- 

»-X  — : : / 

*>rJnung  r  = r-   i.  s.  w..  ••  =  ;   r-  —  r  —  r-.     ^  ?u  :.  i::.- 

gewiesen.    da»s    -ü.»  B-ihü     i's    FIiüt-.::     •'■.'.:    isr.    :j.  » 

•ias»  das  Volum  des  Tetraeders,    :?ssi.i.  vier  Ecken  o 
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auf  eiufi  Stelle,  wo  iu  der  21.  Vorl.  die  «ehr  nütssHcho  Formel  17 
abzuleiten  dem  Leser  ilborlassen  ist,  der  vormnthlich  einfach  damtif  loe- 
rt'clincn  wird,  währoiul  die  allgemoitierc  Formel  sich  in  der  2*2.  Vorl. 
§.  .'^01  fast  ohne  Uechnnug  durch  »Schlubso  ergiebt.  Jacobi  sagte  einmal 
bei  einer  Shulichon  Gelegenheit:  „Wenn  wir  »aerat  in  der  Wüste 
hentmgeirrt  sind,  so  ziehen  wir  mit  am  so  grüssorcr  Freude  in  das  go- 
lubtc  Land  ein.'* 

Zu  den  in  der  älteren  Ausgabe  gegebenen  Anwendungen  und  Aus- 
fuhningcn  des  Vorigen,  den  Vorl.  23  u.  21  über  geodätische  Linien 
auf  ih'tn  Ellipsoid  und  über  Fucalcurveu  ist  in  der  neuen  Ausgabe  noch 
die  gäualich  neue  Vorl.  2ö  über  die  Axon  des  Körpers  hinzugefügt, 
die  ich  gleichzeitig  mit  einer  anderen  neuen,  den  Anhang  bildenden 
Vorlesung  am  Schhisse  dieser  Inhaltssehilderung  besprechen  werde. 

In  den  Vorlesungen  über  llotationsoberflÄchen  und  über  Kreis- 
ßchnitte  (27  u.  28)  ist  in  der  neuen  Ausgabe  entschiedener  und  aus- 
führlicher Bezug  genommen  auf  die  algebraische  Theorie  der  20.  Vorl., 
Indem  sie  die  geometrische  Illustration  bilden  zu  dem  Falle  gkuchoi- 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung.  So  ist  in  Vorl.  27  die  Stelle  S.  379 
neu,  in  der  Vorlosung  über  Kreisschnittc  thcils  neu,  theils  Verändert, 
8.  398  u.  ff.  So  bilden  diese  Vorlesungen  gleichsam  den  Abschluss  zu 
der  iu  dem  Werke  vorgetiageuen  geometnsch- algebraischen  Lehre,  die 
in  der  2Ü.  Vorl.  sich  zur  höchsten  Allgemeinheit  erhebt  und  deren  be- 
aoudere  algebraische  Schwierigkeit:  der  Fall  gleicher  Wurzeln  der  Funda- 
mentalgknchung  auch  besonderen  geometrischen  Verhältnissen  entspricht  j 
bei  den  Rotationsflächen  werden  zwei  Axen  der  Flächen  gleich,  bei  den 
Kreisschnitten  die  zwei  Axen  der  Curve,  in  welcher  eine  Ebene  die 
Fläche  schneidet. 

Endlich  die  29.,  30.,  31.  Vorl.  handeln  von  der  Krümmung  der 
Flächen  im  Allgemeinen.  Dieser  kurze  Abriss  der  Lehre  von  der  Krüm- 
mung der  Flächen  enthält  die  wichtigsten  Resultate  von  Meusnier,  Kuler, 
Monge,  Dupin,  von  dessen  Theorem  in  der  neuen  Ausgabe  zwei  schöne 
Beweise  gegeben  sind,  dringt  aber  niclit  bis  zu  Gauss  vor  und  hat  auch 
vohl  wesentlich  den  Zweck,  in  dieses  Gebiet  die  hier  von  den  Fran- 
zosen etwas  vernachlässigte  Symmetrie  hineinzutragen. 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  den  Inhalt  der  zwei  neuen  Vorlesungen 
anzugeben,  welche  der  neuen  Auflage  zur  nicht  geringen  Zierde  ge- 
reichen. Heide  enthalten  Anwendungen  der  im  Werke  vorgetragenen 
Methoden  auf  mechanische  Probleme  und  zwar  allerdings  solche,  die 
bisher  eiue  elegantere  Behandlung  sehr  erwünscht  erscheinen  Hessen. 
Die  erste  Vorlesung  beschäftigt  sich  mit  der  Bcstimninug  der  llanptaxen 
der  Körper.  Nennen  wir  mit  dem  Verfasser  Axen  der  Körper  iu  Bezug 
auf  einen  vorgeschriebenen  Punkt,  drei  rechtwinklige  Ooordinatenaxen 
JC^    F,  Z,    in   Bezug  aufweiche   die  Integtiilei  fjiVdm^   fXZdm,  f  yZtfm 
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verschwinden,  und  Hauptaxon  des  Körpers  seine  Axen,  wenn  der 
Torgeschtiebene  Punkt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist,  so  llUst  mch 
das  Resultat  der  Vorlesung  zusammenfassen,  wie  folgt.  Jeder  Körper 
bestimmt  ein  System  confocalcr  Flächen  des  zweiten  Grades,  dessen 
Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist,  dessen  Hanptaxen  die 
Hauptaxen  des  Körpers  sind  und  deren  drei  Normalen  in  jedem  Pnnkte 
des  Raumes  mit  den  drei  Axen  des  Körpers  für  diesen  Punkt  zosammen- 
fallen.  Höchst  interessant  ist  die  Ableitung  dieser  Sätze.  Der  Ver- 
fasser geht  aus  von  der  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  in 
Ebcnencoordinaten  u,  v,  tVy  r,  deren  CoofHcionten  die  Integrale  J'dm^ 
Jxdm^  fydm^  fzdm,  2fxydm,  2jxzdm^  2jyzdm^  fx^dm^  fy^dm^  fz'dm 
sind,  der  demnach  die  Form  f{xu  -{-  yv  -{-  zw  -{-  ry  dm  ^^^^  0  gegeben 
werden  kann,  da  u,  9,  n»,  r  mit  der  Integration  nichts  zu  schaffen  haben. 
Diese  Fläche  ist  ein  imaginäres  EUipsoid,  dem  das  erwähnte  System 
confocaler  Flächen  seinerseits  confocal  ist.  Von  der  Annahme  dieser 
Fläche  aus  gelangt  der  Verfasser  mit  der  ihm  eigenthümlichen  zierlichen 
Eleganz  zum  Resultate ;  und  wenn  in  der  That  kein  Grund  vorhanden 
ist,  unter  der  Schaar  der  reellen  confocalon  Flächen  eine  besonders 
hervorzuheben  und  auf  sie  den  Körper  zu  beziehen,  so  eignet  sich 
gerade  jenes  imaginäre  EUipsoid  dazu,  erstens  weil  die  Aufstellung  sei- 
ner Gleichung  nur  die  Kenntniss  der  obigen  zehn  Integrale  voraussetzt 
und  nicht  die  Auflösung  einer  Gleichung  dritten  Grades  und  in  seiner 
Gleichung  auch  kein  willkürlicher  Parameter  vorkommt,  wie  in  der  der 
reellen  Flächenschaar,  über  den  man  erst  zu  verfügen  hätte,  dann  aber 
besonders  wegen  der  Leichtigkeit,  mit  der  aus  seiner  Gleichung  alle 
Axeneigcuschaftcn  des  Körpers  folgen.  Es  ist  demnach  ganz  gerecht- 
fertigt, wenn  Ilr.  Hesse  diese  Oberfläche  als  charakteristiscli  für  den 
Körper  in  die  Mechanik  einführt  und  ihr  einen  besonderen  Namen  bei- 
legt. Er  nennt  sie  das  imaginäre  Bild  des  Körpers.  Um  den 
hier  gelungenen  Fortschritt  zu  würdigen,  reicht  es  aus,  einen  Blick  auf 
die  Behandlung  desselben  Gegenstandes  bei  Poisson  (Traite  de  Mec. 
Livrc  IV,  Chap.  II)  zu  werfen. 

Die  Planetcnbewegung  (Anhang)  steht  insofern  mit  dem  Werke 
im  Zusammenhange,  als  die  Methoden  des  Verfassers  auch  hier  gute 
Dienste  leisten.  Das  wichtigste  darin  ist  ein,  wie  wir  glauben,  voll- 
ständig neues  Verfahren,  das  letzte  Integral  der  Bewegungsgleichungon 
des  Planeten  zu  finden.  Kurz  gefasst  ist  der  Inhalt  der  Vorlesung 
etwa  folgender:  Die  Bewegungsgleichungeu  des  Planeten  sind  für  eine 
räumliche  Bewegung  aufgestellt,   also  drei  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  x"= 3-  u.  s.  w.,  r  =  }/x^  -{-  y'^  -|-  z"^.  Zuerst  wird  nach- 
gewiesen, dass  die  Bahn  des  Planeten  eben  ist,  indem  gezeigt  wird, 
dass  das  Volum  des  Tetraeders,  dessen  vier  Ecken  die  Sonne  und  drei 
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icceüsivo  Lsgeu  des  Plaueten  bilden,  veräcbwiudet.  Es  werden  alsdAtin 
ic  Flächcu6ät:£e  abgeleitet^   die  atif  Grund  jener  Betrachtung   mit  dem 

etraedcr  die  Ebene  der  Planetenbahn  liefern.    Dann  fül{j;t  die  Gleichung 

©T  lebendigen  Kraft.    Durch  geschickte  Comhination  der  Gleichung  der 

lebendigen  Kraft,  der  FlHchenflätze  und  der  Gleichung  rr'=xa:'-f-  yy'-|-2x' 

bäh  der  Verfasser  diese  Gleichung: 


r^  =  2A  +  —  --^-, 


(A  und  c  Constanten),  aus  der  sich  sofort  das  fünfte  Integral  in  /•  nml  / 
^■ergiebt.     Ausserdom  folgt  durch  Differentiation: 

Diese  Gleichung  ist  di<'  Ghncbuiig  der  Bewegung  des  Planeten  auf  dem 
liadinsvector,  \ou  der  Bewegung  des  Radiusvcctors  selbst  gänzlich  ab- 
gesehen. „Wenn  man  daher,"  wie  sich  Hr.  Hesse  ausdrückt,  „auf 
dem  Radiusvector  eines  Planeten  lebte,  ohne  eine  VorstcIUing  von  der 
ewegung  des  lladiusvcctors  um  die  Sonne  zu  habcu,  so  könnte  man 
ie  Bewegung  dos  Planeten  auf  dem  Radiusvector  nicht  durch  das 
ewton'*sche  Gesetz,  dass  die  Anziehung  geschähe  umgekehrt  propor- 
aonal  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne,  cr- 
Jären;  es  müssle  noch  die  umgekehrte  dritte  Potenz  der  Entfernung 
;u  Ilfilfo  genommen  werden," 

Vorstehende  Gleichung  hat  aber  noch  den   obtni  berührten  Vortheil, 

Rss  sie  uns  ila«   sechste  Integral  und    zwar  in  dreifacher  Form  mit  der 

össten    Leichtigkeit   abwirft.     Coinbiniren   wir   sie    mit    einer   der  Glei- 

clmugen   x"= ^  u.  s.  w.,   v..  B.  mit  der  ersten,   so  kann   mau  an 

beiden    Gleicbungen    das   Vorfahren    der    Integration,    welches    zu    den 
nächcnsatzen   führt,  anwenden.     Multiplicirt  man   die  zweite  mit  r,    di<* 
ste  mit  .r  und  zieht  sie  von  einander  ah,  so  erhält  man 

/>2 


rx  —  r  X  =  — 


lind  wegen  der  zweiten: 


also  durch  Integration: 


rx   —  r  X  =  -n  X 


rx  —  rx  =  -^'X  -\^  h^. 


Solcher  Gleichungen  giebt  es  noch  zwei.  Indessen  wenn  man  auch  nni 
eine  braucht,  so  zeigt  sich  dieser  üeberlluss  in  den  Händen  de»  Hrn. 
r Hesse  doch  sehr  nützlich,  indem  er  mit  Hülfe  aller  vorhandenen  Glei- 
chungen durch  mannigfaltige  Gombinatioueu  die  Planetenbewegung 
schliesslich  so  detinirtj  dass  die  8onue  im  Brennpunkte  einer  Rotations 
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Oberfläche  zweiten  Grades  liegt  und  dass  der  Planet  sich  in  der  Schaftt- 
curve  einer  durch  die  Sonne  gelegten  Ebene  mit  der  Rotationsoberflieh« 
bewegt.  Die  Kcppler'schen  Gesetze  sind  sämmtlich  abgeleitet  und  sam 
SchlnsH  iindet  man  noch  das  Wichtigste  über  das  Zweikörperproblem 
angegeben,  worauf  das  Buch  mit  einer  Frage  schliesst;  wir  mSchten 
diese  Besprechung  auch  mit  einer  Frage  schliessen :  Wie  sollen  wir  die 
eigenthtimliche  Lehre  nennen,  die  uns  in  dem  Buche  vorgetragen,  die 
zugleich  so  vielseitig  und  doch  so  einheitlich,  die  so  fein  gegliedert  ist 
und  doch  ein  compactes  Ganze  bildet?  Man  hat  sie  algebraische  Geo- 
metrie genannt,  ebenso  gut  könnte  man  sie  geometrische  Algebra  nennen. 
Ich  schlage  vor,  sie  nach  dem  Manne,  der  die  deutsche  mathematische 
Literatur  um  das  erste  klassische  Lehrbuch  bereicherte,  zn  nennen: 
Hc^se'sche  Geometrie. 

Paul  du  Bois  -  Rbymond. 


Die  Landen'sohe  Substitution  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Entwiokelimg 
der  elliptischen  Functionen.  Von  F.  J.  Riguelot.  Aus  einer 
Correspondenz  mit  Prof.  Schröter.  Königsberg,  Verlag  von 
Hühner  n.  Matz.     1868. 

l'^ic  von  Landen  gegebene  Transformation  des  clliptischeu  Inte- 
grales erster  Art  lässt  sich  bekanntlich  nach  JacobiVi  Schreibweise  fol- 
geudermassen  darstellen: 

Sin  am  (M|  ,  x)  =  - -7  sm  am  I  -^  m,  ,  x  I  sin  am  I  —^ f-  a  , ,  x  I , 

^•«""  ,        L»l/x  

x'=  ^  ■. —  ,         X,  =1/1  —  x2  u.  s.  w. 
1  -|-  X 

ist.  Analog  der  Formel  sin  2  u  =  2  sin  u  •  sin  {ti  -|-  n)  gestattet  die 
obige  Relation  eine  fortgesetzte  Anwendung,  mittelst  deren  der  Ampli- 
tudensinus  zunächst  in  ein  Produkt  aus  2n  Factoren  und  schliesslich 
in  ein  unendliches  Produkt  verwandelt  worden  kann,  aus  welchem  nachher 
durch  logarithmische  Differentiation  wieder  eine  Partialbruchentwickelang 
für  eine  andere  elliptische  Function  folgt.  Der  berühmte  Verfasser,  den 
man  als  den  Veteran  aus  der  Entstehungszeit  der  Theorie  elliptischer 
Functionen  bezeichnen  könnte ,. knüpft  nun  an  den  obigen,  schon  vor 
langer  Zeit  von  ihm  ausgesprocheneu  Gedanken  wieder  an,  um  zu  zei- 
gen, dass  sich  auf  dem  angedeuteten  Wege  nicht  nur  einige,  sondern 
alle  elliptische  Functionen  mit  Einschluss  von  Z  und  ^  entwickeln  las> 
sen,  dass  also  jener  Gedanke  weit  mehr  als  ein  speciell  auf  den  Am- 
plitndensiuus  anwendbarer  Kunstgriff  ist.  Das  Einzige,  was  das  ange- 
deutete,  seinem  Principe  nach  sehr  einfache  Verfahren   einigermaassen 


Ibcoinlrächtigt,  dürfte  eine  gewisse  WeitlKufigkeit  sein,  welche  die  gcuauo 

JecUtferligung   des    IJeberganges   vom    Endliclieu   zum    Uncndlicbeu   mit 

Bicli  bringt;    der  Verfasser  hat  diesen  Punkt  absichtlich  ausser  Betrach- 

tiing  gelassen   und  es   lässt  sich  daher    im  voraus   nicht   bcurtheilen,    ob 

man  über  denselben  kurz  liinwegkommen  kann. 

Ausser  mehreren  brieflich  ausgesprochenen  Bemerkungen  des  Ilru. 
Prof.  Schröter  ist  noch  der  von  demselben  hinzugefügte  Anhang  wcrtli- 
voll;  derselbe  enthält  einige  elegante  geometrische  Untersuchungen  über 
die  von  Landen  und  Gauss  herrühren  den  Transform&tiunou  der  ellip- 
tischen  Integrale.  ScML. 
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Recensionen. 

Jacob  Bernonlli,  vod  Director  Giebel.  Programm  der  RpalacLule  erster 
Ordnnng  zu  Leer  18C9. 
Der  Verfasser  des  uns  vorliegenden  Prograramca  ist  gar  vielfach  vom 
Sclilcksale  henimgeworfcn  worden.  War  seine  Geschichte  der  Variations- 
rechnung in  Torgau  entstanden,  so  kam  «eine  Entstehung  des  Newton- 
Leibnitz'schen  Priontätsstreites  in  Delitzsch  heraus,  und  den  neuesten  wis- 
senschaftlichen Freundo8gru88  schickt  er  uns  in  Gestalt  dieser  Biographie 
weit  ans  dem  fernen  Ostfriesland  zu.  Doch  woher  auch  die  Sendung 
stammte,  immer  war  sie  uns  gleich  schätzbar,  immer  eine  Quelle  neuer 
Freude  über  den  Ernst  der  Forschung,  über  die  Fülle  der  Vorkenntnisse, 
mit  welchen  Giesel  seine  geschichtlichen  Untersuchungen  ins  Werk  setzt. 
So  können  wir  auch  heute  nur  unser  Lob  über  die  Darstellung  der  mathema- 
tischen Leistungen  Jacob  Bcrnoulli's  aussprechen.  Die  Entdeckung  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  (wobei  leider  in  dem  Resultate  der 
Rechnung  S.  8  ein  niiangenehmer  Druckfehler  stehen  geblieben  ist),  die  An- 
fänge der  Variationsrechnung,  die  erstmals  als  ein  wissenschaftliclu^s  Ganze 
behandelte  WahrBchcinlichkcitsrechnung  treten  dem  Leser  klar  vor  Augen 
und  regen  ihn  an,  selbst  jeno  Abhandlungen  und  Schriften  einmal  zur  Hand 
zu  nehmen,  welche  man  nur  mit  Unrecht  als  überwundenen  Standpunkt  be- 
trachten würde,  so  weit  auch  die  Wissenschaft  inzwischen  fortgeschritten  ist. 
Auch  der  an  die  isoperimetrische  Aufgabe  und  an  die  Brachistochrone  sich 
knüpfende  Streit  der  beiden  Brüder  Be  rn  o  u  11  i  ist  in  unserem  Programme  in 
seinem  Verlaufe  richtig  aufgefasst  und  behandelt.  Dagegen  müssen  wir  Ein- 
sprache einlegen  wider  die  Auffassung  des  Charakters  Jacob  BernouUi's, 
welche  in  der  ganzen  Biographie  «ich  kundgiebt  und  zu  welcher  Giesel  sich 
durch  den  Brief  von  Job.  Bern  oulli  an  Leibnitz  vom  2ö.  Februar  1701  hat 
verleiten  lassen.     In  diesem  Briefe  ist  nümlich  folgende  Anklaf  •- 

eben.    Jacob  B e r  n  *i  u  1 1  i  habe  in  Gemeinschaft  mit  Samuel 
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einen  Brief,  dessen  Inhalt  nicht  angegeben  ist,   als  von  Johann   verf»*»l  i 

eine  gewisse  nicht  genannte  Person  untergeschoben  und  die  daranf  geschri« 
bene  Antwort  zu  untertichlagen  gewnsst.     Später  habe  Jobannes  diese  That-I 
Bachen  erfahren,  und  beide  Thäter  hätten  im  privaten  Kreise    ihre  SchnM 
eingestanden  und  abgebeten.  Jobannes  will  aber  diese  Erzählung  nnr  Leib- 
nitz  allein  anvertrauen  (^ffaec  tibi  in  aures  dictn  sunto)^  was  wohl  d«*n  et 
Herausgeber  des  Briefes  veranlasste  jene  ganze  Stelle  zu  unterdrückrn.   Ha 
nun  Johannes  die  Wahrheit  gesagt,  so  ist,  wie  uns  scheint,  auch  nicht  vt>ü^ 
einem  Falsiticate  und  einem  Betrüge,  wie  G  iesel  S.7  Anmerkung  10  sieh  «0»- 
drückt,  sondern  von  einer  unschuldigen  Mystificalion  die  Rede.      Würe  d« 
Inhalt  des  Briefes  irgendwie  verlänglicher  Natur  gewesen  so  hätte  Johanne* 
gewiss  nicht  darüber  geschwiegen ;  eo  discret  war  er  nie,  wenn  er  aelbst  de 
Verschwiegenheit  dessen,  an  den  er  schrieb,  sicher  zu  sein  glaubte,   ond  be 
'  liCibnitzen  vollends  that  er  sich  gar  keinen  Zwang  an      Aber  wir  gehen 
weiter»  wir  glauben  die  ganze  Erzählung  nicht,  denn  auch  einer  Mystificatioil 
halten  wir  Jacob  für  unfähig.     Das  Datum  jenes  Ereijrnisses  soll  tinmittell 
bar  mit  dem  Umzui^e  .lohann's  nach  Groningen  zusammenfallen,  d.  h.  aln»! 
in  das  Jahr  1695.    Jacob  war  damals  -11  Jahre  alt»  also  über  das  Alter  hinan«, 
in  welchem  ein  ernster,  sogar  griesgrämiger,  seit  drei  Jahren   brustkranker 
Mann  schlechte  Witze  der  Art  ausfährt.    Johann  andrerseits  dürfen  wir  xu-_ 
tränen,  dass  er  auch  Unwahres  sagte,  wo  es  ihm  passte.    Sollen  wir  an  de 
Brief  erinnern,  welchen  er  am  5.  Juli  1710  an  Newton  richtete  nnd  in 
chem  er  mit  der  Formel  per  vinuiu  hnmthilulis  surra  ol>li\^tut  beschwört, 
sei  nicht  Verfasser  jener  dnrcU  Leibnitz  veröfTentlichten  Zuschrift,  wek 
doch  von  ihm  herrührte?    Sollen  wir  an  den  Aufsatz  \m  Junrnal  <i4's  Sftwa^ 
von  16Ö8  erinnern,  in  welchem  Johann  in  Abrede  stellt,  »Uss  Jacob  seiue  Mfl 
thode   zur   Lösung  des  isoperimetrischen  Problems  richtig  errathen 
während  gegenwärtig  an  dem  Scharfsinn,  welchen  .Jacob  durch  diese  Hypo 
these  an  den  Tag  legte,  nicht  gezweifelt  werden  kannV    Sollen  wir  den  Bri« 
an  Leibnitz  vom  10.  September  17üü  ins  Gefecht  führen,  durch  welchem  > 
bann  sich  die  durch  eigene  Kraft  gelungene  Erfindun;;  der  Integralrechnnni 
zuschreibt,  er,  der  doch  der  Schüler,  wenn  auch  bald  selhstständig  arbeitend^ 
Schüler  seine»  Bruders  war?  Wir  bedürfen  dieser  Beweismittel  katun. 
doch  Gies  el  selbst  S.  10  Anracrk.  19  mit  Bezug  auf  die  letztangefiihrte  Stelle j 
„wie  so  manche   andere  Behauptung  Johannas    ist   auch  diese  unrichtig.*' 
Und  unrichtig,  fügen  wir  hinzu,  wird  dann  wohl  auch  die  Anschuldignng 
vom  Februar  I70l,  also  aus  einer  Zeit  sein,  wo  es  Johann  unbedingt  «iara« 
ankam,  Jacob  in  den  Augen  der  gelehrten  Welt  herabzusetzen.     Kiurn  voll^ 
giltigen  unmittelbaren  Beweis  freilich  haben  wir  nicht,  dass  gerade  hier  eio^l 
Unrichtigkeit,  sagen  wir  geradezu  eine  Lüge  vorhanden,  aber  wir  wissen^ 
dass  Johannes  einer  solchen  fähig  war,  wir  wissen  von  Jacob^s  Charakter  da-i 
gegen  nichts  Ungünstiges.    Wenn  aber  nach  dieser  Auseinandersetzung  de^ 
Brief  von  1701  nicht  bestimmend  auf  uns  wirken  kann,  so  sind  wir  au 


Stnndf  uns  dem  »0211801111688611,  was  Gipsel  S,  11  bemerkt,  JasM  Jfm  Jacoh 
rneiir  Schuld  als  dem  Joliann  an  dem  unliebsamen  öffeatlicben  Bruderzwiste 
zu  geben  sei.  Jacob  war  nun  einmal  der  Lelirer  seines  Bruders,  und  wenn 
dieser  sieb  überbebend  Alles  aus  sich  selbst  geschöpft  haben  wollte,  so  war 
es  nur  natürlich,  dnss  Jacob  ihm  einmal  öffentlich  auf  die  Finger  klopfte, 
und  es  war  auch  ganz  gesund  ffir  deu  hoehmüthigen  jungen  Mann.  Darin 
freilich  verurtheilen  wir  Jacob,  dass  er  die  Abfertigung  eine  zu  derbe 
werden  Hess,  und  wir  freuen  uns  hier  wieder  mit  Gi es el  zusammenzu- 
treffen, der  uns  unsere  so  weit  abweichende  Meinung  nicht  verübeln  wird. 
Amictts  Pifito,  amicior  veritas.  Von  sonstigen  Bemerkungen  möchten  wi» 
nur  noch  beifügen,  Hermann  in  seinen)  Nekrologe  Jacob's  (-«^f/t/ -£/i/'/»/ 
170ß)  hat  S.  42  von  einer  Bemfung  desselben  nach  Heidelberg  im  Jahr«' 
16S4  gesprochen.  Dieselbe  Angabe  findet  sich  bei  Battier  in  seiner  der 
Gesaromtfliisgabe  von  Jac-  Bernoulli'a  Werken  vorgeschickten  Biographie 
S.  17,  und  Giesel  endlich  hat  sie  S.  7  wiederholt.  Wir  müssen  bezweifeln, 
ob  wirklicli  von  einer  solchen  Berufung  schon  in  bestimmter  Weise  die  Red'- 
war.  Die  Senatsacten  der  hiesigen  Universität  von  1084,  welche  wir  zu  die- 
sem Zwecke  verglichen  hwben ,  enthalten  wenigstens  kein  Wort  in  dieser 
Beziehung.  Natürlich  ist  damit  nicht  ausgeschlossen,  dass  in  privater  Weise 
eine  Anfrage  an  Jacob  Bernonlli  gestellt  worden  sein  kann.     Cantob. 
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Pascal,  tem  Leben  and  seine  Kämpfe,  von  Dr.  Job.  O&obo  Drftdorff, 

h  Pastor  der  reformirten  Kirche   zu  Leipzig.     Leipzig,  Verlag  von 

Duncker  und  Humhlot.  1870. 
Es  giebt  Werke,  welche  gleich  bei  ihrem  Erscheinen  die  allgemeine 
Anerkennung  sich  erwerben  durch  ihren  gediegenen  Inhalt,  durch  die 
Uebersichtliehkeit  der  den  Stoff  beherrscbenden  und  für  den  Leser  zurecht- 
legendrn  Anordnung,  durch  den  Reiz  der  geistvollen  Sprache.  Wieder  an* 
dere  Schriften  erwerben  sich  wenigätens  allgemeine  Aufmerksamkeit  durch 
die  Tendenz,  welche  ihnen  zu  Grunde  liegt»  wegen  des  absichtlichen  oder 
zufälligen  Zusammentreffens  eben  dieser  Tendenz  mit  den  grossen  die  Zeit 
erfüllenden  Fragen,  Um  wie  viel  freudiger  müssen  wir  nun  gar  ein  Buch 
begrüssen,  welches  die  Verdienste  der  erstgenannten  Gattung  besitzt,  wäh- 
rend ihm  nicht  minder  jene  in  zweiter  Reihe  genannten  Vorzüge  zukommen. 
Beides  dürfen  wir  in  dem  uns  zur  Besprechung  vorliegenden  Bande  erken- 
nen und  rühmend  hervorheben.  Herr  Dreydor  ff  hat  seinen  Pascal  eben- 
so wie  die  ganze  einschlagende  Literatur,  soweit  sie  dem  Theologen  ver- 
ständlich sein  konnte,  aufs  Gründlichste  studirt,  er  hat  aus  diesem  Materiale 
ein  Lebensbild  zu  schaffen  gewusst,  welches  darin  von  fast  allen  früheren 
Schilderungen  Pascal's  vortheilhaftabweicht, dass,  woSprünjP'  «^ 

klaffende  Bisse,  Über  welche  man  sonst  mit  einem  Salto  n 
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chung,  Tjod  WAS  der  Eine  von  ihnen  als  Ergebniss  seiner  Forschung  mit-: 
theilt,  knnu  und  darf  man  nicht  von  dem  Andern  fordern.     NnrEin*  da 
man  verlangen:    dass    der  Theolog  so  schreibe,    dass   der  mnthematiechej 
Leser  sich  bei  ihm  orientiren  könne,  dass  der  Mathematiker  sich  dir  MGfat| 
nicht  verdriessen  lasse,  auch  dem  Theologen  verständlich  eu  werden. 

Herr  Ureydorff  h«t  von  seinem  Standpunkte  ans  diese  so  eingeengte 
Anfgabe  gelöst.    Es  ist  ihm  gelungen,  die  für  uns  Laien  wenigstens  rechlj 
verwickelten  Streitfragen,  welche  nicht  blns  zwischen  Jesuiten    und  Janse-j 
nisten,  sondern  später  zwischen  den  Jansenisten  untereinander  verhandelt | 
wurden,  so  zu  beleuchten.,  dass  wir  wenigstens  glauben  dürfen  einen  Ein-I 
blick  darein  gewonnen  zu  haben.     Aber  an  diesem  müssen  wir  uns  freilickl 
genügen  lassen  und  verweisen  unsere  Fachgenossen,  welche  es  nach  gleicher 
Kenntniss  gelüstet,  ohne  welche  Pascal's  Leben  und  Wirken  nie  ganz  be- 
griffen werden  kann,  auf  das  uns  vorliegende  Buch  seihst.    Zu  referiren  da-J 
gegen  gestatten  wir  uns  über  die  wesentlichen  Lebensmomente  Pascar«. 
über  dessen  Geistes-  und  Gemüthseutwicklung,  wie  sie  von  Herrn  DreyJ 
dorff  aufgefasst  wurden.   Wir  werden  also  keineswegs  die  ganze  Biographie 
in  gleichmfissigem  Auszuge  mittheilen,  sondern  nur  die  Thrile  besonders  her*| 
vorhebon ,  welche  uns  durch  Auffassungsweise  oder  Darstellung  bemerken«^ 
werth  erscheinen,  oder  zu  welchen  wir  Ergänzungen  hinzuzufügen  haben. 

An  die  Spitze  stellen  wir  die  vortrefifliche  Charakterschilderung  (S.  5^); 
„Das  eigenlhümlich  Weibliche  in  PascaTs  Emptindungsweise  und  in  ^eineitl 
tiefen  und  reichen  Geraüthsleben  ist  nur  schwer  zu  verkennen.     Jedes  Ge-| 
fühl,  das  sich    seiner  beralichtigt,    nimmt  den  Chaiakter  der  Leidentfchafl 
an ,   und  wie   sehr  man  auch  die  Schärfe  und  Klarheit  seines  Verstände 
bewundern  mag,  seine  eigentliche  Grösse  und  der  Hauptnerv  seines 
bens  ist  nicht  auf  diesem  Gebiete  zu  suchen;  nicht  die  unerbittliche  Con- 
Sequenz    philosophischor    Principien,    sondern    die   noch    giössere   Gewah 
seines  pathologischen  Fühleus  und  Begehrens,  in  welchen  er  nur  entweder 
siegen  oder  unterliegen  kann  .  ist  die  stärkste  Triebfeder  seiner  Gedanke»! j 
seiner  Entwürfe,  seiner  Handlungen.    Aus  dem  Ücbergewicht  des  Gefühli 
über   die  Rechte  des  klaren  und  besonnenen  Verstandes  erklärt  sich 
Unruhe  und  Hast,  das  Abrupte  und  nicht  Vorauszuahnende  seiner  wecb'^ 
selndeu   Kntschliessungen.'*     Wir  möchten  diesen  Sätzen,  welche  wir  ger 
mitunterschreiben,  einzelne  Beispiele  unvereinbarlicher  Handlungen  hinzu^ 
fügen,  welchen  der  Leser  in  Pascal's  Leben  begegnet.    Neben  höchste 
Opferftlhigkeit,  neben  der  Liebe  zur  Armuth  (S,  441)  findet  er  ein  klein*^ 
liebes  Markten  und  Feilschen  um  wenige  Thaler  in  dem  Erbschaft&handc 
mit  Jaqueline  (S.  48).    Neben  eckelhafter  Angeherei  Foitons,  er  glaub« 
nicht  genügend  auf  AutoritJtt  hin  (S  30)  ein  mannhaftes  Aussprechen  defl 
Satzes,   Päpste  und  Concilien  seien  nicht  frei  von  Irrthum  (S,  809)  unil 
neben  diesem  wieder   ein  unehrenhaftes  Verleugnen   seiner  Freunde  von 
Portro^al  in  dem  15.  Provinzialbriefe,  um  nicht  mit  diesen  als  Ketzer  stt 
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erscheinen  (S.  2S7).  Oder  um  Beispiele  anzuführen,  welche  in  dem  uns  vor- 
liegenden Buche  nicht  envKhnt  siud^  man  vergleiche  doch  nur  die  Hoch- 
8chätzuug  Torrice lli's,  welche  Pascal  in  seinen  physikalischen  Werken 
an  den  Tag  legi  mit  der  wegwerfenden  Behaudluog  desselben  Gelehrten  in 
einer  mathematischen  Schrift;  man  erinnere  sich  der  Verachtung  aller  ex- 
acten  Forschung  in  den  letzten  Lebensjahren,  welche  geradezu  durch  die 
denkwürdige  Abhandlung  über  die  Cycloide  unterbrochen  wird.  Alle  diese 
Gegensätze  sind  bei  Pascal  ganz  eigentlich  charakteristincb ,  sie  stellen 
jene  kfafienden  Risse  dar,  von  denen  auf  der  ersten  Seite  dieser  Bespre- 
chung die  Rede  war.  Leugnen  lassen  sie  sich  nicht,  ebensowenig  voraus- 
sagen; es  bleibt  nur  übrig  was  Herr  Drey  der  ff  als  Aufgabe  bezeichnet 
(S.  5\i|-  >,Mau  muss  sich  begnügen  ibn  hinterher  zu  versieben."  Und  dazu 
hilft  uns  wieder  rückwärts  die  Kcdiiitnjss  von  Pasc  als  Charakter,  welche 
wir  aus  unserem  Buche  uns  verschafft  haben. 

ßlaise  Pascal  wurde  den  H>.  Juni  1023  geboren.  Die  Mutter  starb 
.schon  l(V>ti  oder  Ift28.  Der  Vater  gewöhnte  ihn  von  früher  Jugend  an  zu 
selbHtständigem  Denken  und  Arbeiten,  und  so  war  Blaise  Pascal  gar 
bald,  ^ind  jedenfalls  nachdem  der  Vater  1638  sich  aus  politischen  Gründen 
oin  Jahr  laug  als  Flüchtling  verborgen  halten  musste ,  schon  im  Alter  von  15 
Jahren  der  eigentlichen  Erziehung  entwachsen,  seine  weiche  biegsame  Ge- 
müthsart  in  einer  Zeit  sieb  selbst  überlassen,  in  welcher  sie  von  fester  Iland 
in  eine  bleibende  Furm  hätte  gebracht  werden  müssen.  Der  Verstand  des 
Knaben  arbeitete  freilich  unbeirrt  und  in  der  begonnenen  Bahn  verharrend 
weiter.  .,Wie  Denken-köuuen  nur  allraälig  erlernt  wird,  so  kann  Denken- 
müssen  nicht  an  einem  Tage  wieder  verlernt  werden,  wenn  Einer  nun  ein- 
mal sich  selbst  zum  Segen  oder  zum  tlnche  vom  Baume  der  Erkenntniss 
gegessen  hat.*'  Diese  Wahrheit,  welche  Herr  Dreydorff  gelegentlich 
äussert  (S.  Uö),  ist  für  Pascal  ganz  besonders  wahr  und  giebt  uns  z.  B. 
attch  den  Schlüssel  für  die  scbon  mehrerwähnten  Cycloidenforschungen. 
Aber  das  Leben  des  Gemüths  gehorchte  nicht  dem  Verstände  als  Allein- 
herrscher; wer  vielmehr  gerade  des  jungen  Pascal  Umgebung  bildete,  der 
übte  auf  ihn  einen  übermächtigen  Einfluss  aus.  Den  Vater  traf  im  Januar  1640 
das  Unglück,  sich  am  Bein  zu  verletzen  (S.25).  Die  ihn  behandelnden  Aerzte 
gehörten  zu  den  Janseuisten,  jener  eigenthümlichen  Schule  innerhalb  des 
französischen  Katholicismus ,  welche,  abgesehen  von  dogmatischen  Fragen, 
deren  Erörterung  wir  geflissentlich  vermeiden,  besonders  durch  thatkräftige 
Frömmigkeit,  durch  ein  mildthäti^es,  den  Freuden  der  Welt  abgewandtos 
Leben  sich  auszeichnet ,  ähnlich  etwa  den  Pietisten  unter  den  deutschen 
Protestanten  dew  XVI IL  Jahrhunderts.  Pascal  erfasste  die  gleiche  Rich- 
tung mit  einer  Leidenschaftlichkeit,  die  es  seiner  Ueberzeugung  weit  zuvor- 
that.    Selbst  un bekehrt  versucht  er  sich  als  Bekehrer,  als  rücksichtsloser 

1  Eiferer,     Der  Schwester  Jaqueline  flösst  er  den  Hang  »um  Klosterleben 
ein,  den  Kapuziner  Fu  rton  denuncirt  er  weg                                 akens  be- 
—  
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süglich  des  Glaubens  auf  Autorität  liiti,  nachdem  er  dessen  Heracnsmetoasg 
iii  wabrlinft  hinterlit»tiger  Weise  erforscht  hat  (8.  37),  und  za  diesen  lland- 
Inngen  bestiunnt  ibu  seiü  wilderregtes  Gemütlt  in  demselben  Jahre  I(VV7,iii 
derselben  Stadt  Ronen ,  iu  welcher  er  in  Gemeinschaft  mit  dem  Festangs-i 
Intendanten  Petit  seine  Versuche  über  den  leeren  Raum  austeilte  und  vej 
dffentlichte!  Bald  sollten  aus  dieser  wissenschnftlichen  Tb^ttlgkeit 
Folgerungen  ergeben,  welche  rückwirkten  auf  seine  GemfUbscntvicklmi] 
auf  sein  ganzes  Leben. 

Wir  bedauern  es,  dass  Herr  iJreydorff  nicht  jene  pbysikaliscbe  AI 
handluug    und    die    an    dieselbe    bich    anknüpfende    Polemik     iu     aa 
bigerem  Maasse  benutzt  hat.    Der  köstliche  Brief,  welchen  PascaTs  Vi 
damals  an  Pater  Noel  richtete,  ist  ihm  zwar  nicht  entgangen,  und  er  find 
in  demselben  mit  Fug  und  Recht  das  Vorbild  für  die  unübeitrefnicbe  Fo: 
der  Provinzialbriefe  (S.  15),  aber  auch  Pascal'«  eigenen  Scbriftstficke  vct-I 
dienen  Berficksichtigun;;  ebenso  wie  die  unglücklichen  Stylübongen  seiner 
Gegner.     Diese  Gegner  t*ind   nnmlich   Jesuiten.     Bei  dem  gerechten    Auf- 
Beben,  welches  Pascal's  Rntdeckangcn  zwischen  den  Jahren  1647  nnd  lOM 
in  nnd  ausserhalb  Frankreichs  aller  Orten  erre;jften,  ist  es  leicht  begreiflich, 
dass  auch  die  Anfeindungen  nnd  die  Verthcidigungen  des  genialen  jangca 
Gelehrten,  die  geradezu  niederträchtige  Kampfweiaeseine-r  Gegner  und  6ein< 
an  routhigen  Ausfallen  reiche  Defensive    ebenso  allgemein  bekannt  wurden. 
Klingt  nun  auch  in  PascaTs  Stri^itschriften  noch  kein  Hasa  gegen  die  Je- 
suiten im  Allgemeinen  durch,  sind  sogar  freundliche  Ausd rücke  über  dl««aea 
Orden  nachzuweisen,  wer  mag  dafür  einstchen,  wie  viel  oder  wie  wenig  4a> 
von  ernst  gemeint  ist,  wie  wenig  oder  wie  viel  dagegen  der  Tronic  ange 
welclie  Pascal  schon  in  diesen  Briefen  meisterlich  zu  handhaben  weiae 
Ist  doch  derselbe  Zweifel,  „ob  Pascal  die  Verderber  der  christlichen  M 
gleich  zu   Anfang  seiner  ersten    Bekanntschaft  mit  ihnen   (worunter 
Dreydorff  erst   das  Jahr   Ittdti  versteht)  recht  gründlich ,  recht  gewissen 
haft  gehasst    hat"  (S.  217),  auch   in  jener  Periode  noch  jrerechtfertigt , 
Pascal  seine  Pfeile   nicht   gegen   den    ICinzeluen,   sondern  gegen    die  G 
sammtheit    richtet,     .fa   dieses    stylistische   Zusammentreffen    bestärkt    n 
nur  iu  unserer  Ansicht,   dass  die  Briefe  gegen  Pater  Noel  und  gegen  d 
Rector  von  Montferrand  für  A  mault  und  seine  Freunde    die  Ve 
lassung  boten  keinen  Anderen  als  Pascal  mit  der  Abfassung  der  Provi 
zialbriefe  zu  betrauen,   für  Pascal  sich  dieser  Aufgabe  zu  unterziehen. 

Vielleicht  hätte  eine  genauere  Berücksichtigung  dieser  wissenschaflll 
polemischen    Thätigkeit    Herrn  Dreydorff  auch    noch    besser   Ober    dii 
Schwierigkeit  von  Pascal's  Rückfalle  in  die  Weltlichkeit  hinweggeholfe 
als  ihm  schon    jetzt  die  Erklärung  dieser  Periode  gelungen  ist.     Pasc«! 
kommt,  ein  schon  bekannter  Gelehrter,  nach  Paris.     Seine  Berühmtheit  b' 
Solcher  Jugend   n«ithigt  ihn  gewissermassen  in   mannichfache  Gesellscha 
Hatte  seine  Reise  nach  Paris  gleich  theilweise  den  Zweck,  sich  in  gute  ärmi 
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liehe  Behandlung  zu  geben ,  da  er  von  Kind  auf  schwächlich  und  leidend 
war,  öo  verkehrt  er  doch  mit  der  Welt.  Münner  der  exacten  Wissenschaften, 
aber  auch  des  öffentlichen  Lehens  bilden  seinen  tSglichen  Umgang.  Ihr  Ein- 
flußs  muss  obsiegen,  muss  die  noch  nicht  in  Saft  und  Blut  verw'andelte 
religiöse  Neigung  verdrängen  und  weltlichere  Gelüste  an  ihre  Stelle  setzen. 
Inzwischen  starb  der  Vater  am  -24.  September  1651.  Ein  Erbschaftshandel  mit 
Jaqueline,  bei  welchem  Pascal  —jetzt  an  ein  wenn  nicht  ausschwei- 
fendes doch  kostspieliges  Leben  gewohnt  —  nur  die  Möglichkeit  „diese 
Lebensweise  noch  für  längere  Zeit  behaupten  zu  können"  (S.  48),  vor  Augen 
sieht,  entfremdet  ihn  der  Schwester,  welche  durch  ihn,  aber  in  weit  nach- 
haltigerer Weise,  zur  Frömmigkeit  gelangt  war»  welche  jetzt  im  Kloster  zu 
Portroyal  ihren  Beruf  zu  vollenden  Gelegenheit  hat.  Es  bedurfte  eines  wirk- 
liehen  Ereignisses,  um  den  so  veränderten  Pascal  den  Jansenisten  wieder 
in  die  Arme  zu  treiben.  Herr  Dreydorff  findet  dasselbe  gewiss  mit  Recht 
nicht  in  der  sogenannten  Brückengesehichte  (S.  61 ),  von  welcher  man  viel 
zu  viel  Aufnohcn  gemacht  hat^  sondern  in  einer  uuglücklicliea  Liebe  (S-  56), 
welche  schon  Faug^ro  mehr  als  nur  wahrscheinlich  zu  macheu  wusste. 

Liessen  sich  nicht  sichere  Spuren  dieser  Liebe  in  den  von  Fangfere 
heigezogenen  Stellen  der  Gedanken  (^Pensces^  verfolgen,  ein  Nachweis 
etwa  aus  Störungen  der  gewohnten  ThMtigkeit  wäre  geradezu  unmöglich. 
So  wie  aber  die  Sache  liegt,  setzt  uns  umij'ekehrt  jene  ThStigkeit  in  d**n 
Stand,  das  Datum  der  Katastrophe  genauer  zu  bestimmen  Bereits  1647  hatte 
Pascal  ein  grosses  Werk  Über  den  Ltiftdruck  und  verwandte  Dinge  ver- 
sprochen. In  seinem  Nachlasse  fanden  sich  zwei  vollendete  kleine  Abhand- 
lungen: Tratte  de  Ce^^tiitibre  des  lir/tieurs  und  TrniU;  de  la  fiesnnleur  de  tu 
müsse  de  tuir,  entweder  Vorarbeiten  zu  jenem  Werke,  oder  nach  anderer 
Annahme  als  Ersatz  desselben  in  Folge  der  Unlust  PascaTs  au  breitspuri- 
gen Schriften.  Die  Abfassung  dieser  Abhandlun;;en  wird  in  das  Jahr  1653 
gesetzt.  Ferner  fanden  sich  noch  kurze  Bruehstücke  eines  in  Theile,  Bü- 
cher, Kapitel  und  Abschnitte  einzutheilenden  Lehrgebäudes  dieser  Gegen- 
stände. Wann  wollte  Pascal  ein  solches  verfassen?  Wann  hat  er  die  Ab- 
sicht aufgegeben?  Die  Antwort  auf  diese  Fragen  wird  eine  verschiedene 
sein,  je  nach  der  Bedeutung,  welche  man  den  erwähnten  Abhandlungen 
beilegt;  auf  das  Datum  dieses  Fragmentes  ist  also  kein  Gewicht  zu  legen. 
Wir  bedürfen  dessen  aber  auch  nicht,  um  dem  Sorom<ir  lö54  einen  wissen- 
schaftlichen Inhalt  zu  geben,  welcher  einen  gleich  erfüllten  vorhergehenden 
Winter  voraussetzt.  Der  20.  Juli,  der  24.  August,  der  27.  October  1Ö54 
sind  nHmlich  die  Daten  jener  drei  Briefe  PascaTs  an  Format,  in  welchen 
die  Grundlage  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gelegt  ist  und  welche 
selbst  das  arithmetische  Dreieck  nicht  nur  als  schon  erfunden,  sondern  als 
bereits  zu  mannichfachem  Gebrauche  ausgebildet  voraussetzen.  Und  ebenso 
gesichert  ist  das  Datum  von  Pascal's  Sichzurückziehen  zu  den  T»' 
ftrenger  Frömmigkeit.     „Zu  Ende   des  Monats  September   165 
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Pascal  gebrocbenen  Geistes   und  auch  körperlich  leidender  als  je  UTor 

bei  seiner  Schwerter  Jnqu 6 line,  nm  ihr  zu  beichten"   (S.  63),  sod  aU 
Tag  der  vollständigen  Bekehrun*:  giebt  Pascal  selbst  auf  jenem  merk^ 
würdigen  Papierstreifeu,  deu  er  bis  tiu  sein  Lebensende  in  sein   Oberklei4 
eingenäht  mit    sieb    herumtrug,    den    23.  November  demselben    Jahrec 
(S.  Gö).    Diese  beiden  Daten  und  die  des  zweiten  und  dritten   Briefes  i 
Fermafc  lösen  vereinigt  die  gestellte  Aufgabe.     Der  Brief  vora  24.  Augni 
gehört  zu  dem  Klarsten  und  Ele^ante.sten,  was  die  mathematische  LiCeratt 
besitzt.     Dauinls  können  Pasc  aPs  Gedanken   von  keinem  zer&treuende 
Kummer  beeiutracbtigt  gewesen  sein.     In   dem  Beichtstuhl   zeigt    er  sie 
schon  zerrissen  und  zu  Boden  geworfen.     Folglich   trat  die  Katastrophe  ji 
nes  Romans,  zu  dem  uns  freilich  sogar  der  Name  der  Heldin  fehlt,  z\%i&che 
Ende  .Aiiguät  und  Ende  September  1654  ein.    Der  nacbber  noch  geschri«*^ 
bene  Brief  vom  27.  October  beeinträchtigt  diese  Vermuthnng  keicetiweg«, 
begründet  dagegen  die  Annahme,  dass  erst  am  23.  November  die  Bekebmog 
Pascars  vollendet  war.     Jener  Brief  i.st  nämlich  eine  einfache  Empfangs 
anzeige  und  höfliche  Ablehnung  weiteren  Verkehrs,  wie  wir  beide  von  einem 
Mmuhp  erwarten  dürfen,  dessen  Kopf  eingenommen  ist  von  unwisseDschaft-J 
lieben  Sorgen.    Aus  demtielheii  Briefe  ersehen  wir  aber  auch,  dass  Pascall 
den  letzt  verflossenen  Samstag,  also  leicbtuachweislich  den  24.  October  (wir 
wissen  nämlich  dass  der  23.  November  ein  Montag  war),  in  gelehrter  GeselU 
Schaft  zübrachle.      Damals,  schon  vier  Wochen  nach  dem  Beicbtgange  zi^ 
Jaqueline,  war  Pascal  folglich  noch  nicht  im  Reinen  mit  sich,  aus  de 
gewohnten  Kreisen  endgiltig  anizuscbeiden,  wenn  er  auch  schon  die  Thüf-| 
klinke  in  der  Hand  hielt,  und  erst  an  dem  wiederholt  genannten  MoDtagtl 
vollzog  sich   nach  langem  Geisteskampfe,   dessen  Beweis  wir  mit  Herrn 
Dreydorff  in  jenem  «mulettartigen  Papierstreifen  ßnden,  die  vollige  Los- 
sagung von  der  Weltlichkeit. 

Pascal  begiebt  sich  am  7.  Januar  1655  auf  das  Land,  wo  er  bald  mit 
den  frommen  jansenistischen  Einsiedlern  um  die  Wette  ascetischen  Üeban* 
gen  und  Jem  Lesen  der  heiligen  Schrift  sich  widmet.  Das  Jahr  1655  ist  ei 
aber  auch,  in  welchem  der  Streit  zwischen  Jansenisten  und  Jesuiten  aiit> 
bricht,  ein  Kampf,  der  bei  der  praktisch  entgegengesetzten  Richtung  bei* 
der  über  kurz  oder  lang  einmal  entbrennen  musste,  sei  es  nun  über  diesen 
oder  jenen  dogmatischen  Punkt.  Um  so  leichter  fällt  es  uns,  unserem  aus- 
gesprochenen Vorhaben  gemäss  das  Dogmatische  selbst  unberücksichtigt  aQ 
lassen  und  nur  zu  wiederholen,  was  wir  schon  behauptet  haben.  Nicht  au- 
falligerweise  wurde  Pascal  zum  Kämpen  in  diesem  Streite  ausersehen, 
nicht  aus  blosem  Gehorsam  erfüllte  er  das  von  ihm  Verlangte.  Er  war 
durch  seine  Vergangenheit  dazu  bestimmt.  Nicht  als  ob  er  mit  besserem 
Rüst«euge  gewappnet  gewesen  wäre  als  die  anderen  Frennde,  nicht  als  ob 
er  die  Waffen  der  Theologie  besonders  leicht  oder  gern  gehandhabt  bKtt 
aber  wenn  die  Theologie  ihm  fremd  war.  so  kannte  er  doch  die  Theologen 
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die  ihm  gegeoüberstandeu ,   es  wäre«   ihm  altbekaante  Gegner,  es  waren 
Jesuiten! 

Habeo  wir  bisher  nur  Dinge  beüprt«chen ,  welche  bauptgächltch  in  dem 
„Pa^ca^s  Leben"  übersehriebeuen  ersten  Buche  des  una  vorliegenden 
Werkes  (S.  3—109;  entlialten  waren,  so  kann  und  tnuss  von  diesem  Punkte 
an  unser  Keferat  sich  kurx  fassen.  Ein  Auszug  aus  derif  ssweiteu  Bncbo 
„Pascar»  Polemik"  (S.  113 — 344)  würde  entweder  zu  einem  grossen  Auf- 
satze anschwellen  oder  gar  su  dürftig  und  farblos  erscheinen.  Wir  ver- 
weisen weit  lieber  unsere  Leser  auf  den  hier  genannten  Abschnitt  selbst. 
Mit  gleicher  Kürze  gehen  wir  liber  das  dritte  und  letzte  Buch  „Pascal's 
Niederlage**  (S.  347 — 462)  hinweg.  Nicht  als  ob  dasselbe  einen  Auszug 
nicht  zuliesse  oder  nicht  verdiene,  aber  hier  schwimmen  Biographie  und 
dogmatische  Kritik  so  seiir  ineinander  über,  das  wir  darauf  verzichten, 
uns  den  Vorwnrf  des  Urtheil»  über  Dini;e  ,  die  wir  selbst  ebpn  erst  kennen 
gelernt  haben,  zuzuziehen.  Wir  wollen  nur,  um  unserer  kurzen  Biographie 
Pascal'a  eine  Art  von  Abschluss  zu  geben,  die  üatt'n  einiger  Begeben- 
heiten feststellen. 

Die  ProvinKialbriofe  erscheinen  vom  23.  Januar  lÜöO  au  bis  zum  24.  Fe- 
bruar 1Ö57.  Zwischen  den  5.  uu4  Ö.  ürief  lullt  auf  den  24.  Februar  16ä(i  das 
Wunder  vom  heiligen  Dom,  welches  Herrn  Dreydorff  den  Anlass  zu 
einer  vortrefflichen  Abschweifung  über  Wunderglaube  und  UlythenbiUlung 
(S.  357 — 384,  besonders  S.  .301)  gegeben  hat.  Eutgegiumgen  der  Jesuiten, 
besonders  die  gelangeoe  Flugschrift  Rabat -Joye  des  Jansrnistes  öönet 
Pascal  die  Augen  über  die  tb^tsüchlicbe  Situntion  (S.  385).  Er  sieht  sich 
im  Eifer  de»  Gefechtes  m  eitt»r  geführt,  als  es  ihm  lieb  ist»  er  nnias  sich 
selbst  gegen  den  Vorwurf  der  Ketzerei  vertbeidigen  oder  in  oflenen  Bruch 
zur  katholischen  Kirche  treten.  Letzteio»  kann  Pascal  nicht  mit  seinem 
Gewis.'jen  vereinigen,  denn  für  ihn  gilt  genau  dasselbe,  was  wir  bei  anderer 
Gelegenheit  von  G  n  I  i  1  e  i  zu  behaupten  Anlas«  nahmen.  Er  kann  unter  Um- 
standen dem  Papste  gegenUbertreten ,  aber  ,,er  beklagt,  dass  er  sich  xwi- 
schen  Gutt  und  dem  Papst  jHehe"  (Ö.  403)  .  er  bleibt  dabei  gnter  Katholik, 
er  will  es  wenigstens  bleiben.  Dieser  innere  Kampf  reibt  den  durch  lange 
Kränklichkeit,  durch  abschwächende  Bussübungen,  durch  nngestr«"ngte 
Geistesarbeit  geschwächteu  Körper  vollends  auf.  Die  ,, Gedanken",  welche 
in  dem  Jahre  1658  entstanden  sind,,  zeigen  in  ihrer  aphoristischen  Gestalt 
die  Unmöglichkeit  einer  ununterbrochenen  n^gelniMssigeo  Thätigkeit.  Viel 
leicht  dürfen  wir  auch  annehmen,  dass  sich  Pascal's  ein  wenn  auch  un- 
bewusster  Widerwille  gegen  Theologie  und  damit  zusnmmenhÄngender 
schriftstellerischer  Thütigkeit  bemächtigt  hatte,  denn  aus  der  Cycloiden- 
untersuchung,  deren  Datum  durch  das  F^reisausschreibeu  vom  Juni  1658 
festgestellt  ist,  wie  aus  den  daran  anknüpfenden  Veröffentlichungen  vom 
Januar  ltJ50  strahlt  das  geistig»'  Bild  de.«»  Verfassers  in  alter  Helle  hervor. 
Es  i0t  derselbe  klare  Gedankengang,  derbelbe  Reichthum  der  Ideen,   wie 
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in  deu  Arbeiten  der  früheren  Jahre;  nur  der  Charakter  iät  verbittert,  die 
Polemik,  welche  gegen  Torricelli  nnd  gegen  den  Paler  Lalloa^re  ge- 
führt U'iid,  ist  persönlicher,  als  wir  es  von  Pascal  gewohnt  sind.  Diese 
VerÖffentlieliung  ist  die  letzte,  zu  welcher  Pascal  sich  bekannte,  das  vot* 
[letzte  Schriftstück,  welches  wir  überhaupt  v<mi  ihm  besitzen. 

Eiuen  Brief  nämlich  hat  er  sicherlich  noch  geschrieben,  an   Sty\ 
Inhalt,  an  Ernst  und  Begeisterung  des  Verfassers  der  Provinzialbriefe 
[der  Gedanken  gleich  würdigj    aber   er  hat  ihn  nicht  unterschrieben.     Er 
begnügte  sich,  der  ungenannte  SecretSr  zu  bleiben  und  Ehre  wie  Verant- 
wortlichkeit seiner  Schwester  Jaqneline  zu  überlassen.  Jaqnel  ine,  dma 
nngeniessbare  Geschöpf,  wie  wir  sie  mit  Herrn  Dreydorff  (S.  25)  in  ihr«r 
,  Jugend  nennen  müssen ,  hatte  sich  im  Laufe  der  Jahre  zur  Glaubensholdin 
[entwickelt.     Am  8.  Juni  ItJÖl   erschien  ein  Formular,  durch  dessen  Unter- 
schrift von  Seiten  aller  Diener  und  Dienennneu   der  Kirche  der  dogma- 
^tische  Streit  endgiltig  geschlichtet  werden  sollte.  Geschlichtet!   Das  beigst, 
der  janstjnistischen  Partei  war  geradezu  befohlen,  ihre  Meinung  aufzugeben, 
ihre  Führer  zu  verleugnen ,  oder  aber  bei  der  Unterschrift  des  Hilfsmittels 
L  jesuitischer  Moralisten  des  heimlichen  Hückitaltes  sich  zu  bedienen.    Gegen 
[Beides  empörte  sich  Pascal 's   Stolz   und   Gewisäen.     ihm   selbst    wurde 
[freilich  die  Unterschrift  nicht  abverlangt,  wohl  aber  seiner  Schwester  aU 
Jonne,  und  ihr  theilte  er  seine  Ansichten,  seine  Entrüstung  mit.    Jaqae- 
line,  in  dem  freudigen  Vorgefühle  eines  erwünschten  Märtjrthums,  ricb- 
[tet  den  von  ihrem  Bruder  vorgeschriebenen  Protest  an  eine   der  Xonneo 
[von  Potlrojal,     Die  Bemühung  war  vergeblich.     Am  22.  Juni  nnterzcich- 
Lneten  die  Nonnen  das  Formular  und  auch  Jaqnel  ine  musste  diesen  Act 
[der  Untreue  an  sich  selbst  vollziehen,     Ihr   Herz   brach.     Sie  starb    den 
N.  October  desselben  Jahres.     Zehn  Monate  später  folgte  ihr  der  Brnder  M 
in  das  Grab.     Blaise  Pascal  starb  den  19.  August  1662.  ™ 

Unter   vielen  Fragen ,   welche    an   die   Ereignisse    von   1661    eich    «n- 
[ knüpfen,  ragt  diejenige  hervor,  welche  Herr  Dreydorff  schon  S.  321  Äof-  fl 
[wirft,  wer  der  consequentero  Vertreter  seiner  Richtung  genannt  za  werden  ^ 
[.verdient,  der  Verweigerer  der  Unterschrift  oder  der  sie  leistete?    Er  sieht 
reich  veranlasst,  den  Letzteren  als  den  Folgerichtigeren  anzuerkennen:  se 
[lange  die  Jausenisten  innerhalb  des  Katholicismus  bleiben  wollten,  inuss- 
'  ten  sie  sich  schliesslich  unterwerfen.     Doch  fast  liessen  wir  uns  verleiten, 
hier  den  theologischen  Kern  näher  zu  berühren,   und   das  wollen  wir  j« 
nicht!     Wir  verweisen  also  wiederholt  auf  das  hiermit  besprochene  Buch, 
lans  welchem  wir  selbst  so  Vieles  gelernt  haben,  zur  Erläuterung  aller  die- 
ser Schwierigkeiten.     Wir  dürfen  vielleicht  andererseits  hoffen,  dass  unser 
[Heferat  einiges  Material    zur   Lösung    anderer   Schwierigkeiten   enthalte, 
I  welche  nach  unserer  Meinung  wenigsten»  bisher  nicht  genügend  nberwao- 
|den  worden  sind.  Cantor. 
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StndioQ  Über  höhere  Geodäsie  von  Dr.  C.  Bremiker.    Bertin  1869.    Weid- 
männische Bucbliandlöng.    gr.  8. 

Schon  im  Jahre  185Ö  hat  sich  der  Herr  Verfasser  io  einer  in  Jen  Astro- 
nomischcD  Nachrichten  iS.  1022  abgpi^ruckten  Abhandlung  damit  bpschÄf- 
tlgt,  diejenigen  Aufgaben  der  Geodäsie,  welche  man  nach  dem  Vorgange 
von  Legendrc  und  Anderen  mittelst  fiphJtroidischer  Trigonometrie  zu 
lösen  gewöhnt  ist,  in  möglichst  elementarer  Weise  mit  Umgehung  der  die- 
sen Problemen  von  Hans  aus  fremden  geodätiscben  Linie  zu  lösen.  In- 
zwischen ist  es  ibm  gelungen,  den  Relationen  für  den  Uebergang  von  einer 
astronomisch  bestimmten  Station  eines  geodätischen  Dreiecksnetzes  zu 
einer  anderen  beliebig  weit  entfernten  eine  grössere  Durchbildung  zu  ge- 
ben, und  wir  finden  sie  in  vorliegender  Schrift  völlig  streng  in  geschlosse- 
ner und  Ä«r  Reclinung  geeigneter  Form  aufgestellt  und  durch  Beispiele  er- 
läutert. Wir  können  uns  der  Ansicht  des  Herrn  Verfassers,  dem  oft  be- 
handelten Problem  eine  für  die  Praxis  erwünschte  durchsichtige,  und  be- 
queme Lösung  gegeben  zu  haben,  vollständig  und  um  so  mehr  anschliessen, 
als  derselbe  seine  grosse  Einsicht  in  die  Anforderungen  der  rechnenden 
Astronomie  und  Geodäsie  anderweit  genogsam  bethätigt  hat.  Konnten  wir 
uns  auch  nicht  allenthalben  mit  den  gegebenen  Au-seinandersetzungon  ein- 
verstanden erklären,  so  betraf  dies  doch  immer  nur  mehr  die  Hauptaufgabe 
der  Studien  des  Herrn  Verfassers  nicht  wesentlich  angehende  Punkte. 

In  der  Einleitung  wird  insbesondere  nachzuweisen  versucht,  dass  die 
geodätische  Linie  nicht  nothweudig  in  die  Geodäsie  gehöre  und  ihr  Name 
auch  viel  richtiger  der  als  Feldlinie  benannten  und  den  geodätischen  Mes- 
sungen mehr  entsprechenden  Cnrve  gebühre.  Diese  letztere,  aufweiche 
(ohne  jedoch  einen  Namen  einzuführen)  bereits  1867  Herr  von  Andrae 
im  ersten  Bande  der  dänischen  Gradtnessnng  aufmerksam  gemacht  hat,  ist 
cbarakterisirt  durch  die  Eigenschaft ,  Jass  in  jedem  ihrer  Paukte  die  die 
Curve  tangirende  Norraalebenc  der  krummen  Fläche  auch  die  beiden  End 
punkte  der  Curve  enthält.  Der  Herr  Verfasser  weist  auch  noch  auf  andere 
als  Hilfslinien  auf  dem  Sphäroid  verwendbare  Curven  hin,  untersucht  in- 
dessen nur  die  Feldlinie  und  die  beiden  sie  einhüllenden  Vcrticalschnitte 
in  einem  letzten  Abschnitte  des  Werkebens  etwas  eingehender.  Diese  drei 
Curven  sollen  vor  allen  anderen  den  geodätischen  Messungen  entsprechen 
und  hinsichtlich  der  Winkelmessungen  müssen  wir  dem  beistimmen.  Dass 
das  Abstecken  einer  sogenannten  Geraden  auf  einer  krummen  Fläche  aber 
auch  in  einer  geodätiscben  Linie  erfolgen  kann,  geht  aus  deren  Eigen- 
thümlrchkeit  hervor,  wonach  jedes  Linienelement  als  die  Projection  der 
Verlängerung  eines  der  beiden  benachbarten  auf  die  krumme  Fläche  auf- 
gefasst  werden  kann.  Bedenken  wir  ferner,  dass  die  geodätische  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  auch  für  irgend  zwei  andere  ihrer  Punkte  geodä- 
tische Linie   ist,   die   Feldlinic  eine  entsprechende  olegante   Eigensch- 


nicht  bat,  und  er\vägen  wir  nocli,  Anss  atir  Theorie  der  geodätischen  Linie 
nur  die  Kennlniss  der  roefficicnlen  des  Linienelementes  erforderlich  ist 
(was  von  Herrn  Weingarten  in  den  Astronomißchen  NÄchrichten  1733  nnd 
1782  hnh  Nene  in  Erinnernng  gebrnclit,  aber  zuerst  von  Ganss  hervor- 
gehoben wurde),  so  möchten  wir  der  geodätischen  Linie  und  nicht  der 
Feldlinie  den  Vorrang  einräumen. 

Die  snccessive  Berechnung  der  Längen  und  Breiten ,  wie  der  Axinaate 
der  Stationen  eines  beobachteten  trigonometrischen  Netzes  bedarf  indessen 
der  Üintsunnbrne  einer  IJitfsliuie  auf  der  krummen  Fläche  gar  nicht;  die 
gegebenen  Formeln  beweisen,  dass  die  Kednction  lauf  daa  Sebnendreieck 
und  die  weitere  Rechnung  mit  den  Sehnen  ganz  vortheilhaft  ist;  doch  wird 
vorgeschlagen^  erstere  im  Fulle  beobachteter  Dreiecke  durch  die  Keduc- 
tion  der  die  Punkte  i^rbindenden  Cnrven  auf  die  zugebörende  Sehne  »a 
ersetzen,  welcher  nun  freilich  wieder  zur  Ermittelung  der  Curvenlfingen 
eine  Rechnung  auf  dem  Sphäroide  voracisgehen  mu«s ,  die  sich  jedoch  für 
so  kleine  Dreiecke  bekanntlich  ganz  bequem  anstellen  lässt  und  wobei  die 
Frage,  oh  als  Curve  geodätische  Linie,  Feldlinie  oder  Verticalschnitt  za 
wäblen  sei,  wogen  der  hier  nur  unmerklichen  Längenverschiedenheit  der 
genannten  bedeutungslos  wird.  Die  Genauigkeit  der  Formeln  ist  schon  für 
siebenstellige  Logarithmen  so  gross,  dass  die  berechneten  Unterschiede 
der  astronomischen  Coordinalen  von  der  Schärfe  der  geodätischen  Messung 
nichts  verloren  geben  lassen.  Die  von  Punkt  zu  Punkt  fortschreitende 
Rechnung  führt  auch  zu  den  entfernten  Punkten  des  Netzes,  ohne  dass 
mau  nöthig  hätte,  diese  mit  dem  Anfangspunkte  direct  zu  verbinden.  Dias 
würde  nur  Sinn  haben,  wenn  von  sahireichen  Ucbergaugspunkten  keiner 
astronomisch  bestimmt  worden  wäre^  Die  Angabe  der  aaf  dem  Spharoid 
gemessenen  und  bekanntlich  von  dessen  Dimensionen -ziemlich  unabhängi- 
gen kürzesten  Entfernung  der  beiden  astronomisch  bestimmten  Stationen 
böte  dann  allerdiugs  den  Vonheil,  in  gedrängter  Weise  die  Messungsresul- 
tate zusammen  zu  fassen.  Nehmen  wir  nun  mit  dem  Verfasser  aber  zahl« 
reiche  astronomische  Stationen  an,  .so  erhalten  wir  durch  V^ergleichung  der 
Messungen  und  Ueclmungen  Gleichungen  zur  Ermittelung  einer  möglichst 
anschliessenden  miilleien  Erd<^berÜäche,  etwa  eines  oscillireudeu  Sphä- 
roides.  Das  hierbei  einznscblagende  Ansgleichuugsverfahren  wird  durch 
allgemeine  Gleichungen  erläutert. 

Hierbei  kommt  dnr  Herr  Verfasser  auch  auf  die  Definition  einer  Me- 
ridianebene und  auf  die  Lothstürnngen  zu  ffprechen.  Diese  sind  die  Ab» 
weichnngen  der  wahren  Lothrichtung  von  der  Lothrichtnng  der  mittleren 
pingeschmiegten  Oberfläche.  Sie  äassern  sich  als  Störung  in  Breite  und 
iiänge,  und  wie  uns  eine  leichte  Rechnung  zeigte,  auch  Astronomisch© 
Nnchrichtcn  1245  von  General  T.  F.  Schubert  angegeben  worden  ist, 
DJcht  minder  in  Azimnt,   wofür  sie  dem  Product  ans  Längenstörnng  und 
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Sinns  der  gpo^rnphischen  Breite  gleicli  wird*.  Nach  Herrn  Ür.  Bremi- 
ker^s  nicht  wi^.iter  durch  Hechntmg  begriindeter  Meinun»  ist  der  Rinfluss 
der  Lotlistörung  auf  Azimut  nlior  gonan  fo  «u  vern.ichlHssigen,  wie  der- 
jenige auf  die  Horizontnlwinkel ,  «ud  er  motivirt  dies  durcli  den  Satz,  dass 
gestörte  ond  ungestörte  MeridinnebenR  sich  im  Polo  schneiden  (S.  8),  ftn 
welchem  anch  wir  nichts  auszusetzen  haben,  dem  der  Herr  Verfft^ser  iodeas 
S.  23  selh.st  nicht  treu  bleibt,  indem  er  dort  die  ungestörte  Meridianebene 
allgemein  durch  Normale  und  einen  nicbt  näher  fixirten  Coordinatenanfang 
legt,  welclipß  letztere  Verfahren  durchaus  niidit  gebilligt  werden  kann. 

Ungestört  bleiben  ausser  den  Horizontnlwinkeln  nur  alle  Winkel  sswi- 
Bcben  der  Polrichtung  und  beliebigen  Objecten,  woraus  freib'ch  die  Geo- 
dSsie  keinen  Nutzen  zn  ziehen  vermag»  da  hier  die  Normale  eben  ganz 
ausser  Betracht  bleibt.  Geometrische  Nivellements  ferner  geben  immer 
den  wahren  Höhenunterschied  (enthalte»  also  die  ganze  Störung),  wenn 
nur  die  Distanzen  angemessen  klein  genommen  werden.  Nimmt  man  sie 
ab^r  grösser  als  einige  Hundert  Meter,  so  würde  man  schon  eiripu  kleinen 
Einflnss  einer  rein  ellipsoidischen  Gestalt  der  Erde  verspüren  können.  Die 
über  grössere  Entfernungen  bewirkten  trigonometrischen  Nivellements  ent- 
halten die  Lothatörungen  in  anderer  Form  als  die  geometrischen,  und  bei 
genauerer  Keuiitniss  der  Strahlenbrechung  würden  aus  der  Vorbindniig 
geometrischer  und  gegenseitiger  trigonometrischer  Nivellements  eben- 
falls Gleichungen  für  die  LothstÖrung  rcsultiren ,  die  Jedoch  ausser  der 
Erilfernung  der  Stationen  auch  noch  die  Erhebung  der  wahren  (gestörten) 
Obertiache  über  die  mittlere  enthalten  werden  uud  znr  Berechnung  der- 
selben bei  bekannten  Lothatörungen  dipnen  könnten.  Wenn  also  S.  7  ge- 
sagt wird,  dasB  ein  auf  verschiedenen  Wegen  in  sich  zurückkehrendes  tri- 
gonometrisches Nivellement  nicht  noihwendig  Null  als  Höhenunterschied 
ergeben  müsse,  so  unterliegt  dies  keinem  Zweifel,  olme  «Inss  man  deshalb 
üi*iCon(inuitnten ,  wie  der  Herr  Verfasser,  vnrauszn.setzen  braucht. 

Die  Fornreln  für  Breiten-,  Lffngen-  und  AzimutalunterBchiede,  zuerst 
allgemein  auf;; f»8 teilt,  werden  mit  Uücksicbt  auf  Beesors  Erdsphüroid  spe- 
cialiairt  und  dazu  drei  liilfstafeln  beigegeben,  die  jedem  llechner  will- 
kommen sein  werden.  Die  erste  Tafel  gewährt  in  einfacher  Weise  die 
schärfste  Berechnung  des  Untersidiieds  von  geograpluscher  uud  reducirler 
Breite;  die  zweite  gicbt  die  Krümmungsradien  in  verschiedenen  Azimuten 
unter  verschiedenen  Breiten  und  erleichtert  die  Berechnung  der  zur  Reduo- 
tion  auf  das  Sehuendreieck  nothwendigen  Depressionen  der  Sehnen  unter 
den  Ortshorizont.  Die  dritte  Tafel  endlich  dient  zur  KedoctJon  von  Bogen 
Auf  Sehne. 

Für  kürzere  Entfernungen  scheint  es  nns  etwas  genauer  zu  sein,  als 


*    In  recht  klarer  Weise  behandelt  diesen  Gegenstand  dab  1858  erschienen 
Werk:  „Ordnance  Survei/**  von  Obcratlieatenaot  H.  Jarae»,  pag.  600  seq. 
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wie  ea  S.  40  eatwickelt  ist,  besser  beide  DepressioDswinkel  eioer  Sebne 
gleicb  gross  aDznnehmen,  indem  man  sie  mit  dem  ftritbmetischen  Mitte]  der 
Sossersten  Krümmungen  berechnet  und  nicbt  diese  einzeln  zur  Bostimmoog 
der  respectiven  Depressionen  zu  benutzen.  Dafür  sprecben  auch  schon  die 
Beispiele  S.  56^58. 

Noch  könnte  man  erinnern,  dass  in  dem  grösseren  Beispiele  immer 
von  einem  Dreiecke  und  S.  43  seq.  auch  vom  sphärischen  Excess  eines  «ol- 
cben  die  Bede  ist,  ohne  dass  man  recht  weiss,  wo  ein  solches  %n  suchen  iaL  | 
Die  aus  den  sechs  VerticalschnJttfn  gebildete  dreieckige  Figur  ist  kein 
Dreieck  im  gewöhnlichen  Sinne  und  hat  noch  viel  weniger  einen  sphäri- 
schen Excess. 

Am  Ende  der  Abhandlung  stellt  der  Herr  Verfasser  in  Aussicht,  die 
zum  Abschlüsse  des  Ganzen  fehlenden  DifTerentialformeln  vielleicht,  weon 
es  seine  Berufsgescbafie  gestatten  würden,  nachzuliefern  und  wir  wünschen 
im  Interesse  der  Sache ,  dass  dieser  Zeitpunkt  recht  bald  eintreten  möge, 
nm  damit  den  Schritt  zu  einer  wesentlichen  Bereicherung  der  praktischeu 
[Geodäsie  vollendet  zu  sehen. 

Sternwarte  Hamburg,  im  Januar  1870. 

F.  R.  Helmert. 
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Recensioiien. 

Sie  partiellen  Bifferential^leichungen  and  deren  Anwendong  anf  pliyslka* 

liBche  Fragen.     Vorlesungen    von  B.  IIicmann.     Für  den  Druck 

beÄrheitet  nnd   herausgegeben    von    K,    Hattendorff.      Braun- 

scbweig,  Fr.  Vieweg  »^  Sohn. 

Rietnano  Imt  als  Lehrer  der  Göttioger  Hochschule  vorzüglich  über 

folgende  Gegenstände  gelesen: 

1,  über  Abel' sehe  Functionen; 

2.  über  pardt'IIe    Differentialgleichongen   und   deren  Anwendong 
auf  Physik , 


3.  über  die  mathematische  Theorie  der  Schwere,  des  Magnetismus 
und  der  Elektricitat.* 

Da  Riemrtnn  selbst  nur  WVnjges  von  seinen  mathematigchen  Unter- 
suchungen vernfFentlichte,  so  traten  bei  dessen  Lebzeiten  schon  ein  Paar 
von  seinen  Scliiilern ,  Prytn  um!  Roeli,  nachiJen»  ilmen  die  Erlnubniss  des 
Meisters  bereitwilligst  erthcÜt,  mit  Arbeiten  d«'s  Lehrers  über  den  ersten 
Gegenstand  hervor.  —  Auch  schon  zwei  Jahre  vor  Riemann's  zu  frühem 
Tode  veröffentlichtp  Durege»  gestützt  auf  R  i  em  ann's  Arbeiten,  ,,d(e 
Klenienle  der  Theorie  der  Fmnclionrn  einer  complexen  veränderlichen 
Grösse".  Die  beiden  folgenden  Jahre  I8Ö5  und  1800  haben  uns  noch  Arbei- 
ten über  A  bei 'sehe  Functionen  gebracht.  Ich  erinnere  an  Netxmann's  Ar- 
beiten nnd  an  die  von  Clebscb  nnd  Gordan.  Auch  diese  Arbeiten  ver- 
danken znm  Theil  fast  ganz,  zum  Tli^il  weniger  den  Untersuchungen  Rie- 
inann's  ihre  Entstehung. 

Da  Kiemann's  Arbeiten  auf  dem  ersten  Gebiete  geradezu  epoche- 
machend gewesen  «ind ,  so  lässt  sich  wohl  mit  Recht  erwarten,  dass  das  ma- 
thematisch** Publikum  begierig  sein  wird,  Riemann's  Vorlesungen  über 
den  zweiten  nnd  dritten  Gegenstand  kennen  zu  lernen.  JJerr  Hatten* 
dorff,  ein  Schüler  Rieniann*s,  hat  neuerdings,  mit  Erlaubniss  der  Frau 
Professor  Riemann,  die  nachgelassenen  Pnpi*»re  des  grossen  Mathema- 
tikers   benutzend,   die  Vorlesungen    über  partielle  Differentialgleichungeu 


♦  Wie  ich  höre,  worden  nilchstena  auch  Ri  e  man  o 's  Vorlemingen  über  diesen 
dritten  Gegeobtund  von  einem  seiner  Schüler  veröffentlicht  werden. 

UlermurUff.  d.  ZeiUehr.  f.  M»»h.  u.  Phy».  XV,  »  ^ 


Berausgegeben.  Ich  habe  mir  nur  aar  Aufgabe  gesetzt,  dem  goelirten  Ifeser 
dieser  Zeilscbrift  kurz  vorzuführen,  was  Herr  Hattendorf f  in  seinem 
Buche  bietPt,  und  ausserdem  habe  ich  eint^rseits  zu  zeigen  nnternomnieD, 
ob  derselbe  wiederglebt,  was  Kiemauu  in  den  letzten  Jahren  seinen  Zu- 
hörern vorgeführt  hat,  und  andererseits,  wie  der  Herr  Herausgeber  sie 
dieser  Aufgabe  entledigt. 


1 


Zur  Orientirung  des  geehrten  Lesers  halle  ich  es  für  nothwemlig,  den 
grössten   Theil   der  Vorrede   des  Herrn   Herausgebers   wr.rtlich   wiederzu-^ 
geben.    Die  Vorrede  lautet:  H 

„Die  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichungen,  welche  ich 
hiermtt  der  Oeffentlichkeit  übergebe»  sind  von  Kiemann  wahrend  sei- 
ner akademischen  Thätigkeit  in  Göttingon  gehalten,  und  zwar  im  Winter 
1854/55,  im  Winter  1860/61  und  im  Sommer  1862.  Ueher  den  gr&sateu 
Thell  derselben  findet  sieb  neben  einer  Reihe  kürzerer  Notizen  eine  «n- 
sammenhjingoude  Ausarbeitung  von  Riejnann'H  eigener  Hand  vor. 
Dieselbe  ist  allerdings  in  der  Form ,  in  welcher  sie  vorliegt ,  nicht  «ur 
Veröffentlichung  bestimmt  gowosen.  Man  hat  «ie  vielmehr  als  sorgfältige 
Vorbereitung  für  den  mdndliclien  Vortrug  anznsoben.  Darnach  würde 
man  durchaus  gegen  Riemann's  Absicht  gehandelt  haben,  wenn  man 
seine  Ausarbeitung  wörtlich  hätte  zum  Abdruck  bringen  wollen.  Doch 
ist  dieselbe  llir  die  Herausgabe  von  grosser  Wicbtigkeit,  insofern  der  Ge* 
dankengang  und  die  Entwickelung  der  Formeln  fast  durchweg  beibehal- 
ten werden  konnte  und  musste.  Dass  ich  bei  der  Redaction  mir  freie 
Hand  gehallen  habe,  rechne  ich  mir  nicht  als  besonderes  Verdienst  an, 
aber  ich  muss  es  erwHhnen ,  weil  in  diwer  Bezieliung  ich  allein  die  Ver- 
antwortung zu  tragen  habe.  Die  Einleitung  ist  würllich  abgedruckt.  Sie 
trägt  im  Manuscripto  die  Bezeichnung:  Michaelis  1854.  Die  zusammen- 
hängende Bearbeitung  enlhalt  von  dieser  Einleitung  nur  den  ersten  Sat« 
und  fängt  dann  sofort  mit  den  bestimmten  Integralen  (§  2)  an. 

,,Aasser  Ricmann^s  eigenem  Manuscripte  habe  ich  die  in  der  Win- 
tervorlesong  1800/61  von  mir  gemacbten  Aufzoicbnungen  und  das  darnach 
ausgearbeitete  Heft  zu  Grunde  gelegt,  Diese  enthalten,  was  Gedanken- 
gang und  Formeln  betriß't,  da3selbe,  wie  das  Manuscript;  sie  gehen  aber 
an  verschiedenen  Stellen  über  den  Inhalt  des  letzteren  hinaus.  So  sind 
die  §§  30  bis  40  etwas  ausführlicher  behandelt,  als  in  Rieniann's  Hand- 
schrift. Die  §§  71  bis  73,  70  bis  07,  101,  107  bis  113  sind  in  der  Winter- 
vorlesniig  1800/61  nen  hinzugekommeo.  Am  Schlüsse  des  Semesters  hat 
Riemaun  auch  noch  die  Bewegung  eines  Ringes  in  einer  unendlicheti 
Flüssigkeit,  analog  der  D i rieh  let' scheu  Aufgabe  von  der  Kugel,  be- 
handelt. Er  hat  sich  jedoch  darauf  beschränkt,  in  die  partielle  Diffe- 
renlinlgleichung  Ringcoordinaten  einzuführen  und  für  die  Lösnng  den 
Weg  im  Grossen  vorzuschreiben.    Bei  der  Durchführung  der  Rechnung 


I 


( 

I 

I 


bleibt  mir  uoch  ein  Punkt  aufziiklfiren,  und  ich  inöclite  dejshftlb  das  Pro- 
blem für  eine  besondere  Bearbeitung  vorbehalten/* 

In  der  Einleitung  «ind  einige  gfescliichtliehn  Data  über  mathemfttische 
Physik  gegcbrn  nnd  darntif  wird  auf  den  grossen  Werth  hingewiesen^  den 
die  partiellen  Differeiitialglejcljungpn  für  diese  Wissenschaft  haben. 

Es  folgt  alsdann  der  erste  AbKchiiitt  mit  der  Ueberschrift :  „Bestiramle 
IntPgrale".  Nachdem  der  Begritl*  der  Stetigkeit  einer  Function  festgestellt, 
wird  erläutert,  w^s  ein  einfaches,  beHtimmtes Integral  ist.  Dann  werden  die 
Eigenschaften  des  beatiromlen  Integrals  besprochen  und  ea  wird  festgesetzt, 
was  man  unter  einem  behtiiimiten  Integrale  zu  versteiien  hat,  wenn  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  für  einen  Wertl»  der  Variabein,  der 
zwischen  den  Grenasen  des  Integrals  liegt,  unendlich  wird.  Und  nun  wird 
zuletzt  noch  der  Fall  erledigt,  wenn  die  Grenzen  unendlich  wiu'don. 

Dann  fol^t  das  bestimmte  Dnppeliategral,  die  llerleitung  de«  Wertbes 
des  bestimmten  Integrals  ans  dem  des  uubestimmten ,  und  ferner  die  Be- 
nutzung des  Doppelintegrals,  urn  den  Wert li  eine«  bestimmten,  einfachen 
Integrals  zu  ermitteln,  wenn  man  den  des  unbestimmten  nicht  linden  kann. 
Beispiel: 


I dx. 


Dann  werden  nocli  einige  andere  bestimmte  Integrale  behandelt,    die  für 
die  späteren  Untersuchunger.  von  Wichtigkeit  sin<l.    Dahin  gehören: 


yv. 


~"'  cosbxdx     nnd 


/  i--'*'sii 


sin  hx  dxy 


CD  <X) 

■ — dtj      und       I     cos  yif  dy . 

y  J     y       ' 

u  o 

OD  X 

/x  sin  bx  -f-  A  cos  bx     ,  j      /        ,-«  _, 
. .  T    T-  ^ ^ ^^    nnd      1   c—-^  dx 


and 


/ 


p—o'^  cos  ß.r  d  X, 


Nachdem  der  Wertb  des  letzten  Integrals 


abgeleitet,   sagt  der  Herausgeber:    ,,Der   Werth  ß  unterliegt  keiner  Be* 


/ 
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schrHokuDg;    aber  y  H.   ist  positiv  zu  nehmen.'*     Ebenso  scbreibt  der  Be- 
'      et 

arbeiter  früber,  nacbdem  derselbe  die  Gleicbnng  gefunden 

X 

0 
„Hier  ist  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen.'*     Der  Leh- 
rer dagegen  hat  die  Bemerkung  gemacht: 

„Die  Gleichungen    sind    nur    so   lange   giltig,     al«   u   eine 
reelle,  positive  Grösse  ist.*' 

Dass  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen,    ist  schon 
früher,  bei  der  Gleichung 

0 
aus  welcher  die  vorige  abgeleitet,  ausdrücklich  bemerkt  worden. 

Der  zweite  Abschnitt  handelt  von  den  unendlichen  Reihen.  Zuerst 
wird  definirt,  wann  eine  unendliche  Reiho  convergent  genannt  wird.  Dann 
werden  die  convergenten  Reihen  in  zwei  Classen  getheilt,  in  Reihen,  die 
nur  positive  Glieder  enthalten,  und  in  solche,  die  aus  positiven  und  nega- 
tiven bestehen. 

•>  Darauf  folgt  die  Untersuchung  der  Reihe  • 

a,  sin  X  -1-  a,  sin  2a:  -|-  «,  *m  3  j:  -f- . . .  =  /" (x) , 
nachdem  auf  die  Geschichte  dieser  Reihe  aufmerksam  gemacht  ist.     Zu- 
nächst   wird    die    Summe   der   n — l^*"  Glieder  dieser  obigen  Reihe  her- 
geleitet und  darauf  der  Grenz werth  dieser  Summe  bestimmt  für  den  Fall, 
dass  n  =  (X>  und  unter  der  Bedingung,  dass 

0  <  a-  <  TT. 

Der  Herausgeber  leitet  hierauf  aus  der  Sinus-  die  Cosinusreibe  ab, 
indem  derselbe  in  der  obigen  Gleichung  statt  f(x) 

2f(x)sinx 
schreibt.    Dadurch  geht  der  Werth  von  a„  über  in 

n 


2    r 

t=^  „     #2  /■(«)  .  sin  tt  .  sin  ma  .da. 


0 
Der  Bearbeiter  führt  nun  eine  Grösse  durch  die  Gleichung  ein 

3C 


**-!// 


f{a)  cos  ha.  da 

Ö 
und  gewinnt  die  Beziehung 


Mit  Hilfe  dieser  BeziehuDg  wird  alsdann  die  Gleiclmng  gewonufn 
f  {pß)  =s  \h(^-\-b^  cos  X  -\-  bj  cos  i  x  -{-  .,,-\-  h^  cos  m  jc  -\-... 
Di«i,e  Coüinasreihe  wird  oun  auf  das  Beispiel 

Hiigewauilt   und  es  wird  dabei  erwahut,   dass  diese  Gleichung  aucli  dann 
noch  gütig  ibt,  weiiu 

;c  =  0  und  wenn  x  =  t. 

Früher  ibt  vou  dem  Herrn  Boarbeiter  bemerkt: 

, .Vorläufig  notiren  wir  alüo  als  Giltigkeitaintervall  der  (Cosinus-)  Reihe 

Hier  mnss  ich  bemerken,  datts  Riemaun  den  vom  Herrn  Herausgeber  rer- 
folgten  Weg  nicht  eiugescJilagen  hat.  Riomanh  nahm  an,  dasa  f{x)  eine 
periodische  Function  i»ei ,  deren  Wertb  sich  nicht  «ndere,  wenn  x  sich  um 
ganze  Vielfache  von  2n  ändere,  Kii^mann  setzte  alüdaiui  die  Form 
«,  sin  a  -{-  fi,  sin  2  u  -\-  . .  . -\-  a„  sin  m  . 
e  -\-  /',  ras  .r  -j-  b^  cos  2  ;r  -f*  •  .  +  /'m  cos  m  . 
die  Geachichtf  dieüiT  Reihe  erwähnend,  voraus.  Nachdem  die  Werthe  vou 
flfwi  ifm  ttwd  c  behtiiiimt  waren,  wurde  darauf  hingewiesen,  dasa  unter  gowis- 
Ben  Bedingungen  ciue  Function  sich  allein  durch  eine  Sinus-  oder  auch 
durcli  eine  Cosittusreihe  darstellen  lasse. 

Ich  giaube,  es  wäre  wuld  am  Platze  gewesen,  wenn  Herr  Hatte n- 
dorff  in  der  Vorrede  auseinandergesetat  hatte,  welcher  durchaus  triftige 
Grund  ihn  bewogon,  von  dem  Gange,  den  der  Lehrer  beim  Vortrage  ein- 
geschlagen, hier  abzuweichen. 

Bevor  die  Summation  der  Fouri  er 'sehen  Reihe  vorgenommen,  wird 
nun  bewiesen,  dass 

b 


i.r  +  ...    ( 


a^\ 


und 


47) 


/,  sinhß     .^ 


sin  ß 


Auf  einen  Theil  des  Beweises,  den  Scbluss  desselben,  musg  ich  den 
geehrten  Leser  besondfrs  aufmerksam!  mnchen.  Dieser  Fall  ist  der,  wenn 
f[ß)  unendlich  wird  für  einen  Werth  von  /J,  der  zwischen  c  and  h  liegt. 
Der  Herausgeber  sagf.  auf  Seite  74  flgg.  wörtlich: 

,, Endlich  ist  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen ,  dftss  für  einen 
Werth  c,  der  Variabein,  der  zwischen  c  und  b  liegt,  der  Funetionswerth 
/•(c,)s=sQD  wird,  während  er  für  beliebig  nahe  an  e,  gelegene  Werthe 
von  ß  endlich  bleibt.    Dann  hat  mau  zu  untersuchen,  oh  das  Integral 
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nß^dß  =  F{ß)   für    c,2j5^c 


und  (las  Integral 


/ 

ß 
ß 


J 


f{ß)dß  =  F,(ß)   für  b^ß^c, 


einen    bestimmten   endlichen  Werth   besitzt,   der    für  /}  =  C| 
zu  Null  wird.    Ist  dies  der  Fall,  so  bleibt  der  Sata  giltig,  denn  es  ist 


c  c  c,  —  d 


Auf  das  erste  und  letzte  Integral  der  rechten  Seite  ist  der  Sata  [Gleichung 
47)  d,  R.]  ohne  Weiteres  anwendbar,  selbst  wenn  man  die  positiven  Grössen  j 
und  e  unendlich  nahe  an  0  bringf.  Was  das  zweite  Integral  auf  der  rechten 

Seite  betrifft,  so  ist  zu  beachten,  dass  C|— dandC|  beide  zwischen  0  und  — 

liegen.  Für  Werthe  von  /J,  die  zwischen  c, — i  und  C|  gewählt  werden, 
ist  also  der  Quotient 

sin  h  ß 
sinß 
durchaus  endlich  und  stetig.   Sein  grösüter  Werth  sei  My  sein  kleinster  m. 
Wir  können  c,  —  d  und  <*,  so  nahe  an  einander  nehmen,  dass  zwischen 
ihnen  f{ß)  keine  Zeicbenänderung  erleidet.     Folglich  ist  nach  §  0  der 
Werth  des  Integrals 


c'-d 
zwischen  den  Grenzwerthen 


/; 


Mjf{ß)dß    und    mjf(ß)dß 

c,  —  d  c,  —  3 

enthalten,  d.  h.  zwischen 

M.FiCi  —  d)   und  m./'(c,  — i). 
„Lassen  wir  nun  d  unendlich  abnehmen  und  beachten,  dass  nach 
der  Vorantietsüng 

limF(Ci  —  d)  =  0 
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ist,  so  sehen  wir,  Jass  aoch 


lim 


J'nß)'-^äß=o. 


<•,-« 


sin  ß 


Durch  ganz  diesolben  Schlüsse  ündct  sich  aber 


und  folglich  ist  auch  iu  diesem  Falle 

/, 

sin  h  ß 
*niß 


timj  /'{ß)'j 


dß  =  0. 


(»Dieselbe  Betrachtung  wiederholt  sich,  wono  eine  Unstetigkeit  der 
eben  beschriebtMien  Art  an  ein  er  endlichen  Anzahl  vou  Stelion  vorhan- 
den  ist. 

„Der  Satas  47)  gilt  jetzt  also  unter  folgenden  Bedingungen:    Es  ist 

0<^c<i»^  — .     Zwischen   den  Grenzen  c  und  h  darf  die  Function  nur 

au  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  Maxime  und  Minima  haben  oder 
endliche  Sprünge  erleiden.  Wird  sie  innerhalb  der  Grenzen  an  einzelnen 
Stellen  unendlich,  so  darf  dies  nur  ia  der  Weise  geschehen,  dass  das 
Integral 

fm-dß 

einen  bestimmten  endüchen  Werth  besitzt,  wenn  es  von  der 
Unstetigkeitsstelle  aus  einerseits  bis  zu  voraufgehenden, 
andererseits  bii>  zu  nachfolgenden  Werthen  von  ß  erstreckt 
wird. 

,, Genügt  die  Function  f{ß)  denselben  Bedingungen  zwischen  den 
Grenzen  0  und  h^  so  gilt  der  Satz  46).  Denn  wir  nehmen  dann  0  kleiner, 
»Is  die  Abscisse  der  zunächst  bei  0  gelegenen  Stelle,  in  welcher  ein 
Maxituuni  oder  ein  Minimum  oder  eine  Unstetigkeit  stattfindet.  Zerlegen 
wir  nun  das  Integral,  das  von  0  bis  h  erstreckt  werden  soll,  in  eins  von  0 
bis  c  und  ein  zweites  von  c  bia-  A»  so  gilt  von  dem  ersten  der  Satz  46)  und 
von  dem  zweiten  der  Satz  47).    Und  daher  iat  auch  in  diesem  Falle 

sm{2n  +  l)ß    ^^_  « 
sin  ß 


0 

■f 


'"» /  aß) 


.dß=j.m. 


I 


„Wenn  die  FuDction  auch  auf  das  Gebiet  der  negativen  Abscissen 
ausgedehnt  ist»  so  kann  es  sein,  dass  gerade  für  ß—0  ein  Sprung  statt- 
findet.    Wir  haben  dann  zu   anterscheiden  f(r\-0^  und  < 


AAM 
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die  erste  Ordinate  anf  der  positiven  Seite  nnd  die  erste  Ordinate  auf  der 
negativen  Seite.    In  der  Gleichung  46)  ist  zu  nehmen  /"C+O)." 

Ich  glaube ,  an  dieser  Stelle  bedarf  es  keines  Wortes  von  meiner  Seite* 
Der  folgende,  von  Kiemann  gegebene  Beweis  wird  dem  geehrten  Leser 
genügen ,  um  zu  sehen ,  in  welcher  ausgezeichneten  Weise  der  Schüler  den 
Meister  zu  übertrefifen  weiss. 

B  i  e  m  a  n  n  hat  hierüber  gesagt : 

Es  kann  auch  der  Fall  eintreten ,  dass  f(ß)  =s  qo  wird  für  irgend 
einen  Werth  von  ß,  der  zwischen  den  Integrationsgreozen  liegt.  Es 
fragt  sich,  ob  auch  in  diesem  Falle  die  Qleichnngen  46)  nnd  47)  noch 
Geltung  haben.  Die  Antwort  lautet:  Ja,  wenn  innerhalb  der  Integra- 
tionsgrenzen 

fnß)dß=F(ß) 

stets  endlich  nnd  stetig  bleibt.  Wird  /(/3)  für  ß^-Ct  unendlich,  so  ist  auch 
noch 

«friß)  dß  ^fnß)%'l  äß^  mffifi)  dß, 

Ci  —  S  C|  —  8  e,  —  9 

sin  h  ti 

wenn  M  den  grössten  und  m  den  kleinsten  Werth  bezeichnet,    den  ^ 

sinß 

während  des  kleinen  Intervalles  von  Ct  —  s  bis  r, -f-s  annehmen  kann,  vor- 
ausgesetzt, dass  f{ß)  während  dieses  Intervalles  sein  Zeichen  nicht  findert. 
[Sollte  indessen  f(c^-{-0)  ein  anderes  Zeichen  haben,  als  /"(c,— 0),  so  kann 
man  das  Integral 

ct  +  «  c,  e^+9 

j  zerlegen  in    /  und    / 

und   auf  jedes  dieser  beiden   Integrale   das  obige  Verfahren  anwenden.] 
Aus  dem  Gesagten  folgt,  dass 

M\F{c,^i)-F{c,-,^\^Jf{ß)'^^dß 

^m\F{c,  +  i)-F{c,-t)\. 
Mit  abnehmendem  %  nähern  sich  die  beiden  Grenzen ,  zwischen  welchen  der 
Werth  des  Integrals  liegt,  dem  Werthe  Null,  mithin. ist  für  ein  unendlich 
kleines  e 

Hieraus  folgt ,  dass  die  Gleichaugen  46)  and  47)  auch  dann  noch  giltig  blei- 


Literaturseitmig. 


ben,   \vi>mi  f(ß)  zwiiscben  den  Grenzeu  de»  Integralii  eine  endliche  Anzahl 
Mah)  unendlich  wird,  vorauggesotzt,  dass  nur 


ffiß)dß=F{ß) 


an  (lii\sen  Stellen  j>tetti  endlich  bleibt  und  keiue  Sprünge  zei^t. 

Ea  folgt  nan»  wie:  schon  erwfihnt,  die  Sunimatioii  der  Fouri  er 'sehen 
Reihe  und  die  Erweiterung  der  Grenzen,  innerhalb  welcher  diese  Keihe 
noch  giltig  ist,  ferner  die  Ausdehnung  der  Hniho  und  des  Lehrsatzes  auf 
Functioni^n  von  zwei  und  mohrercn  Variabein. 

Hierauf  folgt  nun  der  dritte  Ah»chnitt  mit  der  Ueberschrift:  „Differen* 
tialgleicbunge-n*'.  Nachdem  in  der  Einleitung  auf  den  Unterschied  zwi- 
schen den  gewöhnlichen  DitTerentialgleichnngen  und  den  partiellen  hin- 
gewiesen, wird  die  weitere  Eintheilung  der  Ditlereutialgleichungeu  nach 
Graden  und  Ordnungen  gegeben,  und  alsdann  werden  ein  paar  Methoden 
der  Löt.ung  besprochen,  die  auch  bei  den  partiellen  Diffj'rentJnlgteichungeu 
zur  Anwendung  kommen.  Dass  Eiemaan  an  diespr Stelle  weder  eine  volh 
ständige  Theorie  der  Differentialgleichungen,  noch  früher  eine  vollständige 
Lehre  von  den  bestiujniten  Integialcn  und  den  unendlichen  Reihen  gegeben, 
wird  der  geehrte  Leser  in  Vorlegungen  iib<yf  partielle  Differentialgleich- 
nugen  nicht  erwarten.  Der  bisher  besprochene  Tlieil  von  diesen  Vorlesungen 
ist  nur  ak  Vorbereilung  für  ilas  Nachfol-ende  anzusehen.  Riemaun  eah 
Äjch  genötbigt,  solche  vorbereitende  Uebnngen  ^einer  i^, Lehre  von  den  par- 
tiellen Differentialgleichungen  nnd  deren  Anwendung'*  vorauszuhcbicken, 
da  unter  seinen  Znhörern  ijnmer  mehrere  waren,  die  sich  erbt  wenig  mit 
matbematischen  Studien  beschäftigt  hatten.  Ich  habe  ea  für  nöthig  gehal- 
ten, hier  auf  die  Vorhältnisse,  unter  denen  Riemann  seine  Vorlesungen 
hielt,  aufmerksam  zu  machen,  um  dadurch  den  von  Riemann  verfolgten 
Plan  zu  erklären.  Uer  Herr  Herausgeber  scheint  es  für  unnütz  gehalten  zu 
haben,  auf  diesen  Punkt  einzugeben,  da  ein  hierauf  bezüglicher  Passus  in 
der  »Vorrede  nicht  vorhanden  ist.  Ein  paar  Worte  der  Vorrede,  die  den 
ersten  Theil  des  dritten  Abschnittes  br-treffen ,  bitte  ich  nicht  misszuver- 
stehen.    Diese  Worte  lauten: 

„Ausser  Riemaun*s  eigenem  iManuscripte  habe  ich  die  in  der  Wiu- 
lervorlesung  1860/01  von  mir  gemachten  Änfzeichnnngen  und  das  darnach 
aufgearbeitete  Heft  zu  Grunde  gelegt.  Diese  enthalten,  was  Gedanken- 
gang lind  Formeln  betriÖ>,  darfselbe,  wie  das  Mannacript;  sie  gehen  aber 
an  verschiedenen  Stellen  über  den  Inhalt  des  letzteren  hinaus.  So  sind 
die  §§35  bis  40  etwas  ausführlicher  behandelt,  als  in  Rio  nt  ann's  Hand- 
schrift*' etc. 

Ich  will  hierzu  mir  die  Bemerkung  erlauben,  dass  Riemann  18r»2  noch 
fiber    den  Inhalt  dieser  §§  36  bis  40  hinausgegangen  und  diesem  noch  die 
Methode  der   mechanischen  Quadratur  der  Difi'ereutialgleichaugen  h? 
gefügt  hat. 


Literaturzeltnng: 


Die  zweite  AbtheiluDg  des  dritten  AbseliDittes  bildet  die  Lehre  Too 
den  particlleu  DifTerentialgleichangen.  Nachdem  darauf  anftoerksam  ^> 
macht,  dass  die  liueareu  partifllen  Differeritialgloicliungen  zweiter  Ordaoag 
'  von  g«nz  besonderem  Interesüe,  weil  viele  niatbeuialibcb-pbysikalische  üo* 
teräUcbuogcD  auf  solche  Gleichuugen  fübrcD,  wird  an  der  folgendeo  vontl 
nnabhÄngigen  Variabein 


d'u 


,    a*u  ,    a M  .    du  , 


du     ,a»w 


dx*  '  "'  dx,di 

erläutert,  dass  es  unendlich  viele  parHculSre  Lösnngen  dieser  Gleicbuugeo 
giebt.  Es  folgt  nun  hieraus  ,  dafs  eine  vollständige  Lösung  einer  partiellro 
Differenlialgleichung  nicht,  wie  die  einer  gewöhnlichen,  aus  einer  Sui 
von  Prnducteu  besteht,  deren  Anzahl  gleich  der  Zahl  ist,  welche  die  Ord- 
nung lU'T  Diö'erentialgleicbung  .angiebl,  sondern  dass  bei  dea  psrtiellexi 
Differentialgleichungen  die  allgemeine  Löäung  aas  einer  unendlich  grosses 
Anzahl  von  Producten  besteht  ,  von  welchem  jedes  einzelne  Pioduct  aw 
einer  particutHren  Lösung  in  eine  wlllkütllche  Function  hervorgegangen  ist 
Zugleich  wird  darauf  hingewiesen,  dasg  es  in  der  Regel  gar  keine  Schwie- 
rigkeiten hat,  pailiculuje  LÖHungen  der  partiellen  iJifterenlialgleichongea 
aufzufinden  ,  das»  vielmehr,  z.  B.  bei  der  ünteräuchung  pliytsikaliäcber  Pro- 
bleme, die  Schwierigkeit  darin  liegt,  derLösnug  eine  solche  Form  zu  geben, 
in  der  sie  gewisse  Nebenbedingungen  erfüllt.  —  Schliesslich  wird  das  etn- 
zaschlageude  Verfahren  an  den  Gleichungen 

d'u  _  ,  a*tt 
dl*  ""*  a«* 

mit  gegebenen  Nebenbedingungen  erläutert. 

Es  folgt  jetzt  der  vierte  Abschnitt  mit  der  Ueberschrift :  „Bewi 
der  Wärme  in  festen  Körpern."  Riemann,  Fonrier's  Untersucbungeo 
folgend,  sieht  auch  die  Wärme  als  eine  Flüssigkeit  an,  die  den  Körper 
dnrchströuit.  —  Nach  einigen  allgemeinen  Erörterungen  über  die  Tempera 
tnr  fester  Körper  wird  zunächst  der  einfache  Fall  behandelt,  dass  ein 
per  von  der  l'Z- Ebene  aus  in  der  Richtung  der  positiven  X-  Äxe  sich 
Unendliche  aubdehnt  und  den  halben  unendlichen  Raum  erfüllt.  Es 
ferner  vorausgesetzt,  dass  eine  Wärmestrümung  nur  in  der  Richtung^  des 
A'- Axe  vorhanden,  und  dass  in  einer  Ebene,  die  parallel  der  TZ-  Ebene  ist, 
die  Temperatur  zu  gleicher  Zeit  in  allen  Punkten  dieselbe  ist.  Die  partielle 
Differentialgleichung,  welche  in  diesem  Falle  den  Temperatarzaatand  des 
Körpers  aasdrückt,  nimmt  die  einfache  Form  an: 

Die  Nebenbedingungen ,   denen  in  diesem  Falle  die  Function  u  zu 
hat,  sind 


per«  , 
KöfM 
h'oM 
wir^^ 


«od 


u=f(a:')j  wenn  1^=0 
«  =  <p  (0  ,  wenn  «=0. 


Die  Methode  der  Lösung  bestellt  darin,  dass  m&a  schreibt 

Es  wird  nun  w,  so  begtiramt,   dass  dieser  Werth  der  Differentialgleichung 
genügt  und  ausserdem  deu  Bediogungen 

tt,  =/*(x),  wenn   (  =  0 

M,  =0  für  j:  =  0. 

Ferner  muss  m,  der  DifferentialgleichuDg   genügen  und  die  Bedingungen 

erfüllen; 

u,  =  0^  weiju  l  =  öf 

und 

H,  =(p  (t^^  wenn  jl'  =  0. 

Bevor  der  allgemeine  Werl!«  von  «,  aufgesucht,  wird  erst  der  specielle  Fall 
behandelt,  dai^s  tr, ,  also  auch  »i  in  der  l'Z-  Ebene  coustant  ist. 

Bei  der  Untersuchung  des  allgemeiDen  Falles  schreibt  der  Heraasgeber 
auf  Seite  l»l : 

f,Nun  läsBt  sich  aber  durch  Beihenentwickeluog  zeigen,  dass 


4a</ 


l      '  =ü  für  /=a.'* 


Der  Herr  Bearbeiter  hätte  wohlgetban,  wen»  derselbe  den  Beweis  für  seine 
Behauptung  gegeben  hätte. 

Kiemauu  hat  gesagt:  Je  kleiner  t  wird,  detito  mehr  nähert  sich 


iog 


[e-Ar^] 


^-1'°!/' 


dem  Werthe  ~  oo ;  folglich  ist 

-—     -4 
e     4"*'./       =0  für  i  =  0. 

Am  Schlüsse  dieser  Untersuch ungen  wird  der  Fall  näher  ins  Auge  ge 
fasst,  wenn  (p{l)  eine  periodische  Fnnctimi  ist,  und  darauf  werden  die  ge- 
wonnenen liesultate  auf  die  Teinpoiatur  der  Eide  angewandt.  Möglich  ist 
diese  Anwendung,  wenn  man  dietielba  auf  einen  kleineu  Theil  der  Erdober- 
fläche beschränkt  und  nur  auf  geringe  Tiefen  unter  derselben  ausdehnt,  da 
riia«  einen  kloinen  Theil  der  ErdobertlHche  als  ebeu  ansehen  kann  und  da 
der  Durchmesser  der  Erde  im  Vergleich  mit  kleinen  Tiefen  als  unendlich 
angesehen  werden  darf. 

Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  ein  Körper  von  zwei  parallelen  unend' 
liehen  Ebenen  begrenzt  wird,  von  denen  die  eine,  wie  vorhin,  die  JKZ-Ebene 
ist  und  die  andere  dieser  ersteren  pamllel  liegt,  in  der  Entfernung  c.  Un- 
ter den  früher  erwähnten  Voraussetzungen  muss  u  folgende  Gleichungen 
erfüllen: 


du 


d^H 


'    u^=f{x)f  wenn  /=*0, 
w  =  g)(/),  wenn  x  =  0, 
M  =3  ^  (/) ,  wenn  x  =  c. 
In  analoger  Weise ,  wie  vorhin ,  wird  geschrieben : 
"  =  «1  +  "t  4"  "a  ®^*^'  ®^<i» 
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Darauf  wird  der  Wärmezustand  einer  Kngel  ins  Ange  gefasst  and  za- 
uächst  der  specielle  Fall  untersucht,  dass  eine  Kugel  vum  Radios  c  im  luft- 
leeren Räume  oder  in  einem  Gase  erkalte,  und  dass  die  Temperatur  nur  von 
dem  Radius  r,  der  Entfernung  des  Tbeilchens  vom  Mittelpunkte  und  von  der 
Zeit  t  abhängig  sei.  Es  ergiebt  sich  unter  diesen  Bedingungen  die  Differen- 
tialgleichung 

d{ru)_      d'^ru) 
dt    '~         dJ^    • 
Die  Nebeubedingungen  für  u  sind: 

u  =  F{x),  wenn  (  =  0 

und 

u=:tif{(),  wenn  r=^c. 

Diese  Aufgabe  stimmt  o£fenbar  im  Wesentlichen  mit  der  letzten  tiber- 
ein, da  anch  für  den  Mittelpunkt  der  Kugel  noch  die  dritte  Bedingung 
hinzukommen  muss.  Am  deutlichsten  tritt  aber  die  Verwandtschaft  der 
beiden  Fälle  hervor,  wenn  man  statt  einer  Vollkugel  eine  Hohlkugel  in  Un- 
tersuchung zieht. 

Die  §§  71  bis  73,  die  der  Herr  Herausgeber  seinem  eigenen  Hefte 
entlehnt  hat,  wie  der  Herr  in  der  Vorrede  sagt,  enthalten  die  Untersuchung 
des  Wärmezustandes  einer  Kugel  für  den  Fall,  dass  die  Temperatur  von 
allen  drei  Coordinaten  ar,  y  und  z  oder  von  r,  0  und  g>  abhängig  ist,  d.  h. 
von  der  Entfernung  des  Tbeilchens  vom  Mittelpunkte,  von  dem  Comple- 
mente  der  Breite  und  von  der  Länge  des  Ortes.  In  diesem  Falle  moss  u 
folgender  Differentialgleichung  genügen: 


oder 


dt  ~^   )dx*'^dy*'^dz*\ 

dt      r*(       dr        "*"       $ia%dB      "*"  jin«  0  3  «pM  * 
Als  Nebenbedingungen  sind  angenommen :    Die  Temperatur  in  der  Ober- 
fläche der  Kugel  soll  stets  gleich  Null  sein  und  die  Anfangstemperatur  der 
Kugel  eine  gegebene  Function  von  r,  0  und  9»,  oder 

u=^F{r,  0,9)  für  /=:0, 

M  =  0  für  r  =  c. 

Der  Heransgeber  schreibt  nun 

u=V.X 
und  setzt  voraus,  dass  V  nur  von  /  und  r  und  X  nur  von  0  und  9  abhängig 
sei.    Statt  der  obigen  Differentialgleichung  erhält  derselbe  nun  die  beiden 
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11) 


dr 


Herr  Dr.  Uattendorff  sagt  nun  wörtlich  auf  Seite  175  flgg. : 

„Um  zu  einer  Lösung  der  partiellen  DiÖVrentialgleichung  I)  zu  ge- 
gangen, machen  wir  die  Bemerkung,  dass  der  reciproke  Werth  der  Eot- 
fernung  zweier  Punkte  {x ,  y,  z)  und  (ar, ,  y, ,  t,) 
_.  1 


y{x-  arO'+  (y  -  y,)*+  [z  -  z,y 
der  purtiellen  Differentialgleicliung  genügt 

Führen  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordiuaten  Polarcoordinaten  r,  ö,  tp 
und  resp.  r, ,  0,,  qp,  ein,  so  erhalten  wir 

1 

^  y  r'  -^27i7cö»yHFri* ' 

wrnn  zur  Ahkürznng  gescbripben  wird 

cos  6  .  cos  fi,  +  sin  0  .  siVi  0,  ,  roA-  (<p  —  qp|)  =  ff.f  y. 
Die  pariielli'  Differentialgleichung  geht  dann  über  in 


III) 


dr        '^      sinBdB     "^  sin^B  d  (p*~^' 


1    a*r 


,, Setzen  wir  nun  voraus,   dass  r  >  r,  sei,  so  lässt  sich  Tnach  negn- 
tiven  Potenzen  von  r  entwickeln 


In  dieser  unendlichen  Reihe  sind  /*o,  /',.../*«...  Functionen  von  cos  y^ 
und  es  ist  nicht  schwer,  einen  Ausdruck  für  P«  zu  finden.  Es  zeigt  sich, 
dass  P„  eine  ganze  Function  w'*'"  Grade«  von  cos  B ,  sinB.cosfp  und 
sin  B  .  sin  tp.  Führt  man  btatt  der  Potenzen  von  cos  B  und  .wj  B  und  statt 
der  Potenzen  von  cos  tp  und  sin  <p  die  Coninus  und  Sinns  der  Vielfachen 
von  B  und  resp.  9  ein,  sn  ergieht  sich  leicht,  dass  sowohl  von  B  n\H  von  qp 
höchstens  das  »fache  vorkommt.  Die  Coefficicnten  der  Entwickeluijg 
enthalten  ö,  und  <p,.  Dr«  Function  Pn  darf  mau  hiernach  als  bekannt  an- 
sehrn.  Sie  gentigt  einer  partiellen  DiflV'rentialgleichung,  die  sieh  leicht 
hprstellen  Irisst.  Man  braucht  nur  in  die  Gif  ichung  III)  für  T  die  unend- 
liche Reihe  einzuföliren  and  für  sich  =0  zu  setzen,  was  mit  derselben 
Potenz  von  r  niultiplicirt  ist.    Dadurch  ergieht  sich 


i"<i) 


1   d'p, 


sm 


B'dB 


|-+.-^.fl^H''("  +  0/'«  =  '>. 


svr 


B  d  <p 
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2a)  K^"^?^)       m«u__, 

sind  dB     ""^«"Ö"^"- 

Da  das  erste  Glied  dieser  Gleichung  sowohl  positiv,  als  anch  negativ  sein 
kann,  ohne  dB.nn  u  negativ  za  sein  biaucht,  so  folgt,  dass  ß  negativ  sein 
muss.  Da  ferner  m  alle  Zahlenwerthe  von  0  bis  oo  annehmen  kann,  so 
wird  ß  die  Form 

-n(fi  +  l) 

annehmen  müssen,  und   auch  n  wird  alle  Werthe  von  Null  bis  unendlich 
durchlaufen  müssen ,    da  sonst  fär  ein  unendlich  grosses  m  das  erste  Glied 
unefndlich  werden  müsste  für  einen  beliebigen  Werth  von  B. 
Die  Gleichung  2  a)  erhält  nun  die  Form 

und  die  Gleichung  3)  geht  über  in 

Eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  2  b)  sei 

^lm,n} » 
dann  wird 

fn  =  ao   11  =  00 


«  —  ^    ^    (««.,n  cosmq)  +  b^„  sin  m  q>)  .  P(„,,,) 

iw=0     »1=0 

den  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  genügen.  —  Ist  die  obige  Doppelsnmnie 

w=a> 

oder  ist 

^(n)  =  ^(n.O)  •  «(ii,0> 

+  P{n,\)  {  ö(ii.i)  .cosq)  +  &(„, ,) .  Sin  tp  } 

+ 


4-  P{n,n)  {«(».n) .  COS  W  9  -f-  b^n,n) .  sin  n  g>  \ , 

80  nennt  man  Jf(M)  eine  Kugelfunction  n^*"  Ranges  von  B  und  <p.  Der  Werth 
von  X^n)  hat  offenbar  2  n  +  1  willkürliche  Constante.  Diese  willkfirlichen 
Oonstanten  müssen  nun  so  bestimmt  werden,  dass  sie  nicht  allein  der 
Gleichung 


LltPrAturzpiUing. 


5d 


ler  waren  iJamals  noch  nicht  erRchlenen.  H«rr  Dr.  Hat  to  nd  orff,  <\ev 
künftige  Profeasor  des  Aaclioner  Polytechnikums,  hat  deshalb  vielleicht  ge- 
giaiiUt,  OS  Bei  nothwendig,  dafls  er  hier  seinen  Lehrer  und  Meister  verbes- 
sere. Mit  Hilfe  dessen,  was  er  in  den  Büchern  von  Heine  oder  von  Sid- 
ler  gefunden,  sucht  derselho  einen  Werth  zn  bestimmen,  der  als  Fnnction 
von  Ö  and  «p  der  Differentinlgleiclmng  I)  genügt.  Wie  vollstündig  dem 
Herrn  dieser  Versuch  gelungen,  überlasse  ich  dem  Urtheüe  des  geehrten 
Lesers.    Schlieaslicb,  als  es  nun  aber  darauf  ankommt,  eine  Function 

nach  Kngelfnnctionen  zu  entwickeln,  gieht  der  Herr  Professor  den  kühnen 
Fing  wieder  auf,  folgt  seinem  Lehrer  und  verweist  auf  die  Arbeit  von  Di- 
rtchlet  in  Crelle*s  Journal  Bd.  17. 

Ich  kann  es  durchaus  nicht  billigen,  es  zeugt  meiner  Ansicht  nach  von 
sehr  wenig  Pietät,  dass  der  Herausgeber  bedeutende  Aenderuugen  vor- 
genommen, ohne  rait  einem  Worte  sein  Vi«i fahren  anzudeuten,  geschweige 
denn  zu  rechtfertigen. 

Ich  lasse  nun  nachfolgen ,  was  Rietnann  im  Winter  1860/Ö1  über  die- 
sen Gegenstand  vorgetragen  hat.  (Im  Sommer  1862  ist  von  ihm  dieser  Fall 
nicht  behandelt.) 

RIemann  zerlegte  die  tirsprünglicbe  Differentialgieicbung  nicht,  wie 
der  Heransgeber,  in  zwei,  sondern  Jn  folgende  drei  Gleichungen: 


t) 


s) 


») 


d'u  , 


0 


tmBdB 
»7  =  ^1      -g,— +^«_ 


Bezeichnet  man  ein  particuläres  Integral  der  ersten  Gleichung  mit  <I>, 
so  kann  man  schreiben: 

(I»  =  v/m  ''0*  ^'  (p-\-  ^m  sin  m  ff. 
Da  0  8icb  nicht  ändern  darf,  wenn  <p  sich  um  ganze  Vielfache  von  2  n 
Modert,  so  muKS  m  eine  ganze  Zabl  sein,  ja  man  darf  hinzusetzen:  eine  po- 
sitive, da  man  die  Werthe  von  tp,  welche  einem  positiven  und  einem 
gleich  grossen  negativen  m  angehören,  sich  vereinigt  denken  kann  in  obiger 
Form  oder  in  der  Gleichung 

Setzt  man  diesen  Werth  für  u  ein,  so  gewinnt  man  die  Beziehung 

a  =s  m'. 

Die  Gleichnng  2)  gehl  nun  über  in 


Df^r  Herr  Heransgpber  gchliesst  hiermit  das  Capitel  ^,B<*w«»gni>g  der 
Wärme  in  festen  Körpern"  ab,  während  Rieraann  im  Winter  l86C/dl  nodi 
die  Fälle  behan«lelt  bat,  wenn  die  Temperatur  in  der  Oberfläch*»  nicht 
gleich  Nall,  sondern  einmal  eine  Function  der  LSnge  nnd  Breite  oder 
=  1^(0,  gp)  und  zweitens  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist.  Der  Herr 
Professor  Hatleudorff  hält  es  natürlich  aach  nicht  der  Mähe 
werth,  sich  wegen  dieses  Ve.rfahren«  zu  rechtfertigen. 

Rieraann  wandle  zum  Schlüsse  dieser  Untersuchungen  die  gefande- 
nen  Resultate  auf  den  Wärmeznstand  der  Erde  an,  während  der  Herr 
Herausgeber  in  §  70  ein  ähnliches  Raisonnement  der  Untersuchung  des 
Wärme»ustnndea  einer  Kngel  vorangehen  lässt.  —  Zunächst  will  ich  dem 
geehrten  Leser  den  §70  des  Uerru  Professors  Hattendorff  vorführen  und 
dann  nachfolgen  lassen,  was  ich  im  Winter  1860/OI  während  der  Vorlesung 
noiirt  habe,  damit  der  Leser  ein  klares  Bild  davon  erhält,  in  welcher 
eigenthümlichen  Weise  der  llerrHerau8geber  wiedergiebt,  was  sein  Lehrer 
gelehrt  hat.    Der  §  70  lautet: 

„Wir  wollen  nun  allgemein  die  Temperatur  der  Erde  betrachten. 
Die  Erde  hat  zwei  Wärmequellen,  nämlich  die  Wärme  der  Sonne  nud  die 
Wärme  des  Welialls,  welche  ja  auch  ohne  die  Sonne  durch  die  Fixatertie 
bedinfjt  ist.  Hiernacli  können  wir  die  Ermittelung  der  Temperatur  der 
Erde  gleich  in  zwei  Aufgaben  zertheilen,  indem  wir  ihre  anfjiugliche 
Temperatur  als  Summe  von  zwei  Zuständen  denken  und  darauf  einmal 
die  Sonne  wirken  lassen  und  das  andere  Mal  das  Weltall.  Dies  Princip 
ist  von  uns  oft  angewandt;  es  ist  eine  blosse  Folge  davon,  dasn  der 
ganze  Wärmeaustausch  nur  von  den  Differenzen  der  Temperatur  abhängt. 
Nehmen  wir  die  Temperatur  des  W«;halls  zum  Nullpunkt,  so  kommen 
wir  für  den  zweiten  Theil  unserer  Aufgabe  auf  die  Untersuchung  der 
§§  64  bis  69. 

„Um  die  Einwirkung  der  Sonne  für  die  gesammte  Erdkugel  in  einem 
Problem  zu  behaudelu,  würden  wir  in  den  vorhergehenden  Entwicke- 
lungen  noch  wicht  ausreichende  Hilfsmittel  besitzen.  Es  mösste  nümlich 
die  Temperatur  der  Oberfläche  aln  Function  nicht  nur  der  Zeit,  sondern 
auch  von  Länge  nnd  Breite  angesehen  werden.  Ziehen  wir  aber  ein  nicht 
zu  ausgedehntes  Gebiet  der  Oberfläche  allein  in  Betracht,  so  können  wir 
dafür  die  Temperatur  vom  Orte  unabhängig  nehmen  und  nur  als  perio- 
dische Function  der  Zeit  ansehen.  Dieser  Fall  ist  dann  nach  Anleitung 
der  §§  53  und  54  zu  behnndeln,  da  der  Radius  der  Erde  in  Vergleich  «u 
den  uns  zugänglichen  Tiefen  sehr  gross  ist  und  das  betreffende  Öber- 
flächenstück  als  eben  angesehen  werden  darf. 

„Wenn  wir  also  für  alle  einzelnen  Punkte  der  Oberfläche  eine  perio« 
dische  Aenderung  der  Temperatur  annehmen,  aber  mit  derselben  Zejt> 
periode,  wie  es  ja  auch  das  Jahr  ist,  so  wird  sich  auch  hier  eine  perio- 
dische Aenderung  im   Innern  nur   auf  eine  dünne  Schicht  erstrecken* 


I 

I 


I 
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Gehen  wir  von  der  Oberfläche  ab  auf  jeder  Normalen  In*«  Inucre,  so 
wird  die  periodische  Aendonrng  bald  verschwinden  und  die  Wärme  sich 
nur  rait  der  Tiefe  langsam  findorn.  Abgesehen  von  der  Oberflachen- 
sehicht  ist  daher  der  Theil  der  Wärme  im  Innern,  welcher  von  der  Sonne 
herrührt,  constant.  Zu  dieser  Wirkung  der  Sonne  müssen  wir 
dann  noch  die  Temperatur  hinzu füge%,  welche  sich  ans 
der  Temperatur  0  des  Weltalls  ergiebt,  indem  die  Erde 
allmälig  erkaltet.  Wir  beobachten  nur  die  Summe  von  beiden  Wir- 
kungen. Dabei  zeigt  sich,  dass  in  den  uns  zugänglichen  Tiefen  die 
Temperatur  bei  gleichen  Tiefen  fast  couKtant  ist.  'Ks  lÜKst  sich  a!so  die 
von  der  veränderten  Tiefe  herrührende  Aenderung  der  Gesammtwarme 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Tiefe  durch  Beobachtung  bestimmen.  In 
den  tieferen  Schichten  rührt  aber  von  der  Sonne  eine  Wärme  her,  die 
mit  der  Tiefe  sich  so  gut  wie  gar  nicht  ändert.  Diese  fällt  also  bei  der 
Herstellung  der  Temperaturdifferenz  für  zwei  verschiedene  Tiefen  heraus. 
Wir  können  demnach  freilich  nicht  die  Temperatur  m  selbst  finden ,   die 

vom  Welträume  herrührt,  wohl  aber  -r-,  weil  in  diesem  Differentiaiquo- 

tienten  das  constante  Glied  der  Sonne  sich  aufhebt.   Haben  wir  auf  diese 

du 
Weise  -r— ,  zunächst  nur  für  die  tieferen  Schichten,  als  Function  von  st 
o  X 

bestimmt,  so  nehmen  wir  das  ^darin  ansgesprochenc  Gesetz  auch  für  die 

OherHächenBchicht   als  giltig  an  und   würden  durch  Integration  nach  x 

die  Function  m  selbst  erlangen,  wenn  wir  ihren  Werth  für  irgend  ein  x 

kennen.   Es  ist  aber  [nach  §  69  I)  oder  auch  §  ö4  3)]  für  .r=0 

dx 
„Es  kommt  also  nur  noch  auf  den  Coefficienten  h  an ,  der  sich  aus  sei- 
nen Bestantitheilen  bfstimon=!n  lässt.  Damit  haben  wir  dann  u  seihst,  d.  h. 
die  Temperatur,  welche  staltfinden  würde  bei  einer  nur  im  Welträume  er- 
kaltenden Erde,  welche  dem  Eintlnssc  der  Sonne  nicht  ausgesetzt  ist. 
Dann  lässt  sich  auch  der  Werth  von«  nach  Verlauf  einer 
unendlich  langen  Zeit  finden  und  es  ergiebt  sich  hieraus  das 
interessanteste  Resultat  von  Fourier's  Theorie.  Aus  der 
Temperatu  zunähme,  welche  in  der  Tiefe  constant  (etwal" 
auf  lOO')  ist,  hat  Fourier  berechnet,  dass  die  Temperatur, 
welche  aus  dem  We Itall  folgt,  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
jetzt  höchstens  jl^^mohr  botrage  als  künftig,  wenn  in  grösse- 
ren Tiefen  die  Temperaturzunahme  mit  der  Tiefe  ganz  ver- 
schwunden sein  wird.  Die  Temperatur  d er  grösseren  Tiefe 
selbst  können  wir  nicht  finden,  weil  wir  nicht  wissen,  in  wel- 
cbemGr ade  de rErk alt ung  sich  die  Erde  be fi ude t.  Poi 68 on  be- 
rechnete die  innerste  Temperator  einmal  bei  der  Annahme, 


I 


dftss  die  Erde  schon  im  äasserston  Stadium  des  l^Ir kaltttn^s- 
processessicbbefinde.  Er  fand  eine  ungeheure Temperatnrfl 

für  den  Mittplp unkt  der  Erde.  Doch  berechtigt  uns  Nicbtsm 
dieser  Annahme,  und  zur  Berechnung  des  Erkal  tnogsgr«- 
dcs  waren  durch  sehr  lange  Zeiträume  getrennte  Beobaeb» 
tungen  nötliig.  ^ür  die  Erdoberfläche  ist  aber  der  Proce«« 
der  Erlvaltung  so  gut  wie  vollendet,  üebrigena  hat  die 
Wärmet heorie  weniger  physikalische  Aufschlüsse  über  die 
Verbreitung  der  Warme  gegeben,  als  dass  sie  für  die  Rech- 
nung wichtige  Resultate  geliefert." 

Ich  kann  nicht  umhin,  hier  dem  geeinten  Leser  zu  gesteben,  dass  ich 
nie  grösseren  Nonsens  und  grössere  Wi<]t'r8prüche  im  schönsten  Deutsch 
vereinl  gefunden  habe  in  einem  wisj^enschaftlichen  Werke.  Der  ganzr^  §  70 
eignet  sich  meiner  Ansicht  nach  ausgezeichnet  für  eine  matbomatlsche 
Bierzeitung.  Wie  werden  die  Herren  Zuhörer  des  Herrn  Iloraasgebers 
entzückt  gewesen  sein  ob  der  hohen  Weisheit  ihres  Herrn  Docentenl» 
Ricmann  hat  über  diesen  Gegenstand  gesagt: 

,,Man  kann  drei  Ursachen  unterscheiden,  von  denen  die  Teitipemtor 
der  Erde  herröhrt: 

1.  die  innere  Erdwärme  (ursprüngliche  Wärme  der  Erde); 

2.  die  Wärmeeinwirkung  der  Sonne 

3.  die  Einwirkung  des  übrigen  Weltalls. 
Man    kann    daher   w,    die   Temperatur  der    Erde    betrachten    als 

Summe  von  drei  Functionen 

Mr=Mj +  «,  +  (/„ 

wenn  Wt   die  Temperatnr  bezeichnet,  die  durch  die  Einwirkung  des  Welt- 
alls allein  in  der  Errlc  entstehen  würde;  ferner  wenn  m,  dieTemperaiur  be 
zeichnet,    die    die  Erde    allein  durch  die  Sonnenwarn»e  annehmen   W'(ir<i6w 
und  wenn  u,  die  Temperatur  bezeichnet,  die  die  Erde  haben  würde,  weDsfl 
weder  die  Soime,  noch  das  übrige  Weltall  vorhanden  wären.  —  Nehmen  wir 
die  Temperatur  des  Weltalls  7,um  Nullpunkt  unserer  iScala  an,  so  ist 

"  =  Wf  +  «•• 
Die  Temperatur  w,  ist  periodiftch  nach  der  Zeit,  und  zwar  giebt  es  hi 
eine  jahrliche  und  eine  Üigliche  Periode  (in   der  Nähe  d«     Aequators  ei» 
tägliche  und  eine  hallijälirliche).     Da  durch  Versuche  fesigestellt  ist,    da 
die  perioiii-schcn  Temperaturschwankungen  in   der  Erde  nar  bis  au  einei 
Tiefe  von  ungefähr  50'  dringen,  so  muss  i/,  in  grösserer  Tiefe  constant  sein..! 
Bio  Erfahrung  zeigt  ferner,  dass  ungcßihr  mit  1  Iß' Tiefe  die  Temperatur 


•  Der  Herr  Professor  Hattendorff  hat  früher  als  Privatdocent  in  Gottui^n 
Ober  dieson  Gegenstand  gelesen. 
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der  Erde  um  1°  C.  zuulmmt.    Es  lasst  eich  daher  der  Wcrth  -r-^  anüähernd 

dr 

bestinimen.    E»  ht 

du      ö  M,       3  M, 

Da  aber  w, ,  wie  vorhin  gesagt,  iu  Tiefen  über  50'  constant,  so  ist  dort 

a^/_a«, OjOi 

dr^Jr~      llö* 

Annähernd  ist  mithin  auch  noch  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche 

djh^ 1_ 

d  r  lltiOO' 

Nach  früheren  Untersuchungen  (§  €3  des  Herausgebers)  ist 

V  r 
wenn  A  den  inneren  Leitungscoefficientcn  und  H  den  äusseren  Leitunga- 
coefticienten  einer  Kugel  bezeichnet ,  die  Wärme  ausströmt.    Hieraus  folgt, 
dass 

_i  _!_ 

Setzt  man  für  k  den  grössten  Werth  und  für  //  den  kleinsten,  den  die 
Versuche  über  die  Wäruielcitungsfiihigkeit  der  Erde  ergeben  haben,  so  fin- 
det man  mit  Eourier,  da  A-  ungefähr  =4i7, 

'      30 

Es  ist  also  heute  an  der  Erdoberfläche  die  Temperatur,  welche  von  der 
eit;fluo"u  WMrme  der  Erde  herrührt,  höchstens  -^^^  C.  Zu  einer  Zeit,  wo 
diese  Temperatur  z.B.  4**  betrug,  musste  die  Temperatur  mit  derTiefe  min- 
destens 121)  Mal  schneller  wachsen  als  jetzt;  mithin  musste  die  Temperatur 
mit  je  einem  Fuss  Tiefe  um  je  einen  Grad  zunehmen.  Diese  Thal&ache 
scheint  von  Getilogen  nicht  genug  beachtet  zn  werden. 

Die  experimentellen  Untersuchungen  von  Bischoffin  Bonn  stimmen 
iu  ihren  Kesultaten  sehr  gut  mit  dpu  mathematischen  überein.*' 

Ich  bin  fest  überzeugt  und  mit  mir  gewiss  der  geehrte  Leser,  beson- 
ders aber  liiemann's  Schüler,  dass,  wenn  Kiemaun  die  von  Herrn  Dr. 
Hattendorff  besorgte  Ausgabe  seiner  Vorlesungen  über  partielle  Difleren- 
lialgleichnngon  sUho ,  er  wenigstens  den  §70  dieser  Ausgabe  nicht  als  sein 
geistiges  Eigenthuni  wieder  erkennen  würde.  Was  der  Heraasgeber  aus- 
spricht, ist  zum  Theil  gerade  das  Gegentheil  von  Dem,  was  Riemann  in 
der  Vorlesung  gesagt  bat.  Ich  will  nur  iinch  einmal ^n  die  letzten  paar 
Reiben  erinnern.  Die  geologischen  »Studien  des  Herrn  Professors  scheinen 
ihn  zu  Ansichten  geführt  zu  haben,  die  gewiss  verdienten,  allgemein  be- 
kannt zu  w^erden. 
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Der  fünfte  Abschnitt  entbält  die  Schwingungen  elastiscber  Körper. 
Die  erste  Abtheilung:  „Schwingungen  einer  gespannten  Saite**,  umfasst  dio 
Untersuchungen  von  d'Aleuibert  und  von  Dan.  Bernoulli.  Zwei  Punkla 
will  ich  nur  berühren.    Auf  Seite  186  schreibt  der  Herausgeber: 

„Es  wird  also  bei  einer  Verlängerung  um  /'— /  die  Spannnngan- 
nähme 

sein,   worin  q  einen   durch  Versuche   noch  näher  au  beatim- 
menden  Factor  bezeichnet.** 

Würde  es  nicht  einfacher  und  verständlicher  gewesen  sein,  zu  sagen:! 
q  ist  der  Elasticitätsmodal  der  Saite? 

Auf  der  folgenden  Seite  sind  die  Differentialgleichungen  für  die  Trans-' 
Versal-  und  Longitudinalschwingungen  einer  Saite  aufgestellt;  aber  weder 
hier,  noch  sp/iter  hält  es  der  Herr  Bearbeiter  der  Mühe  wertb ,  zu  sagen; 
die  LoDgitudinalschwingungen  hängen  von  dem  Elasticitätsmodul  der  Sait«, 
die  TransversaUchwiugangen  dagegen  von  der  Spannung  derselben  ab 
letc.  etc.  Wozu  wendet  der  Herr  Professor  Mathematik  zur  LTutersuchnng 
physikalischer  Probleme  an,  wenn  derselbe  nicht  zu  physikuliscben  Resul- 
taten gelangt?  —  Ich  brauche  wohl  nicht  zu  bemerken,  dass  Rieinann  auf 
jede  physikalische  Wahrheit,  worauf  die  mathematischen  Formeln  deuteten, 
sorgfältig  aufmerksam  machte. 

Die  zweite  Abtheilung  des  fünften  Abschnittes  trägt  die  Ueberscbrift: 
„Schwingungen  elastischer  fester  Körper.*'  Der  ganze  fünft» 
Abschnitt  hat  die  üebcrschrift: 

,, Schwingungen  elastischer  Körper*'. 

Ob  die  Saiten,  die  von  dem  Herrn  Herausgeber  in  eine  besondere  Ab- 
theilnng  neben  den  elastischen  festen  Körpern  gebracht  werden,  von  diesen 
Herrn  zu  den  kiftrörmigen  oder  den  tropfbarflüssigen ,  elastiscben  Körpen 
gezählt  werden,  darüber  lasst  uns  der  Herr  Profesor  leider  in  Zweifel. 

Zunächst   wird   auf  die  Arbeiten  von  Sophie  Germain  hinge wieMBi 
und  darauf  wird  Kirchhoff's  Aufsatz  im  40.  Bande  von  Cr  olle 's  Journal] 
erwähnt.    Dann  werden  die  Gleichgewichtsbedingungen  aufgestellt  für  das 
Innere  and  für  die  Oberfläche  eines  Körpers,  ferner  luitHÜfe  des  d'Alem-i 
her t' sehen  Princips  die   Gleichungen  für  die  Bewegung.    Darauf  werden! 
die  elastischen  Kräfte  selbst  einer  üutersuchung  unterzogen.     Der  Begriff] 
des  Potentials  wird  eingeführt  und  die  inochanäsche  Arbeit  der  elastischen 
Kräfte  bei  einer  uoeudlich  kleineu  Verschiebung  bestimmt.   Für  die  elemeo' 
tare    Arbeit  der    inneren   elastischen  Kräfte  wird  folgende  Bezeiobnong 
gewählt: 

—  d   /    /    /   O  .dx  .dy  ,dz. 
Alsdann  wird  gezeigt,  dass  die  Function  <J)  die  Grössen  //,  r,  w,  welcbe  die 
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Verschiebung  einei  Punktes  {x^y^  z)  ausdrücken,  nicht  enthalten  kann, 
sondern  eine  Function  ist  von  folgenden  Grössen: 


du 

—  =  -*(*), 


dx 

dnf 


dy' 
dw     du 

d'x^dl^^^^'^^'^'*'^^ 


Endlich   wird  noch  nachgewiesen ,   dass   die  Function  O  sich  durch  eine 

Summe  von  Quadraten,  die  die  obigen  Grössen  enthalten,  ausdrücke«  lasse. 

Der  Herr  Profnssor  sagt  nun  auf  Seite  218  über  die  Function  ^  wörllich; 

„Die  Erfahrung   hat  gezeigt,   dass  die  Constan ten  in  der 

Function  0  stets  solche  Werthe  haben,   dass  die  Function 

wesentlich  positiv  ist." 

Auf  welchem  Wege  der  Herr  Bearbeiter  zu  dieser  „Erfahrung'' über 
die  Function  <!>  gelaugt  ist,  darüber  schweigt  er  leider. 

Mit  liilfe  des  Princips  der  virtuellen  Geachwindigkeiteu  oder  nach  dem 
Principe  des  Lag  ränge  ist 

wenn 

Sl^-  j  j  j<J>dxdydz 

das  Potential   der  inneren  elastischen  Kräfte  bezeichnet  und  wenn  ö  das 
Potential  der  äusseren  Kräfte  ausdruckt. 

Aus  der  obigen  Gleichung  folgt ,   da  die  Variationen  von  x ,  y  uud  z 
unabhängig  von  einander  siud ,  dass  für  das  Gleichgewicht 

.  ?ikl  o.  ?^  j.  ^  %)  _  j 

dx 


pX  + 


^^^^'£- 


^z^ 


dZt 


U)^ 


'  ^y 

^Z(y) 


-=o, 


dz 

^  dz       * 


^^(«). 


:0, 


dx    '     dy     *     dz 

Der  Herausgeber  führt  hier  sowohl,   wie  auch  an  einer  andern  Stelle 

nur  diese  secbsGleichungen  als  Bedingungen  des  Gleichgewichts  auf, 
ohne  die  folgenden  drei  zu  erwähnen: 

Da  die  elastischen  Kräfte  nicht  die  Grössen  m,  p,  ip  enthalten,  sondern, 
wie  schon  erwähBt,  Functionen  siud  von 

du      dv      d  fV 
dx'    dl'^dy' 
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dv      dw     du 

dm      du      dv 

dl'     dy'^d^' 
80  kann  man  den  Werthen  von  u^  v  und  to,  welche  den  obigen  neao  Gleich- 
ungen genügen,  noch  Werthe  hinzufügen,  welche  folgende  Form  haben: 

1)  a  =  ao  +  cy  —  bz, 

2)  v  =  bo'\-az^cXf 

3)  w^Co+bx — ay. 

Darauf  werden  die  speciellen  Fälle  besprochen ,  wenn  9=0  and  wenn 
0=0.  Der  dritte  Fall  ist,  wenn  6=A  ist.  —  Da  nach. einem  Satze  der 
Variationsrechnung 

d(ß  +  e)=0 

mit  der  Bedingung  S=A  erfüllt  wird,  wenn 

so  müssen  für  diesen  Fall  die  ersten  sechs  Gleichungen  folgende.  Form  an- 
nehmen : 

a  Z{x)  +  ß  2(9)  +  y  Z(,)  +  fiZ  =  0. 
Die  übrigen  drei  Gleichungen  (die  der  Herausgeber  wieder  nicht  be- 
rührt) bleiben  dieselben,    fi  bezeichnet  eine  Grösse,  die  von  A  abhängig  ist. 
Genügen  die  Werthe  m, ,  p, ,  w,  den  früheren  Gleichungen,   so  werden  die 
Werthe 

M|        Vi        n>i 

7'   i'   7 

diese  befriedigen.  —  Schliesslich  wird  dann  noch  gezeigt,  dass,  wenn  die 
Werthe 

den  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Körpers  genügen,    dass   es 
dann  nicht  auch  noch  eine  andere  Reihe  von  Wertheu 

«,,       P,,       IT, 

geben  kann ,  wenn  nicht 

«t— "i=flo  +  <^y  — *«»     «»f  —  »i=&o  +  ««  — <^^,     Wj  — w,  =3C<,  +  Äa:  — «y. 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  wird  nun  der  Fall  untersucht, 

dass  ein  Körper  überall  gleiche  Constitution  besitzt,  oder  wie  der  Herr 

Herausgeber   verbessert   hat,    ;,  dass    ein    Körper    in   Betreff    der 
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Elasticitat  eiuc  uacli  allen  Richtungen  symmetrische  Co  natitution 
besitzt.'* 

Mit  Hilfe  der  La  nie 'gehen  Trauaforniattouen  niuimt  nun  «^  folgende 
Form  an: 

Die  Oompoüenten  der  elastischen  Kräfte  werden  jetzt 

Die  drei  früher  verlorenen  Gleichungen  zeigen  sich  bei  dem  Heraus- 
geber mm  wieder  in  folgender  Konu: 
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0  bezeichnet  in  diesen  Gleichungen  die  Aeuderwng  der  Volumeneinheit. 

Mit  nilfe  dieser  Werthe  vereinfachen  eich  nun  die  Gleichungeu, 
welche  dfn  Gleichgewichtszustand  ausdrücken,  und  die,  welche  die  Be- 
wegung eines  Körpers  in  seinen  einzelnen  Theilen  bestimmen,  bedeutend. 

DflM  ertite  Beispiel,  worauf  nun  diese  Resultate  augo-wandt  Averden,  ist: 
,,Auf  die  Oberflüche  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt,  der  von 
keinen  beschleimigenden  Kräften  getrieben  wird,  soll  eine  allenthalben 
gleicfie,  gegen  die  Oberfläche  gerichtete  Druckkraft  einwirken.** 

Das  zweite  Beispiel  bildet  die  Untersuchung  eines  Cylindcrs ,  dessen 
Basis  von  Zugkräften  angegriffen  wird. 

Das  dritte  Beispiel  für  die  Untersnchnng  bildet  auch  ein  Cylinder, 
dessen  Mantel  aber  von  Zugkräften  ergriffen  \fird. 

Ein  viertes  Beispiel  bildet  die  Untersuchung  eines  Cylinders,  der  auf 
Torsion  in  Ansprach  genommen  wird. 

Dann  folgt  die  Untersuchung  der  Schwingungen  einer  gespannten  Moni- 
bran  von  constanter  Dicke,  und  zwar  werden  die  beiden  Fälle  untersucht, 
wenn  die  Membran  ein  Rechteck  ist  und  wenn  sie  einen  Kreis  bildet. 

Es  fftlgt  nun  der  letzte,  der  sechste  Abschnitt:  ,, Bewegung  der  Flüs- 
sigkeiten". Es  werden  zunüchst  die  allgemeinen  Bewegnngsgleichnngen 
für  coropressible  Flüssigkeiten  aufgestellt.    Diese  sind: 


l) 


i  ^P  _  y      ^ «         du         du         du 
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.                          l  dp  ..     dv  dv  dv  d  V 

Q  dy  Ol  dx  dy  dz 

.                           l  dp  „      dm  dm  dm  dw 

'                          Q  d  z  dt  dx  dy  dz 

Za  diesen  kommt  dann  noch  hinzu: 

.X  gg    a(pK)    a(ep)    a(gn>) 

und 

6)  it>  =  <Z>(9). 

Ist  die  Flüssigkeit  aber  incompressibel ,  so  ist 

5  a)  g  =  consU 

Der  Herr  Bearbeiter  sagt  nun  wörtlich  auf  Seite  268 : 

„Man  kann  aber  für  incompressible  Flüssigkeiten  die  Gleichung  5a) 
mit  4)  verbinden.  Es  folgt  nämlich  aus  der  Gleichung  5a)  so- 
fort, dass  das  totale  Differential  von  g  gleich  Null  sein  muss, 
d.h.: 

dg   .      dg,     dg,      dg 

Führt  man  in  4)  die  Differentiationen  aus,  so  erhält  man 
dg  ,     dg  ,     dg  .      dg  .     (du  ,  dv  ,  dm\ 

und  dies  mit  der  vorigen  Differentialgleichung  verbunden,  giebt 
^  dudv.dm^.. 

Hier  beweist  der  Herr  Professor  wenigstens  das  £ine 
sehr  deutlich,  dass  derselbe  nicht  einmal  die  enten  Elemente 
der  Differentialreöhnnng  anzuwenden  versteht  Mehr  hinauKaftigen 
halte  ich  für  überflüssig. 

Es  schreibt  der  Herr  Bearbeiter  dann  weiter: 

»§  101. 
„Die  partiellen  Differentialgleichungen  1),  2),  3)  des  vorigen  Para- 
graphen lassen  sich  zu  einer  einzigen  Gleichung  zusammenziehen,  wenn 
die  Componenten  der  äusseren  Kräfte  X,  F,  Z  die  nach  den  Coordinaten 
genommenen  Derivirten  einer  Function  V  des  Ortes  sind,  d.  h.  wenn 
die  Gleichungen  gelten : 

,  ^     dV        y     SV  dv 

'  dx  dy  dz 

„Dies  trifft  bei  den  in  der  Natur  vorkommenden  Kräften  immer  (?) 
zu  und  daher  ist  es  wichtig,  gerade  diesen  Fall  besonders  zn  behandeln 
„Wir  setzen  zur  Abkürzung : 


%^^i^V%^rf'>i^.^W 
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b) 


du    ,  du  ,  du    ,  du        „ 

dv    ,  dp    ,  dv    ,  dv 

dt  ox  öy  oz 

dw  .  dw  ,  dw  ,  dtt       _ 


„MulCipHcJren  wir  die  Gleichungen  1),  2),  3)  des  vorigen  Paragra» 
pben  der  Reihe  nach  mit  dx^  dy^  dz  und  addiroü,  so  ergicl)t  gich  für 
compressible  Flüssigkeiten: 

c)      dV^-0{^)Q^dx-^^^dyi'^^dz\^Pdx  +  Qdif-\-Rdz', 

dagegen  für  incompressible  Flüssigkeiten : 

c*)      dV--(l^dx-\-^/^dtj-\-^/-dz)=^Pdx  +  Qdy+Rd2. 
Q  \cx  Öy  dz      } 

„In  beiden  Fällen  ist  der  Ausdruck  auf  der  Unken  Seile  vom  Gleich- 
heitszeichen ein  vollatJindiges  Differeotial,  folglich  xmx%^  auch 

Pdx-\-Qdy  -\-Edz 
ein  solches  sein,  d.  h.  es  muss 

dP    do  dO    dH  dU    dP 

d) 


dy      dx        '      dz      dy 


dx       dz 

sein,   —    Führt   man   an  P,  Q  und  R  Differentiationen  wirk- 
lich aus,  so  sieht  man,  dass  zu  dem  Bestehen  der  letzten  drei  Gleich- 
nngen  die  nothweudige  und  hinreichende  Bedingung  ist: 
>  du     dv^  dv     dw  dm     du 

®^  dy^dx~^'      dl^Ty' 

d,  h.  es  muss 

udx  -^vdy  4*  fvdz  =  d(p 
ein  vollständiges  Differential  sein.    Darnach  ist 


dm 

—  =0, 

dx     dz 


d(p 


ü  = 


dq> 


d  qt 

Tz' 


I) 


„Die  Glcichangen  c)  und  c^)  lassen  sich  dann  integriren  und  man 
erhält  für  compressible  Flüssigkeiten : 

dagegen  für  incompressible  Flüssigkoitou: 


l'l  Literat  urzeitung. 

^^ ^ ^„,^„^^^ ^^^     ^,^^,^^^,         ^^^^^ A,,,       ^^,^^^.. - ^. 

I*)  I7  +  J  («*  +  «'*  +  «'•)=  r--  +  r. 

Ol  Q 

„Die  Integrationsconstante  Tist  von  Xyt/jZ  unabhängig,  kann  aber 
noch  eine  Function  von  /  sein. 

„Die  Gleichungen  e),  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  eben 
ausgeführte  Integration  zulässig  ist,  lassen  sich  noch  weiter  verein- 
fachen. Wir  wollen  voraussetzen,  die  Gleichungen  e),  oder  was  das- 
selbe ist,  die  Gleichungen  d)  seien  zu  einer  gewissen  Zeit  t  erfliUt.  Dif- 
ferentiiren  wir  die  erste  der  Gleichungen  f)  nach  y  und  die  zweite  nach 
Xy  so  findet  sich  durch  Subtraction : 

/du  _  dv\  /dl(u'  +  v*  +  ,i^)\  /ai(ti'  +  r«  +  >t;«)\ 

"^  Kdy     dx)   /\  dx  J      ""K  dy  ) 


d.  h.: 


di  "^  dy  dx  "~^' 


\dy     dx) 


'^^^    -.=0. 


dt 

„Durch   entsprechende  Behandlung   der   zweiteo  and    dritten  and 
resp.  der  dritten  und  ersten  der  Gleichungen  f )  ergiebt  sich 


\dz     gy/_Q  \dx     dz)^^ 


dt         "■^'  dt 

„In  diesen  drei  Gleichungen  spricht  sich  ans,  dass 
die  Differenzen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  e) 
von  der  Zeit  unabhängige,  constante  Werthe  haben.  Sie  sind 
also  immer  =0,  wenn  sie  in  irgend  einem  Momente  den  Werth  0  haben, 
z.  B.  zur  Zeit  t^O.  Demnach  finden  die  Gleichungen  I)  und  resp.  I*) 
statt,  wenn  die  Anfangswerthe  der  Geschwindigkeit  «o,  »5,  Wq  partielle 
Derivirte  derselben  Function  sind,  d.  h.  wenn 

^^  dy     ax     "'    dz     dy"^'    dx     a«""*    • 

Die  Gleichungen  g)  bilden  also  die  verein&chte  Bedingung,  nnter  der 
die  Gleichungen  I  und  I*)  giltig  sind?  —  Wodurch  die  Gleichungen  g)  ein- 
facher sind  als  die  allgemeinen  e),  scheint  Geheimniss  des  Herrn  Professors 
zu  sein ,  wenn  derselbe  nicht  etwa  glaubt ,  dass  ein  mathematischer  Aas- 
druck einfacher  wird,  wenn  man  sämmtlichen  Grössen  Indices  giebt.  — 
Ich  muss  aber  auch  noch  den  ausgezeichneten  Beweis  mit  ein  paar  Worten 
berühren,  durch  den  der  Herr  Professor  zu  der  gerühmten  Verein fachimg 
gelangt.  Der  Herr  setzt  voraus,  dass  zu  einer  bestimmten  Zeit,  s.  B.  /=sO, 
die  Gleichungen  e)  giltig  sind,  dass  also 


rdu      ac"|'=o 


uuil  beweist  daDn  auf  eiuetn  weiten  Umwegci,  dnsä  mm  auch 

_  [du      Öry=o 


dt 


=  0. 


Eines  solchen  Beweises  bedarf  es  aber  durchaus  nicht, 
wenn  derselbe  nicht  etwa  dazu  dienen  soll,  dem  in  athem«  ti- 
sch e  u  Publikum  zu  «eigen,  wie  gross  die  Fähigkeiten  des 
Herrn  Herausgebers  sind. 

Kiemann  hat  an  dieser  Stelle  darauf  aufmerksam  gemncht,  dass, 
wenn  nur  zu  irgend  einer  bestimmten  Zeit,  z.  B.  aur  Zeit  /=:0,  die  Cileich- 
nngene)Oeltung  baben^  dass  dann  anch  stets  für  diesen  Moment  die  Gleieh- 
uugeu  I)  und  I*)  giltig  f^ind^  selbst  wenn  nicht  allgemein  die  An- 
nahme gemacht  wird,  dass  Jf,  V  und  Z  die  Derivirteu  einer  Function 
nach  ar,  y  und  z  «ind.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergiebt  sich, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  Gleichtingen  I)  und  I * j  durch  Integrationen 
entstellen^  die  Mnabblingig  von  /  sind. 

Es  folgen  nun  dieUnlorsuchungen  über  dieForfpHanzung  der  Schwing- 
ungen in  einem  compressibeln  Medium.  Es  wird  hier  von  vornherein  die 
beschränkende  Voraussetzung  gemaebl,  dass  die  Dichte  sich  so  wenig  än- 
dert» dass  die  Dichte  q  während  der  Bewegung,  dividirt  durch  die  Dichte  zt 
während  der  Ruhe,  tilao 

und  dass  s  ein  sehr  kleiner  Bruch  sei. 

Zuerst  wird  der  Fall  untersucht,  wenn  nur  Bewegung  parallel  der  Ä- 
Axe  vorhanden  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit.  Darauf  wird  der  Fall 
behandelt,  dass  sich  im  Punkte  jr=0  eine  feste  Wand  befindet.  Drittens 
wird  der  Fall  besprochen,  wenn  die  Bewegnng  von  allen  drei  Coordinaten 
abhängig  iüt.  Besonders  von  Interesse  ist  bei  diesem  Falle  noch,  dass  die 
sechsfache»  Integrale,  ku  denen  die  Anwendung  des  Fourior'scheu  Lehr- 
satzes führt,  sich  auf  Doppelintrgrale  znrilckführen  lassen. 

Den  Schluss  des  Buches  bildet  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  in  einer  unbegrenzten,  incomprcssibeln  Flüssigkeit,  und 
zwar  das  Dirichl  et'schc  Beispiel:  „Die  Bewegung  einer  Kngel*'. 

Der  Herr  Herausgeber  hat  am  Schlüsse  jedes  der  letzten  drei  Ab- 
schnitte einige  Literatur  angeführt;  wie  unvollständig  indessen  diese  Lite- 
ratur ist,  kann  der  geehrte  Leser  daraus  ersehen,  dass  nicht  einmal  die  Ar- 
beit von  de  S  ain  t- V  (^nan  l;  ,^Die  Biegung  prismatischer  Körper"  er- 
wähnt ist.  Ja  noch  mehr.  Nicht  einmal  Ricmann's  eigene  Arbeit* 
„lieber  die  Fortpflanzung  ebeuer  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 


*   Band  VIII  der  Ahhandlnngen  der  königl.  Gesellschaft  der  Wisseaschaften  ku 
Uü'ttingcu, 


weite**  findet  Platz,  obgleich  dieselbe  die  vorhin  erwähnte  Untersncbnof 
über  die  Foripßanzung  der  Bewegung  in  einem  compressibeln  Medium  Als 
einen  speciellen  Fall  in  sich  schliesst.  Es  hStte  sich  um  so  mehr  wohl  er- 
warten lassen,  dass  der  Herr  Professor  diese  Arbeit  citirt  hätte,  d»  der- 
selbe dann  wenigstens  noch  einen  Grund  mehr  gehabt,  weshalb  derselbe  auf 
Riemann's  jüngste  Vorlesungen  im  Sommer  1862  gar  keine  Rücksicht 
genommen.  Riemann  hat  im  Sommer  1862  ungefähr  dasselbe  ober 
Schwingungen  von  endlicher  Weite  in  seinen  Vorlesungen  über  partielle 
Differentialgleichungen  vorgetragen,  was  sich  in  der  genannten  Arbeit 
findet.  Der  Hauptgrund,  der  den  Uerrn  Professor  bewogen  hat,  sich  na 
Kiemann's  jüngste  Vorlesungen  über  diesen  Gegenstand  nicht  «u  kom-^J 
mem,  wird  wahrscheinlich  der  gewesen  sein,  den  derselbe  in  seiner  Bro< 
schüre*  ausspricht:  „Es  hat  viel  für  sich,  ganz  nach  eigenem 
Sinne  und  ganz  ans  einem  Guss  zu  arbeiten.  Und  es  ist  lO 
sÜM,  auf  die  fertige  Arbeit  blicken  zu  können  mit  dem  Ge- 
danken:   Ich  habe  Alles  selbst  gemacht." 

Schliesslich  rauss  ich  aber  noch  einmal  auf  den  letzten  Theü  der  citii 
ten  Vorrede  zurückkommen.   Dieser  Theil  lautet: 

,,Am  SchluKse  des  Semesters  hat  Riemann  auch  noch  die  Be* 
x^egung  eines  Rioges  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit,  analog  der  Di- 
richlet'schen  Aufgabe  von  der  Kugel  behandelt.  Er  hat  sich  jedock 
darauf  beschränkt,  in  die  partielle  Differentialgleichung  Kingcoordinatei 
einzuführen  und  für  die  Lösung  den  Weg  im  Grossen  vorzuschreiben»^ 
Bei  der  Durchführung  der  Rechnung  bleibt  mir  noch  ein  Punkt  aufzuklX- 
ren  und  ich  mJJchte  deshalb  das  Problem  für  eine  besondere  Bearbeitung 
vorbehalten.** 

Zunächst  will  ich  bemerken,  dass,  soviel  mir  bekannt,  Riemann  nie 
den  Ausdruck  „Riugcoordinaten**  gebraucht  hat,  sondern  wahrscheinlich  tsl  M 
der  von  Riemann  benutzte  Ausdruck  ,,Semipolarcoordinalen**  identisch  V 
mit  den  Ringcoordinaten  des  Herrn  Professors.  Riemann  hat  auch  nicht 
,  den  von  dem  Herrn  Bearbeiter  an  mehreren  anderen  Stellen  beliebten  Ans- 
iruck „Ungleichung'*  statt  ,, Ungleichheit"  angewandt.  Auch  diese  Verbes* 
serung  scheint  der  Herr  Professor  für  nothwendig  gehalten  zu  haben. 

Was  nun  aber  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Ringes  in  einer  Flös« 
sigkeit  betritTt,  so  muss  ich  das  in  der  Vorrede  Gesagte  milldesteni  als  HU» 
genau  bezeichnen.  Meine  Aufzeichnungen,  die  ich  im  MÄrz  1861  wHhrend 
der  Vorlesung  gemacht  habe,  enthalten  vier  particuläre  Lösungen  der  Dif- 
ferentialgleichung in  folgender  Form : 

^  ^  )      "f^'^  •  ^^') .  cos  ji  t^ .  CO*  V9  4-  ^ft,v  •  ^(0  •C0$n'4>  *sinvqt 


itir-l 


I 


*  Eltipttsche  PunctioQcn  aas  dem  Nachlasse  ron  Ganss.      Ein  Beitrag  an 
einem  Schreib-  und  Drackfehlorverzeichnisa  von  Dr.  Uattcndorff« 


fQy  bezeichnet  vier  verschiedene  hypergeometriscte  Reihen.  Nor  eine 
dieser  vier  Reihen  hat  die  Eigenschaft,  dnss  sie  ausserhftlb  des  Ringes 
stetig  bleibt  und  in  der  Oborfläche  desselben  einen  bestimmten  Werth  an- 
nimmt»   Der  Werth  dieser  Reihe  ist  folgender: 


/'(()=(*+■' 


[y  — c 


--'+1  '-±-'+1 


v+  J 


Unvollendet  hat  Riemann  die  Lö.snng  der  Aufgabe  nur  insofern  ge- 
lassen, als  er  den  Werth  der  willkürlichen  Constanton  nicht  so  bestimmt 
hat,  dass  sie  den  anfgesfellten  Bediogungsgleichnugen  geniigen;  indessen 
ist  von  Riemann  der  Weg  hierhin  zu  gelangen  zum  Th^il  noch  geebnet, 
zum  Theil  vorgezeiciinet.  A«s  diesem  Grunde  möchte  ich  daher  den  Uerrn 
Professor  Hattendorff  bitten^  den  folgenden  Satz  der  Vorrede  als  un-. 
wahr  zu  streichen: 

,.Er  (Hie  mann)  hat  sich  jedoch  darauf  beschränkt,  in  die  par- 
tielle Differentialgleichung  Ringcoordinaten  einzuführen  und  für  die  Lö- 
sung den  Weg  im  Grossen  vorzuschreiben." 

Ferner  möchte  ich  den  Herrn  Herausgeber  noch  ersuchen,  statt: 
„Bei   der  Durchfuhrnag  der  Rechnung   bleibt  mir  noch  ein  Punkt 
aufzuklären" 
ssQ  schreiben: 

f,Bei  der  Durchführung  der  Rechnung  ist  mir  Einiges  (oder  auch 
vielleicht  —  Manches)  unklar  geblieben;  ich  werde  daher*'  etc. 

Ich  halte  diese  Verbesserung  deshalb  für  nothwendig,  damit  der  Leser 
nicht  etwa  auf  den  Gedanken  komme,  Riemann  habe  seinen  Schülern  Un- 
fertiges vorgeführt.  Der  Herr  Professor  Hattendorff  findet  dann  auch 
vielleicht  noch  Platz,  um  zu  erklären,  ob  in  Riemaun's  bandschriftlichem 
Nachlasse  auf  diesen  Gegenstand  Bezügliches  sich  vorfindet  oder  nicht. 
L  ü  n  e  b  n  rg ,  im  Februar  1870. 

Dr.  F.  GÖDECEEB. 


lieber  das  Zurück  bleiben  der  Alten  in  den  Hatnrwissensoh&ften .  Recto* 
ralsrode  von  C.  v.  Littrow.    Wien,  Gerold. 

Durch  eine  Reihe  von  astronomischen  Thatsachen  sucht  der  Verfasser 
zu  beweisen,  „dass  es  den  Sinnen  der  Griechen  an  der  Schule  für  genaue 
Beobachtung  gebrach ,  dass  sie  als  Naturforscher  zu  sehen  noch  nicht  ge- 
lernt hatten",  oder,  wie  er  sich  S.  15  ausdrückt,  „dass  es  den  Alten  selbst 
an  der  primitivsten  Beobachtungsgabe  gefehlt  Labe'*.    Diese  Ansicht  er- 


schciiit  dem  Referenten  zierolicli  oberflächlich;  sie  steht  olinebin  im  Widei 
Spruche  mit  der  eigenen  Angabe  des  Verfassers  (S.  5),  wonach  die  Griechen 

sich  von  dpr  Bewegung  des  in  unseren  Breiten  so  schwer  sichtbaren  Plane- 
ten Mercur  eine  verhitltnissmässig  genaue  Kunde  verscbafit  haben  ,  die  an« 
erst  dnrch  das  Fernrohr  vermittelt  worden  ist.  Gerade  diese  Th&tsache 
beweist,  dass  die  Alten  recht  gut  beobachten  konnten,  w^enn  sie  wollten; 
aber  sie  wollten  eben  nicht.  Der  Grund  hiervon  ist  jedem  klar,  der  die  Ge- 
schichte der  griechischen  Philosophie  etwas  näher  kennt.  Schon  Zenoo 
aus  EIca  leugnete  die  unendliche  Theilbarkeit  und  suchte  die  Nicbtcxisteni 
des  Raumes,  sowie  die  Unmöglichkeit  der  Bewegung  (der  Pfeil,  AchiDes 
und  die  Schildkröte)  nachzuweisen;  dabei  war  es  ihm  aber  keineswegs vm 
blose  Sophistereien  zu  thun,  sondern,  wie  schon  Tennemaun  richtig  be- 
merkt hat,  um  einen  apagogischen  Beweis  des  Satzes,  dass  alle  SiniKS- 
anschauung  trüglich  sei.  Diese  letztere  Ansicht  zieht  sich  mit  der  Bch*rr- 
Irchkcit  eines  Axioms  durch  die  gedämmte  griechische  Philosophie  bindttrci 
und  erhält  ilnen  schärfsten  Ausdruck  bei  Piaton,  welchem  die  sinfllfci 
erkennbare  Welt  als  wesenlnsos  Schattenbild  erscheint,  wogegen  die  Wihr- 
heit  einzig  und  allein  in  der  Welt  der  Ideen  lebt,  die 'aber  scblechteidlQgs 
nicht  durch  Beobachtung,  sondern  nur  durch  reines  Denken  erkennbMut, 
(Vergl.  den  Anfang  des  7.  Buches  vom  Staate.)  Dem  entsprechend  lasst 
Piaton  den  Sokrates  (im  Phndon)  sagen,  „er  habe  sich  zwar  sehr  (ur 
Physik  interessirt;  aber  was  er  auch  geraeint  verstanden  zu  haben  ,  sei  ilxa 
bei  weiterem  Nachdenken  wieder  undeutlich  geworden,  und  so  glaube  er, 
die  Götter  wollten  nicht,  dassMenscheu  die  Naturgesetze  erkennen  solltait" 
Wenn  sich  aber  die  eminentesten  Griechen  in  einem  solchen  Sinne  Ausspre- 
chen, ao  ist  es  nicht  wundeiliidi,  dass  ihre  Landsleutc  die  Naturerscheioofi- 
gen  mit  ebenso  wenig  Einst  betrachteten,  wie  wir  ein  Schattenspiel  oder  die 
bunt  wechselnden  Bilder  des  Kaleidoscops.  —  Erst  mit  dem  Erlöschen  d« 
griechischen  Piülosopie  übevhnnjit  verlor  sich  das  Misstranen  gegen  die 
Sinnesanschauung,  und  von  diesem  Augenblicke  an  traten  Astronomen  wie 
Hipparchos,  Sosigen  es,  PtolemSns  etc.  auf,  von  denen  wohl  Nie- 
niHud  behaupten  wird,  „dass  es  ihnen  selbst  an  der  primitivsten  Beobncb- 
tongsgabe  gefehlt  habe". 

Im  Uebrigcn  enthält  das  Schiiftchen  einige  hübsche  Bemerkungen  » 
Geschichte  der  Astronomie.    In  sprachlicher  Beziehung  ist  der  häufig  wi 
derkührendo  ungeschickte  Gebrauch  des  Wortes  „ausnehmen"  lustig,  a, 
„man  kann  in  den  Plejaden  elf  Sterne  ausnehmen'*,  oder  „kleine  Sr 
neben  hellen  lassen  sich  imZwielichte  weit  eher  ausnehmen,  als  in  tiefcr| 
Nacht"  und  so  öfter.    Solche  niederösterreichische  Provincialismcn  gehöreD 
nicht  in  die  Schriftsprache,  der  so  gute  Worte,  wie  „beobachten**,  „wahr* 
nehmen",  „unterscheiden"  u,  a.  zu  Gebote  stehen. 

SCHLÖMIXCB. 


I 
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Literaturzeitung. 

TTeber  die  BeBtimmnng  von  Längendiferenzen  mit  Hilfe  des  elektrischen 

Telegraphen.  Von  Dr.  Tu.  Aldkecht,  Assistent  am  Centrnlbureau 
der  europtilüiclieu  Gradmessung  zu  Berlin.  Leipzig ,  Verlag  von 
Engelmann  1800. 

Der  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede:  „In  den  letzten  Jaiirzelinten  ist 
hcreita  eine  grössere  Zahl  lelographischcr  Längenbestimumngen  aus- 
geführt und  ein  reicher  Schatz  von  ErfaLiirungeQ  huTbei  gosammelt  worden, 
80  das«  ea  mir  von  Interesse  schien,  eine  Zusammenfitellung  der  wesentlich- 
sten Wahnioliniungen  dieser  Art  vorzunehmen  und  unter  BeriiclvKichtigiing 
dieser  Erfahrungen  die  verscliicdenen  Metboden  der  telegrnpbischen  LfCn- 
gcnbestimmung  hinsichtlich  ihrer  leicbten  und  bequemen  Handhabung  nSber 
zu  untersucheu.  leb  halte  versucht,  in  der  vorliegenden  Schrift  eine  solche 
Discussion  zu  liefern»  und  neben  der  Angabe  der  bequemsten  und  siebersten 
Verfahrungsweisen  mein  Befetreben  besonders  auch  auf  Untcrsucbung  des 
Genauigkeitsgrades  sowohl  der  astronomischen  Zeitbestimmung  und  der  re- 
fiultirenden  Längendifferenz,  als  auch  der  einzelnen  Redtictionselemente 
gerichtet,  weil  durch  eine  solche  Betrachtung  wesenlliclje  Momente  zur  Be- 
urtfieilung  der  Güte  der  einzelnen  Methoden  erlangt  werden.  Zugleich 
schien  mir  erwünscht,  eine  kurze  Anleitung  zur  Ausführung  und  Bereclmuug 
der  Ivängenbestimmungeu  zu  geben,  weil  ich  hoffe,  dnss  eine  solche  gerade 
jetzt,  wo  eine  grössere  Zahl  telcgraphise-her  Lnngenbestimmuugeu  zum 
Zwecke  der  europäischen  Gradmessuug  ausgeführt  werden,  von  einiger 
Bedeutung  sein  könnte. *' 

Um^iit  wenigen  Worten  die  Leistung  dos  Verfassers  zu  charakterisi- 
ren^  darf  man  sagen,  dass  derselbe  eine  zeitgemAsse  Idee  mit  nnsserst  an- 
erkennenswerther  Sorgfalt  ausgeführt  hat.  Auch  fUr  Diejenigen,  welche 
nicht  gerade  Astronomen  von  Fach  sind,  dürfte  die  vorliegende  Schrift 
manches  Interessante  enthalten,  wie  z.  B.  die  genaue  Untersuchung  über 
persünliehe  Fehler  und  deren  Variationen. 

ScitLÜiMlLCH, 


Neues  logarithmisch- trigonometrisches  Handbuch  auf  sieben  Deoimalen. 
Bearbeitet  von  Dr.  C,  BuLflNS,  iJirectiir  der  Sternwarte  und  Profes- 
sor der  Astronomie  iu  Leipzig.  Verlag  von  B.  Tauchnilz.  Leipzig 
1870. 

Der  wesentlichste   Unterschied   zwischen  den  vorliegenden  und  den 

älteren  Tafeln  von  Bremiker  und  Scbrön  besteht  darin,  dass  die  Loga* 

.  rltlmieu  der  trigonometrischen  Functionen  von  0"  bis  5"  59'  von  Secuude  zu 

Secunde  angegeben  sind,  wilhrend  sie  darüber  hin«U8  von  zehn  zu  zehn  Se- 

cunden  fortgehen.    Der  übrige  Inhalt  des  Werkes  ist  der  gowöhnlJr''«    «"•<» 
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dies  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  anders  sein  kann,  lieber  die  Correct- 
heit  desselben^ lässt  sich  begreiflicherweise  für  jetzt  kein  Urtheil  fallen; 
doch  kann  man  erwarten,  dass  eine  fünfmalige  Correctar,  bei  welcher  die 
Tafeln  von  Bremiker  nnd  Schrön,  der  Thesaurus  logarithmorum  von 
Vega  und  Taylor 's  Table  of  logarithms  nach  einander  benutzt  wurden, 
eine  grosse  Zuverlässigkeit  bieten  werde.  Die  typographische  Ausstattung 
ist  eine  sehr  sorgfältige  nnd  zeichnet  sich  namentlich  durch  einen  iiasserst 
scharfen  (dem  Keferenten  fast  zu  scharfen)  Typenschnitt  ans. 

SCHI.OMII.CH. 
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Anleitung  znr  Ansführnng  einzelner  Theile  der  bei  Grund- 
steuervermessungsarbeiten vorkommendeu  trigonome- 
trischen und  poljgonometrischen  Keehnangen.  Berlio. 
geh,  Oberhof  buchdruckerei.  1  Thlr 

Steinhauser,  A.,  lieber  die  geometrische  Construction  der  Ste- 
reoscopbilder.    Graz.Leykam.  %  Thlr. 

Eberhard,  K.,  Betrachtung  der  Niveauflächen  und  des  hydro- 
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cale  Axen  rotirenden  Flüssigkeit.    Berlin,  Calvarj  &  Comp. 
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Recensionen. 

TJebtmgBbnch  zum  Studium  der  höheren  AnalysiB.  Vr>n  Dr.  Oskar  Schlö- 
MiLCU,  köDigl.  Sachs.  Hofrath  «oil  Professor,  Ritler  des  k.s.C.-V.-O. 
etc.  Zweiter  Tlieil :  Aufgaben  ans  der  Integraheclmnng.  Mit  Holz* 
Bchnitten  im  Texte.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B. G. Teubner, 
1870. 

Der  Verfasser  sagt  im  Vorwort:  „Da  ich  in  der  Vorrede  zum  ersten 
Theile  des  vorliegenden  Werkes  mich  hinreichend  über  dessen  Zweck 
ausgesprochen  habe,  so  bedarf  es  nnr  w^eniger  Worte  zur  Einfuhrung 
des  zweiten  Theilea.  Die  Aufgaben  des  ersten  Capitels  enthalten  zwar 
nicftta  Neues,  aber  sie  bilden  tinn  einmal  das  unentbehrliche  Handwerks- 
zeug der  Integralrechnung  und  konnten  daher  nicht  wegbleiben.  In  den 
übrigen  Capiteln  dagegen  wirtl  man  fast  durchaus  neue  Beispiele  finden 
und  zwar  nur  solche,  die  zu  eleganten  Rcsnllaten  führen  und  dadurch  das 
Interesse  des  8ludirenden  wach  erhalten.  Aus  dem  letzteren  Grnnde  habe 
ich  auch  die  mei^ten  Beispiele  zur  Integration  von  Differentialgleichungen 
in  das  Gewand  geometrischer  Aufgaben  gekleidet." 

Inhalt. 

Capitel  I.  Integration  von  entwickelten  Functionen  einer  VariaheJen. 
§  1:  Grnndformeln  und  allgemeine  Regeln.  §2:  Integration  rationaler 
Functionen  (50  Beispiele).  §3:  Fortsetzung.  Integration  durch  Zerlegung 
in  Faitialbrijche  (25  Beispiele).  §4:  Integralion  irrationaler  Functionen 
(40  Beispiele).  §  5:  Fortsetzung.  Integration  durch  Rntionalisirung  (28 
Beispiele).  §  6:  Integration  exponentialer  und  logarithmischer  Functionen 
(22  Beispiele).  §7:  Integration  goniotnetrischer  Functionen  (45  Beiftpiole). 
§8:  Integration  cyclometriacher  Functionen  (20  Beispiele).  §9:  Integra- 
tion mittels  unendlicher  Reihen  (24  Beispiele). 

Capitel  II,  Quadraturen  and  Rectificationen.  §  10:  Die  Quadratur 
ebener  Curven  (30  Beispiele).     §11:  Vermischte  Aufgaben  fJbcr 
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taren  (d  Betspiele).  §  IS:  Die  Rectification  ebener  Cunren  (St  BdipMle). 
§  13:  YermUcbte  Aufgaben  Qber  Rectifieationen  (2  Bei«piele).  §  14:  Qua- 
dratur nnd  Rectification  zweier  besonderen  Gattungen  Ton  Carrea.    §  IS: 

Die  Rectification  rünmlicber  Cnrven  (20  Beispiele). 

Capitel  III.    Cabataren  und  Complanationen.     §  16:  Die  Cnbater  W* 
grenzter  Volamina  (32  Beispiele).    §17:  Die  Complanatton  ron  Cjfiajei^ 
Laichen   (18  Beii^piele).     §  IB:  Die  ComplanAtion  von  ürodreJmncrflrfcf» 
[(20  Beispiele). 

Capitel  IV.     Einfacbe  bestimmte  Integrale.     §  19:   Ber^dmang  im 
Wertbe  von  bestimmten  Integralen  (57  Beispiele).    §20:  Transf ormatMMM  | 
.bestimmter  Integrale  (12  Beispiele).     §  21 :    Die  Variation  der  CMMtanlnl 
r(l8  Beispiele). 

Capitel  V.     Reihen,  Prodncte  nnd  bestimmte  Integrale.      §  22:  Eal-| 

kwickelong  bestimmter  Integrale  in  Reiben  oder  Prodncte  (15  Beta|Mck)u| 

[23:  Snmmimng  von  Beiben  mittels  bestimmter  Integrale  (9  Beiapiele). 

Capitel  VI.  DieDoppelintegrale  und  ihre  geometrischen  Amrendl 
|24:  Allgemeine  Formeln  and  Regeln.    §25:  Cabatnren  darch  Dopp4 

ale  in  rechtwinkligen  Coordinaten  (36  Beispiele).    §  26 :  Ciib«taren 

Doppelintegrale  in  räumlichen  Polarcoordinaten  (8  Beispiele).    §27:    Co«-| 
planationen  durch  Doppelintegrale   in   rechtwinkligen  Coordinaten  (24  Bd- ' 
spiele).    §28:  Complanationen  durch  Doppelintegrale  in  rSnmlicken  Polar 
.coordinaten  (7  Beispiele).    §29:  Vermischte  Aufgaben  fiber  DoppeHnt<^iak 
r(7  Beispiele). 

Capitel  Vn.   Die  dreifachen  Integrale.    §30:  Allgemeine  FormelB  ui  j 
Regeln.    §  31 :  Beispiele  für  dreifacbe  Integrationen  (21  Beispiele). 

Capitel  Vni.  Die  Mittelwertbe  gegebener  Functionen.  §  32:  Ela*  1 
8te  Fälle  der  Bcstimmnng  von  Mittelwerthen  (3  Beispiele).  §33:  Di* 
Vieren  Radien  von  Cnrvcn,  Flächen  und  Körperräumen  (||  Be4spiele)L 
§  34:  Die  nähemngsweise  Darstellung  von  Functionen  einer  Variabaks 
(5  Beispiele).  §35:  Die  näberungsweise  Darstellung  von  Fnnctionen  sweMf 
Variabelen  (2  Beispiele). 

Capitel  IX.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  §  36:  Atlgemetne 
Regeln.  §  37:  Einfache  lineare  DifTerentialgleichungen  (30  Betspi«]«). 
§38:  Uomogene  lineare  Differentialgleichungen  (20  Beispiele).  §39:  DHTe* 
rentialgleichungen  verschiedener  Grade  (35  Beipiele).  §40:  Die  Erolven- 
tare  (4  Beispiele).  §  41 :  Die  Trajectorien  (12  Beispiele).  §  42 :  Die  BoU- 
eurvcn  (10  Beispiele). 

Capitel  X.     Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen.     §43:   Diej 
einfachsten  Formen  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  (38  Bd*  ] 
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ßpiele),  §  44:  Lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Or^lnnng  (12  Bei- 
tijjiele).  §  45:  Homogene  Differentialgleichangen  zweiter  Ordnung  (8  Bei- 
epiele).    §46:  Futictioualgleicliungen  (6  Beispiele). 


Teorica  delle  funzioni  di  variabili  compleBse.  Dal  Dott.  Felicb  Caso- 
KATi.     Pavia,  Tipografia  dei  fratelli  Ftisi. 

L'ouvrage  dotit  nuus  yenons  de  transcrire  le  titre  doit  compter,  sans 
contredit,  parmi  leg  plu»  itnportantes  productions  scientifiqnes  de  ces  der- 
nieres  anneos.  Son  bnt  e«t  l'exposition  coinplöte  de  cetto  blanche  d'analjse 
que  Cauchy  afond^e^  et  dont  Riemann  a  dtd  le  second  cr^^ateur. 

Les  ddcouvertea  de  Cauchy  ont  trouve  dans  notre  pays  de  luinineux 
interpretes  et  doiveat  aux  gciometres  fra»<jais  d'iinportautes  additions.  Mais 
jnsqu'ici  la  dnctrine  de  Riemann  ne  nons  4tait  gu^re  connne  que  par  les 
onvrages  de  ü.es  disciplcfl,  öcrits  presque  tous  dans  une  langue  dont  Tijtude 
est  malhenrouseuient  tropsacriti^e  cheznous  aux  pri^tendaes  exigences  litte- 
raires  de  l'esprit  fran9ai8.  Aussi  devons-nous  nous  r^jouir  de  !a  publication 
d*un  livre  doiit  la  langiie  c"»t  facilement  intelligible  h  tout  Frantjais  un  peu 
lettre,  et  compose»  en  outre,  avec  an  remarquablo  talent  par  un  gt^ometre 
quij  tout  jenne  encore,  a  su  d6jk  si  bleu  se  rendre  mattre  du  vaste  enaemble 
des  thcWies  qiii  gravitcnt  autour  de  son  sujet  principal. 

Le  premier  volunie,  le  soul  qui  alt  paru  jusqu'ä  ce  jour,  se  compose  de 
detix  parties  principales,  dont  la  prcmitfere,  sotis  le  titre  d*lntroduclion,  con- 
tient  un  appr«;u  historique  du  developpement  de  la  theorie  des  quantit^s 
cQniplexe«.  Cet  aper<;u,  qui  formorait  k  lui  «eol  un  excellent  memoire,  est 
uu  r^sum^  subütantiel  et  m^thodique  des  plus  grandcs  d^^couvertes  de  Tana- 
lyse  moderne,  ou  la  part  de  chaque  geom^tre  est  indiqu^e  et  apprdciee  avec 
antant  de  clart^  que  de  profondeitr.  Les  cent  quaranle-trois  pages  que 
Fautear  a  consacrtJes  k  cet  objet  seront  un  precieux  secoura  pour  tous  ceux 
qui  vondront  se  mettre  au  courant  des  hautes  thdories  analytiques,  et  qui, 
privL^s  de  ce  fil  condncteur,  no  snuraicnt  cominent  s'orienter  au  milieu  de 
tant  de  travaux,  diffcrents  par  l'esprit  commo  par  la  forme,  et  dont  rien  ne 
leur  indiquo  d'avance  la  dcpendance  nmtuelle,  non  plus  que  Fordre  dans 
lüqucl  il  convient  de  les  Jlndier. 

Cette  introduction  est  divisde  en  dem  chapitres,  dont  le  premier  con- 
tient  Fhistoire  de  la  theorie  des  fonetions  ellipttques  et  abdiiennes,  une  des 
(j)u8  importantes  applications  des  quantitds  couiplexes,  dans  laquello  Fem* 
|ilui  de  ces  quautitt^s  a  vt*-  la  condition  necessaire  den  decouvertes  d'Abel 
et  de  Jacobi.  M.  Casorati  trace  le  tableau  des  progr^s  successifs  de 
cette  brauche  de  Fannlyse,  depuis  les  tm  et  d*Euler, 

jusquH  ceux  de  Cayloy,    d'Ein«  "Veior- 

strastf. 


Le  secoad  chapitre  traite  plus  parücuü^rement  des  variables  cotnplexes 
et  des  fonctions  de  ces  variables.  I/auteur  commence  naturcllement  par 
TexposC'  des  travaux  de  Caucby  sur  ce  sujct;  il  etablit  oettement  et  avec 
iinpartialilü  la  pari  qui  revieut  a  ce  grfind  analyste  dans  des  ddconvertes 
doDt  quelqueB  anteiirs  allemands  semblent  parfols  trop  disposöä  k  attrtbaer 
toat  Thonneur  a  lenrs  compatriotes. 

Citons,  h  ce  propos,  quelques  pages  de  la  rernarquable  ^tade  que  M. 
Beltrami  a  cousacree  au  livre  de  M.  Casorati,  dana  le  Giornale  dt  Mute- 
matiche  de  Xaples,  t.  VII,  1860,  p.  3Ö  et  suiv.  Ces  pages  uous  paraissent 
^minemment  propres  ä  faire  saisir  les  poiots  de  contact  eutre  Toeuvre  de 
Caucby  et  celle  de  Riemaun,  et  k  montrer  ce  que  le  second  doit  aa 
premier: 

,,Un  de  ces  points  de  contact  se  prdsente  d^s  les  preraiers  pas  que  Von 
fatt  dans  la  tUcurie  geut'rale  des  fouctions,  savoir:  dans  la  conception  meme 
de  la  fouctiou.  Dcjä  Caucby  avait  reconnu  quil  convieut  de  faire  ab- 
«traction  de  toule  suppositiou,  expliclte  ou  impltcite,  de  l'existcnce  d'une 
'forroule  uualytique  de  nalure  quelconque,  et  de  ne  cousid^rer  que  la  depeu- 
dance  qui  doit  avoir  lieu  entre  la  valeur  de  la  variable  et  celle  de  la  fonc» 
tiou.  Mais,  dana  le  passage  de  la  variabilite  reelle  k  la  variabilit<5  com- 
plexe,  Cauchy  avaii  donn6  i  ce  principe  une  extensiou  trup  graude,  ce  qui 
Favait  condnit  a  di«:tlnguer  par  une  appellation  speciale  (monogenes)  les  fonc- 
tions  auxqiitdles  Riernaon,  mieux  inspire,  a  cru  devoir  rt^server  exclusive- 
mcnt  la  denomination  de  fonclions  (d'une  variable  complexe).  Ce  point  est 
tr^B-clairenient  expos^  par  M.  Casorati  dana  son  prdambnie  bistoriqae, 
ain:>i  que  dans  les  prcmiers  chapities  de  la  deuxtöme  section  ... 

„Quant  il  la  defiiiition  d'uue  fouction  au  moyen  de  piopritJtds  caractd- 
ristiques  süffisantes,  ce  sujet  n'est  pas  encore  trait^  dans  le  voluroe  publie, 
bien  que  Tauteur  laisse  entrevoir  k  plusieurs  reprises  dans*  VwIrotiucUon 
(p.  134  — 130,  par  exemple)  toute  rimportance  de  ce  nouveau  poiut  de  vue, 
qui,  employe  primitive ment  dans  les  mc^tbodes  de  la  pbyKique  matb^ma- 
.tique,  et  introduit  ensuiie  avec  beaucoiip  d'avantagea  dans  Taualyse  pure, 
Bemble  se  rapprocUer  -vinguliciement  de  celui  de  la  güonietrie  moderne, 
suivant  lequel  les  proprietes  des  figures  sV'tablisseut  comme  consdquences 
de  quelques  donn^es  caracteristiques ,  sans  faire  aucuu  usage  des  cquations 
analytiques. 

,,ParDU  les  nombreux  mdrites  qui  appartiennent  k  Caucby  ea  ce  qui 
toucbe  au  perfcctionnement  geoejal  de  la  science,  on  doit  mettre  en  pre- 
micre  ligne  celui  d'avair  coustamment  souteuu,  des  le  conimcucement  de  sa 
carriere  scientifique,  la  n^cessite  de  bien  delimiter  IV^tendue  et  la  significa» 
tion  tie  tout  Symbole  que  Ton  veat  introduire  et  employer  dans  Tanalyae. 
Ku  rcvenant  saus  cesse  sur  la  discussion  des  meilleures  regles  k  suivre  pour 
parventr  k  ce  but,  regles  qu'il  a  successivement  modifi^ees  sans  Jamals  aboutir 
k  Icur  duuuer  uue  forme  definitive,  il  a  montre  clairemoiit  que,  si  Von  n^iStait 
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pas  encore  entr^  dnns  la  seale  voie  qut  condnit  sürement  au  but,  lan^ccssit^ 
d'atteindre  ce  but  ne  lui  eu  paraiJ^sait  pas  moins  absolue.  Et  en  celftil  ötait 
dans  le  vrai.  Seulenient  Cauchy,  eutrainö,  comme  cela  se  voit  si  souvent, 
au  deh\  des  juates  bornee  par  sou  anieur  k  rdagir  coutre  Tabus  du  symbole, 
a  peulid  par  Texcc^s  coatrairc,  eu  ötablissaut  plus  d'uue  fois  ses  dt^linition« 
de  fa(;oti  h  interrompre  arbitrairetncnt  la  coutinuit^  des  variables,  et  k 
perdre  ainai  de  vue  le  guide  infaillible  qui  auralt  dd  le  diriger. 

„Malgr^  rinipnrfectiou  des  r^suUats,  Tidc^e  preiniore  est  tellement 
vraie,  et  les  conüideratjous  qu'il  a  di5vel«jpp<^e8  eu  plusieurs  endroits  sont  si 
justes^  que  plus  d'un  lecteui*  du  lome  IV  dea  Exerciecs  (fanalyse  €t  de  phy- 
sit/tte  mathemtttu{ue  a  du  trouver  de  Ini  -  memo  la  vdritable  voie  quI  üi6ue  K 
la  Solution  de  la  difficultu  . .. 

„La  premiere  seclion  de  l'ouvrago  de  M.  Caeorati  est,  en  grande 
partio,  con8acr<^e  h  Texacle  diStermluation  du  sens  qu'il  faut  attaclier  aux 
fanutioDs  »imples  d'une  variable  complexe,  et  les  exemples  r|ull  a  cbuisis 
uous  beuibles  od  ue  peut  mi^ux  »ppropriös  k  ce  but,  souä  le  double  rapport 
de  la  continuitd  et  de  la  conscrvatiou  des  propriöt^a  caractdrihtiquea. 

Les  reotrictioiis  qui,  coinmc  nous  le  disions  tout  ä  Fhonre,  ont  ete  ira- 
pos^es  mal  k  propos  par  Caucby  k  la  continiiitt^'  de  la  variable  complexe 
qui  eutre  dans  une  fonctiou  doniice,  proviennent  suttout  de  ce  qu*äl  pr^- 
teudftit  sdparer  les  diverses  söries  de  valeurs  dont  est  susccplible  nue  fonc- 
liou  k  plusienrs  ddlermioatjons,  et  considi^rer  cliacune  d'elles  ceuime  une 
fonction  st^par^e.  De  cette  mani^re,  en  supposaol  les  valeurs  de  la  fonction 
placöes  sur  les  valeurs  corresftondantes  de  la  variable  (ce  qne  tontefois 
Cauchy  n'avait  paa  coutume  de  faire),  le  champ  des  valeurs  de  la  fouction 
devcnait  simple,  mais  eontenait  inövitabletnent  des  lignes  de  discontiuult^. 
Rieniann,  le  piemier,  a  remarquö  que,  en  concevant  les  divers  champs 
correspoudants  de  cette  nianiere  aux  diverses  s^ries  de  valeurs  de  la  fonc- 
tion, cbncuQ  d'eux  presenlait  bien  de  teilen  Iigne«i  de  dii'coutiuuitd;  mais 
que  tbacun  de  ces  cbauips  devait  n<5ceüsairement  se  raccorder  en  formant 
la  continuite  avec  un  autre  le  long  d'une  de  ces  lignes,  et  que  l'ou  jjouvait 
ainsi  obtenir  un  cliarnp  entierement  continu,  com pos«S  de  plusienrs  eouiih es 
superposöes  et  counexes,  et  comprenant  la  totalitd  des  valeurs  de  la  fouc- 
tion, Cette  remarque  a  dt<5,  saus  doute,  un  Irait  de  geuie;  mais  nous  ue 
porterons  pas  alteinlc  a  la  sagacit(i  de  rillubtie  novateur,  en  afürnmnt  que 
son  adnitrable  tuventioo  nc  poiivait  plus  se  faire  longtemps  attendrc,  da 
jnur  oi\  Ton  comuiencerait  k  pdnetrer  nu  fond  den  id^es  de  Cauchy.  Ce 
qui  frappe  lö  plus,  eu  effet,  dans  cette  decuuverle,  ce  n*6at  pas  tant  la  con- 
ceptioQ  primitive  que  la  silret^  avec  laquelle  Rio  mann  s'en  rend  mattre, 
et  en  d^voile,  du  premicr  coup,  la  puiesanco  et  la  f^condite,  par  la  cou- 
stiuctiou  de  reditico  colossal  et  majeätueux  que  quelques  iustaats  lui  ont 
suffi  pour  diever.'* 
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Literatiirzehiing. 


Iiidiquona  maintenant  rapidcment  le  contecti  des  divers  chapitres  de  U 
seconde  partie  du  volume,  ou  rauteur  entre  dans  Fexposition  de  la  ibtiorie. 

Crtte  partie  Cbt  divis^e  en  quatre  sectiotis,  comprenant  cbacane  pla- 
sieurs  chapitres.  . 


i 


Section  L    Operations    aritbm«$tiqucs   et  formules  simples    correspoD' 
dautes. 

Chapitre  L     Operations  arithmetiques,    Extension  de  fidee  de  nombre^ 
et,  par  suite  aussi,  des  Operations.    Contimäte. 

Chapitre  H.  Bepresentation  geometrique  des  notnbres^  et  constructiont 
corrcspoTuhottes  aux  Operations  arithmetiques.  —  L'aatenr  y  doune  une  d^moi 
stration  tres-precise  et  trcs-coinplete  du  celebre  thiioreme  de  Jacobi»  »tir 
rimpossibilite  de  l'existence  d'ane  fonction  monodroine  d'une  seule  variable, 
ayatit  plus  de  deux  periodos.  Le  Chapitre  se  termine  par  uue  exposition  de 
la  repr^sentatioii  sur  la  »phero  des  valeura  d'une  variable  complexe,  anivant 
la  mctliodc  iiiditjuee  par  Riemann,  dana  ses  lecjons  orales,  et  public^  par 
N  e  u  in  a n u  ( Vurksiatgen  über  Riemann^ s  Theorie  der  AbeV sehen  Intfgralf), 

Chapitre  HI.    Con ventions particuUeres  pour  c*  et  l z. 

Section  IL    Idee  de  fonction  et  distinctions  foDdaineiitales  qui  s'y  rap- 
portent. 

Chapitre  I.    Fonctions  reelles  d'une  variable  reelle,  —  L'aateur  y  trait« ' 
avec    detail   des    diverses    especes   de  discoutiiiuitä,   qui   avaient  d^jii  ^te 
distiügu^es  par  M.  Neumann'*.     Seuiemeot,  M.  Caaorati  ne  classe  pas 
parroi  les  dibCcmtlQuites  les  valeurs  intinies  que  M.  Noumaun  ddsigne  sons 
le  norii  de  diseontinuites  pohiires^  lea  valeurs  reciproques  de  la  fouctioa  etaat 
contiiiues,  et  les  iatinis  pouvant  disparaitre  au  moyen  d'une  trausformatioa  1 
homographique  analogue  a  celle  qui  chaugerait  toutes  les  sections  coniqaeai 
en  ellipses. 

Chapitre  II.    Fonctions  reelles  de  plusieurs  variables  reelles. 

Chapitre  III.    Fonctions  comptexes  de  variables  rSelles. 

Chapitre  IV.  Fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Une  fonctioo"* 
r  =  .A-f y*  est  une  fonction  dont  la  valeur  ne  depend  que  de  celle  du  bi- 
fidme  x-^-yi  f  et  qui  ne  changerait  pas  si  Von  remplai^ait  les  valears  reelles 
de  j:  et  de  y  par  des  valeurs  complexos  tjwelconquet.,  ptmrvu  que  le  bindtne 
x-\-tfi  restÄt  invariable.  Uue  teile  fonction  w  a  uue  d^rivde  d^termin^e 
par  rapport  h  z.  Elle  satiüfait  k  ['(^quatton  aux  dt^riv^es  partielles  da  pre-. 
luU'V  ordre 
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*  Voye«  «ntBt  Natani,  Die  höhere  Amlysix,  beaonders  at/ycdruckt  aus  den, 
ihemilischeH  H'örtei  buche ,  p.  462. 
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et  81  Ton  pose  jy  — rr+t?i,  u  et  v  ^tant  röela,  chflcnne  ile  ces  derni^rea 
quantit^B  satisfail  k  rdquatioa  aux  d^riv^es  partielles  da  second  ordre 

Cette  qiiestion  est  trait^e  avec  beauconp  de  d^^taib  particuüprs  h  l'auteur, 
et  qui  jettent  un  grand  jour  snr  cette  qae«tion  d<^licate. 

Chapitro  V.  Inierpreiaiions  geometriques  de  la  condUion  rcnfermee 
dans  fidee  de  fonction  d'xtne  mriable  entiercmcnt  wdcpeudanle.  Recherches 
geometriques  relatives  a  cerUtines  fotictions  particuUeres.  —  Aprfes  avoir  exposd 
l'interpre^tation  geom^triqne  des  conditions 

du      dv        ^  '*  __      ^  ^ 

teile  qu'on  la  retrouve  dans  l-ouvrage  de  MM.  Briot  et  Bouquct*, 
raiiteur  s'occupe  de  celle  qui  a  6t6  doniide  par  Gauss,  et  qui  conhiste  en 
ce  que  lea  r^eeaux  infinitesiraanx  qni  representent  lea  valeurs  correspou- 
dantes  de  la  variable  et  de  la  fonclton  sont  cnmpos^s  tr^lt-ment«  semblablcH 
chacun  k  chacun.  Discussion  de  la  represpnlation  des  fonclions  j*,  «",  ß% 
sinz^  sinamz  et  de  leurs  fonctions  inverses. 

Section  HL    Revue  des  expressions  analytiqnes. 

Cliapitre  I.  Classification.  —  Distinction  des  fonctionB  en  algebriqaea 
et  trauscendautea,  monodromes  et  polydromes  etc. 

Cbapitre  II.  Serics.  —  lufluence  do  Fordre  des  termes  d'uoü  serie. 
Operations  ralioDclles  sur  leg  fi<5riefi;  differentiation,  Integration.  Serips  or- 
donnees  Kuivant  les  puissances  entieres  et  positives  d'iine  variable ;  cercle 
de  convergence.  Serice  contenant  des  puissances  negatives.  Si'ries  simples 
ou  doubles,  i  periodicit<i  simple  ou  double.  Inflnence  du  gronpemout  des 
terniPB  d'une  serie  double.  Etudc  des  Sf^rios  0,  simples  ou  multiples.  Gelte 
^Itide^  fondee  sur  nne  Application, de  la  serie  de  Fourier,,  et  pr^aent(?e  par 
l*autcur  avoc  une  remarquable  simplicilö,  semble  dehtince  u  entrer,  tot  ou 
tard ,  dans  les  traites  d'algebre  k  la  suite  de  la  theorie  des  fonctions  ex- 
ponentiolles  et  circulaires. 

Cbapitre  III.  Produits  inpnis.  —  La  theorie  de  ces  produits,  tant 
simples  que  multiples,  est  traitde  d'uoe  maniero  analogue  k  la  tbt^orie  des 
e^ries  infiniee. 

Cbapitre  IV.  Integrales.  —  Ce  chapitre  renferme  Texposd  des  dd- 
convertes  capitales  de  Cauchy,  L'auteur  developpe  avec  bcancoap  de 
goin  Tidee  d'int^gration  \^  long  d'un  contour  donn«5.  Le  tb(ior^me  foiida- 
mental  relatif  k  l'inlegration  d'une  diff^reDtielle  exacte 
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•    Theorie  dm  foncthn*  douhtement  piriodiqttex  et  en  pnrticuUeT  des  fbnrt 
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le  long  d*uu   contour  ferm^  est  <i(äinontr^  de  denx  mani^rea  djff^ren 

d'abord  par  la  mdthode  de  Cauchy,  reprodaite  par  les  auteurs  franq^iis; 
puis  par  la  inetliodo  de  Rie  raatin,  fond^e  snr  des  coDsid<5rations  analogaes 
k  Celles  que  Ganss  avait  cmplojees  daos  son  memoire  sar  rattraction  des 
ellipsoides.    Exaraen  des  integrales  des  fonctions 

Section  IV.  Analyse  des  mani^res  dont  les  fonctions  peavent  se  com- 
porter»  dans  l'liypotb^se  de  la  monodromie,  autour  des  dtveraes  valeurs  de 
la  rarialjle. 

Chapitre  I.  Commcut  une  fanclion  se  comporte  auiour  dUine  vatettr  i 
la  variable  pour  laquelle  die  est  monodromc^  continue  et  finie.  —  D^moostratia 
de  la  formule  de  Cauchy 


Theoreme  de  Cauchy  sur  le  dt'^veloppement  d'une  fonetion  monodrom« 
continue  et  finie  suivaut  les  puissances  enti^res  et  positives  de  z  —  y.  Cou 
ficquences.    Indices  d'ordre  des  z^ros. 

Chapitre  EE.     Commenl  une  fonetion  se  comporte  autour  (fun^ 
de  la  variable  pour  laquellc  eile  est  morindromr,  continue  et  infim'e  (dans  le  sea 
indiqne  au  chapitre  I  de  la  section  II).  —  Ddfermination  d'noe  fonetion 
tionelle,    infinie    de  la  meme  mani^re  qne  la  fonetion  prnpasee.      lodi 
d'ordre  des  infinis.    Expression  de  l'indice   d'nn  point  an  moyen  de  Vint 

grale  — .    I  dlrv. 

Chapitre  IIL    Commcnt    une  fonetion  se  comporte  autour  ä*une  tah 
de  ia  variable  pour  tatjuelle,   isulement,   eile  est  diacontinue.   —  Th^orotne 
Laurent.    Prop»idt*?s  des  fonctions  fond^es  sur  la  dislinction  des  discon 
,  nnit^s  en  s^paroes  et  non  separi^es  des  infinit). 

Chapitre  IV.   Eaamcn  des  monieres  dont  une  fonclion  peut  se  comjmrU 
pour  la  valeur  oe  de  la  variable^   en  supposant  qu  autour  de  cettc  caleur  dtä 
doive  Hre  monoitrome  et  continue.  —  L*autenr  einploie  la  reprcseDfntion  snfl 
la  Sphäre  de  Riemann,  cott^)d<?r<<e  comme  rc^soltant  de  la  d<?formation  du 
plan.    II  introduit  Ic  plan  antipode,  doot  Tidi^e  est  due  k  M.  Neumann 

et  qni  correspond  an  changement  de  la  variable  :  en  — . 

Chapitre  V,    Commenl  se  comportenl^  autour  de  chaque  valeur  de  In  \ 
HaUty  la  dertpee  €i  Vintegrale  d'une  fonetion ,  par  comparaison  etpee  la 
elle-mdme* 


Ces  indications,  ni5cefl8airemeDt  incomplfetes,  ne  peuvent  donner  fiu'ime 
idde  bien  impurfaite  de  la  richeßse  des  matierea  contenaes  dans  le  volume 
de  M.  CasorfttL  Tous  ceux  qni  liront  cet  ouvrage  desireront,  comme 
Dons,  avec  impatifnce,  que  le  savant  professeur  qous  doune  bieotdt  la  sutte^ 
qua  düit  Iraiter  des  partiea  plus  (^lev^es  de  la  lli^orie  qu'il  a  sl  bien  appro- 
föndip,  et  qu'il  expose  avec  tant  de  lucidittS. 

Bordeaux.  J.  Hoübl. 
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Die  darstellende  Geometrie  im  Sina©  der  neueren  Geometrie.     Von  Jos. 

Schlesinger^  PrivHtdocent  am  k.  k.  polytechnischen  Institut  und 
Professor  an  der  öffentlichen  Oberrenlscbule  des  ersten  Bezirks  in 
Wien.  Mit  Holzschnitten  ira  Texte.  Wien,  Druck  und  Verlag  von 
C.  Gerold'ä  Sohn.  1870. 
Die  darstellende  Geometrie  ist  seit  der  Zeit,  wo  ihr  Monge  eine  hohe 
Ausbildung  und  eine  scheinbar  vollendete  Gestalt  verlieh,  ziemlich  unver- 
ändert geblieben,  und  wenn  auch  einzelne  Geometer  (wie  z.  B,  der  ver- 
dienstvolle Gcgler)  rein  geotnetiischo  Untersucliungen  mit  der  descripti- 
ven  Geometrie  verflochten,  so  wurden  hierdurch  zwar  scbätzenswerthe,  aber 
doch  etwas  Unsserlichc  Znsätze  gewonnen  >  welclie  keine  wesentliche  Um- 
gestaltung bewirkten,  tu  den  letzten  10  Jahren  dagegen  hat  sich  nach  zwei 
Seiten  hin  das  BedUrfnisa  geltend  gemacht,  die  darstellende  Geometrie  in 
einem  andern,  als  dem  bisherigen  Sinne  aufzufassen.  Von  theoretischer 
Scito  wies  Professur  Fiedler  schon  im  Jahre  1863  (s.  Jahrg.  VIII,  S.  444 
der  vorliegenden  Zeitschrift)  darauf  hin,  dass  die  darstellende  Geometrie 
mit  der  sogenannten  neueren  Geometrie  in  eine  engere  systematische  Ver- 
bindung treten  und  sich  namentlich  der  Lehre  von  den  geometrischen  Ver- 
wandtschaften bemächtigen  müsse;  eine  Ansicht,  der  schon  die  einfache 
Bemerkung  zur  Stütze  dient,  dnss  z.  B.  die  Collineation  im  Wesentlichen 
auf  eine  Centralprojection  hinauskommt.  Aber  auch  von  Seiten  der  Praxis 
ergab  sich  die  Nothwendigkeit  Jener  engeren  Verbindung,  nachdem  Prof, 
Culmann  in  setner  gegenwiirlig  auf  allen  polytechnischen  Instituten  ein- 
gebürgerten ,, graphischen  Statik"  gezeigt  hatte,  dass  viele  Aufgaben  aus  der 
Statik  der  Baucoubtructionen ,  wie  sie  namentlich  bei  Entwürfen  von  Futter- 
mauern,  steinernen  und  eisernen  Brücken  etc.  vorkommen,  durch  Constnction 
rascher  und  übersichtlicher,  als  durch  Rechnung  lösbar  sind,  sobald  mau  die 
Lehren  der  neueren  Geometrie  zu  Hilfe  nimmt.  Nach  diesen  Vorgängen 
war  es  ohne  Zweifel  ein  zeitgemiisser  Gedanke,  die  darstellende  Geometrie 
,,im  Sinne  der  neueren  Geometrie"  zu  behandeln,  und  es  bedarf  nur  noch 
eines  kurzen  Referates  Über  die  Art  und  Weise,  in  welcher  der  Verfasser 
seine  Aufgabe  gelöst  hat. 

Das  Werk  zerfällt  in  sieben  Abschnitte,  deren  erster  mehr  vorbereiten- 
der Natwr  ist  und  ©ine  kurze  Repetition  der  nöthigen  stereomeit\%^\>Ä.xv%'feXTÄ 


i^S. 


90  Litcraturzoitaog. 

and  der  zugehörigen  Constructionen  giebt.  Der  zweite  Abschnitt  bebandelt 
„das  Projiciren  in  der  Ebene'*  und  die  bieraas  entspringenden  projecti- 
vischen  Verwandtschaften  der  Congruenz,  Aehnlicbkeit ,  Affinität,  Col- 
lineation,  die  involatorischen  Panktreiben  and  Strahlen büscbel,  Pole  and 
Polaren,  sowie  schliesslich  die  Reciprocität.  Abschnitt  III  ist  den  verschie- 
denen  Projectionsmethoden  gewidmet  and  enthält  daher  die  gewöhnliche 
descriptive  Geometrie,  sowie  die  Lehre  von  der  axonometrischen  and  der 
centralen  Projection.  Im  vierten  Abschnitte  werden  diejenigen  Fläcliea 
antersacht,  welche  man  sich  durch  Bewegung  von  Geraden  oder  Curven 
entstanden  denken  kann;  der  fünfte  Abschnitt  lehrt  dje  Constmction  der 
Dorchschnitte  gegebener  Flächen,  der  sechste  beschäftigt  sich  mit  Belench- 
tungsconstructionen ,  der  siebente  mit  geometrischen  Orten  in  der  Ebene 
nnd  im  Räume. 

Aas  dieser  allgemeinen  Uebersicht  wird  man  schon  die  angemeine 
Beichhaltigkeit  des  vorliegenden  Werkes  erkennen,  wobei  noch  besonders 
hervorzuheben  ist,  dass  der  Verfasser  nicht  nar  in  der  Bebandlungsweise, 
sondern  auch  materiell  vielfach  Neues  giebt,  wie  z.  B.  in  dem  interessanten 
Abschnitte  über  die  Flächen.  Die  Darstellung  ist  überall  klar  nnd  wird 
durch  geschickt  entworfene  Figuren  zweckmässig  unterstützt.  Hiermit  sei 
das  Werk  den  Freunden  der  descriptiven  Geometrie  bestens  empfohlen. 
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Abhandlungen  ans  dem  Grenzgebiete  der  Mathematik  nnd  Philosophie. 

Von  J,  C.  Becker.  Zürich,  Druck  und  Verlag  von  Fr.  Scliultliess. 
1870. 

Der  Zweck  Hg8  vorliegeu^lcD  Scliriftchens  ist  ein  doppelter;  pinerspits 
Boll  dasselbe  wieder  auf  die  tiefen  Untersnchungen  Kant 's  und  Sclio- 
penlianer's  über  die  Quellen  und  Grenzen  unserer  Erkenntniss  anfmerk- 
snnr  rnachen ,  antlrrerseits  stellt  es  sich  die  Aufgabe,  das  gute  Recht  der 
unuiittetbarcn  Anschauang  gegen  eine  gewisse  speculative  Mafhematik  zu 
vertreten,  die  wo  mäglicb  sogar  die  Axiome  der  Geometrie  durch  Integral- 
rechnung begründen  müchte.  Referent  hält  diese  historischen  und  kriti- 
schen UnterRiic hangen  de&  Verfassers  für  um  so  zeitgemJisser,  als  gegen- 
wartig selbst  Empiriker  vom  reinsten  Wasser,  nfiinlicl»  die  Physiologen, 
sich  auf  ihrem  Wege  der  Kant 'sehen  Weltansielit  immer  mehr  n^thern; 
sagt  doch  z.  B.  Hei  m  h  oltz  geradezu  in  seiner  Abhnndlnng  über  das  Sehen 
(Preußs.  Jabrb  ,  1800),  dass  seine  Forschungen  ihn  sclillesslieh  zu  demsel- 
ben Resultate  geführt  hätten,  welclie«  Kant  durch  eine  mühsame  Dialectik 
erreicht  habe.  Ufttei  diesen  Umständen  dürfte  oin  näheres  Eingehen  auf 
die  vier  Äbliandlnngen  des  Verfasspra  n)iudes»teu.'>t  von  IntcresKe  sein. 

In  Nr.  I  wild  die  Natur  des  Raumes  nach  den  Ansichten  von  Kant 
und  Gauss  besprochen  und  dabei  an  eine  Bemerkung  des  Letzteren  an- 
geUnlipfl,  welche  folgenderma>isen  lautet  (II.  Bd.  S.  177  der  Werke):  ,,Dic* 
ser  Unterschied  zwischen  rechts  und  links  ist  ....  in  sich  völlig  bestimmt, 
wenn  wir  gleich  unsere  Anschaaung  des  maferiellen  üntcrscbicfles  Anderen 
nur  durch  Nnchweisung  an  wirklich  vorhandenen  materiellen  Dingen  nach- 
weisen können.  Beide  Bemerkungen  hat  schon  Kant  gemacht;  aber  man 
begreift  nicht,  wie  dieser  scharfsinnige  Philosoph  in  der  ersteren  einen 
Beweis  für  seine  Meinung,  das»  der  Raum  nur  Form  imsen-r  äusseren  An- 
gchautmg  sei,  zu  finden  glauben  konnte  ,  da  die  zweite  so  klar  das  Gegen- 
tbeil  und  dass  der  Raum  unabhängig  von  unserer  Anschaiinngsart  eine 
reelle  Bedeutung  haben  mnss,  lioweisel.'*    Sonderbarerweise  Hndet  sieh  die 
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von  Gauss  angegriffene  Stelle  in  Kant'»  Hauptwerke,  der  Kritik  der  ffi- 
nen  Vernunft ^  gar  nicht;  die  einzige  Stelle,  welche  Gauss  geroeint  haheo 
kann,  steht  zn  Anfang  des  §  13  der  „I'rolegomena  zu  jeder  künftigen  Met». 
physik*'  ,  aber  in  dipser  hnndelt  es  sich  nar  um  den  Nachweis,  dass  es  üo- 
terschiede  giebt,  die  begrifflich  gnr  nicht  ansdrückbar  sind,  sondero  I©d%« 
lieh  iu  der  Atisclmunnp  bestehen.  Rechte  «nd  Unke  Hand  z.  B-  haben 
dieselben  Bestandthfnle  in  glcichpr  Auordnnng  (auf  den  Daumen  folgt 
allemal  der  Zeigefinger  n.  s.  w.);  wer  also  (wie  Hegel)  die  AnBchasim; 
ignorirt  und  mit  dem  Begriffe  Alles  cnnstruirt  zu  haben  glaubt,  Tniietste  des* 
nach  bride  H finde  für  identisch  erklären  «nd  den  rechten  Handscbtib  aW 
die  linke  Hand  ziehen  können  ;  in  der  That  besteht  aber  die  Versohied» 
beit,  dass  die  Anordnung  der  gleichen  Bestandtheile  nach  zwei  entgegt&> 
gesetztfin  Richtungen  geht,  und  Das  Uisst  sich  durch  keinen  B«»grifl:*,  son^tlt  < 
einzig  und  allein  durch  An.schauiing  erkennen.  Dies  nnd  nichts  ireH 
wollte  Kant  an  jener  Stelle  nachweisen j  in  dieser  simpeln  Bemerke^ 
gleich  einen  „Beweis**  für  die  rein  sobjective  Bedeutung  des  Raomes  m 
finden,  ist  Kant  gar  nicht  eingefallen;  daau  gehörten  noch  ganz  andnt 

I Untersuchungen ,  von  denen  der  Verfasser  das  Ndthigste  mittkeilt  and  nit 
eigenen  guten  Anmerkungen  begleitet. 

Die  zweite  Abhandlung,  betreffend  „die  Axiome  der  Geometrie",  tick- 
tet sich  hauptsachlich  gegen  die  kleine  Schrift  Hie  mann  *8  „über  die  Hy- 
pothesen, welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen**  (aus  dem  Nachlatfe 
berausgegeben  \'on  Dedekind).  Schon  der  Tite!  dieser  Schrift  verrilk 
eine  gewisse  Unklarheit,  die  nachher  scharf  hervortritt,  wenn  RiemtQi 
behauptet,  ,,dass  die  Thatsachen,  welcho  Euklid  in   Form  von  Axiooeo 

^ausgesprochen ,  wie  alle  Thatsachen   nicht  nothwendig,   sondern    nar  tod 
empirincher  Gcwisshoit,  d.  h.  nur  Hypothesen  seien  u.  s.  w.'*     Hier  v«r* 
wechselt   der   beruhrate  Matbcmatiker  nichts    Geringeres,   als    änsserlicltf 
Thatsachen  und  innere  Gesetze  der  Anschauung,  oder  kürzer:    ZufnllijCl 
und  Nothwendiges.    Eine  äusserlicbe  ThatnacLe  besitzt  allerdings  nar  tiP* 
empirische  Gewissheit  (praciser:  einen  bestimmten  Grad  von  Wahrschein- 
lichkeit),   und  hieraus  wird  nie  eine  absolute  Gewis^heit,    weil    es   immer 
freisteht,   sich  die  Sache  anders  zu  denken,  und  weil  jeden  Augenblick 
neur    Krfahruiigou    auftanchen  k?)nnen,   wodurch  die  Ansicht  in   der  Th»t 
ein«  andere  wird   (Crom well   war  vielleicht  ein  Heuchler,    vielleicht  anc^ 
nicht);    aber  von  den  Principien  der  Geometrie  gilt  diese  Möglichkeit  dei  1 
Anderssoins  nm  allerwenigsten.    Man  denke  sich  doch,  wenn  man  kano« 
Bwei  Gerade,  die  sich  in  drei  Punkten  schneiden;  man  skizzire  doch,  wenn  i 
man  kann,   eine  Gerade   zwischen  zwei  Funkten,   die  länger  ist  als  eiftJ 
Kreisbogen  zwischen  denselben  Punkten;  da  hilft  nun  einmal  kein  Gerede, 
es  geht  oben  nicht.   Ein  Salz  aber,  dessen Gegentbeil  nicht  einmal  gedacht] 
werden  kann,  ist  keine  mehr  oder  minder  wahrscheinliche  HjrpotheBefj 
©r  ist  vielmehr  eine  unerschütterliche  absolute  Wahrheit.     HeferentI 
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kann  daher  dem  Verfasser  nur  beistimmen,  wenn  er  Riemaun's  subtile 
Uotersuchnjigen  über  die  Eigenschnften  eines  aasgedelinten  Mannichfalti- 
gpii  wenigstens  für  die  Geometrie  nicht  für  besünders  wen b voll  erachtet. 
Ausserden]  macht  der  Verfasser  noch  darauf  besondera  aufmerksam,  dansj 
Kiemann  ofiFenbar  die  Mathematik  für  eine  Wissenöchaft  aus  blossen  Bc- 
griffen  ansieht,  was  sie  nach  Kaut's  klassischer  Untersuchung,  welche  der 
Verfasser  geschickt  leproducirt,  entschieden  nicht  ist. 

In  der  dritten  Abhandlung  „Über  die  Grundbegritfe  def  Geometrie  und 
die  Bewegung  als  Ililfsuiitiel  bei  geometrischen  Untersuchungen"  findet 
sich  eine  ziemliche  Reihe  kritischer  Bemerkungen.  Zunächst  polemiüirt  der 
Verfasser  gegen  die  Wuuderlicbkeiten  in  Trendel  e  d  burg's  „logischen 
Untersuchungen*'.  Der  genaoute  Philosoph  setzt  nämlich  vorlaufig  den 
aosdehnungslosen  Punkt  (wo  er  ihn  hernimmt  und  wohin  er  ihn  setzt,  er- 
fährt man  nicht) 5  dieser  Punkt  strebt  über  sich  selbst  hinaus  (woher 
difse  UniuheV)  und  dehnt  sich  zur  Linie,  nachher  erweitert  sich  die  Linie 
zur  Fläche  und  letztere  verdickt  sich  zum  Körper.  (!)  Hierzu  bemerkt  der 
Verfasser:  „man  stelle  sich  einmal  recht  lebhaft  vor,  wie  der  ansdehoungs- 
lose  Punkt  sich  gleichM*ohl  ausdehnt*',  und  zeigt  dann  ganz  richtig,  dass  die 
Vorstellungen  von  FlÄche  »  Linie  und  Punkt  lediglich  durch  Abstractioueu 
gewonnen  werden,  welche  den  Kaum  als  Gegenstand  reiner  Anschauung 
schon  vorausSRtzen.  Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Untersuchungen  kommt 
der  Verfasser  noch  einmal  auf  die  Rietnanu 'sehe  Schrift  zurück,  um  die 
Stellung  der  aualytiachen  Geometrie  zur  rein  anschaulichen  synthetisclieu 
Geometrie  zu  charakterisireu;  Referent  kann  auch  diese  Partie  nur  als  eine 
gelungene  bezeichnen. 

Die  vierte  Abhandhing,  ,,znr  Methode  der  Geometrie",  bespricht  die 
von  Mehreren  (auch  u.  A.  vom  Rfferenleu)  gemachten  Versuche,  au  die 
Stelle  des  EuklidJ^cbeu  Systemes  ein  natürlicheres  zu  setzen.  Der  Ver« 
fasser  ist  nun  zwar  von  Kuklid  sehr  wenig  erbaut,  aber  auch  mit  jenen 
Versuchen  nicht  recht  zufrieden,  weil  sie  der  unmittelbaren  Anschauung 
immer  noch  nicht  soviel  Rechte  zugestehen,  als  er  verlaugt.  Wer  selbst 
einen  solchen  Versuch  gemacht  hat,  wird  dem  Referenten  zugeheo,  dass  es 
nicht  leicht  ist,  das  rechte  Maass  hierin  za  treffen ,  nnd  es  bloiht  daher  nur 
der  Wunsch  übrig,  dass  der  Verfasser,  der  offenbar  ein  guter  Mathematiker 
ist,  seine  Ideen  in  einem  Lehrbuche  der  Elementargeometrie  verwirklichen 
möge.  Erst  wenn  dieses  jedenfalls  bemerkenswerthe  Werk  vorliegt,  würde 
sich  über  die  Sache  weiter  reden  lassen. 

Referent  gesteht  gern,  dass  er  die  kleine,  aber  gehaltvolle  Schrift  mit 
steigendem  Interesse  gelesen  hat,  und  er  empfiehlt  sie  deshalb  Allen,  die 
einigen  Sinn  für  die  Philoaojihie  der  Mathematik  besitzen.  V*»n  Herzen 
her  unterschreibt  er  den  AusHpruch  des  Verfassers ;  „Man  glaubt,  Kant 
ittls  einen  überwundenen  Standpunkt  hinter  sich  zn  haben,  wähl 
Gegentheil  kaom  angefangen  hat,  ihn  zu  begreifen."  ^ 


Her  Herr  lU-cpuBeiit  hebt  den  Fall  heraus,  dass  f{ß)  zwischen  c  ' 
utiendlich  wird.  Ich  musa  bemerken,  da*»  RiemanD^s  Manuscript  dt« 
Fall  bei  Seit«^  lässt.  Ich  habe  mich  also  an  das  hnlteo  müssen  ,  was  Kif- 
niaon  mündlich  vorgetragen,  sowie  an  die  jedem  Mathematiker  %\x  Gtftwlt 
siebende  Literatur.  Die  Verantwortung  für  das,  was  ich  habe  drodcn 
lassen,  trage  ich  allein.  Der  Herr  Receni»ent  druckt  die  ganze  Stelle  wört 
tich  ab  und  fügt  dann  hinzu:  ,,Ic]i  glaube,  au  dieser  Stelle  bedarf  es  keine» 
Wortes  von  meiner  Seite." 

Das  glaube  ich,  der  Herausgeber,  allerdings  auch.  Es  wäre  mir  ab«r 
angr-nehai  gewesen,  wenn  der  Herr  Recensent  seine  Ausstollungeo  rot- 
gebracht  hätte.  Das  fett  gedruckte  Wort  ,,Voraii88et2aiig''  briugt  mich  aaf 
die  Vermiitbung,  dass  der  Herr  Recensent  wiesen  will,  wo  diese  Vorta 
set2ung  gemacht  sei.  Er  braucht  nur  eine  gute  halbe  Seite  zurückzugeh« 
zu  den  Worten:  Ist  dies  der  Fall...  Dies,  d.  h  das  unmittelbar  vorbt 
Gesagte.  Es  ist  aber  in  derThat  nicht  nöthig,  bei  diesem  Punkte  läogeri 
verweilen,  da  ich  da.s  Urtheil  über  die  Darstellung  den  Facbgenossen  Bb 
lassen  darf. 

Ich  übergehe  auch  die  folgende  Stelle*  (S.  55  der  Recension)  und  ht' 
merke  nur,  dass  der  Herr  Recensent  hier  die  Güte  hat,  ein  Stück  der  von 
mir  vernachlässigten  Vorrede  zu  schreiben.  Ich  habe  nun  einmal  keines 
Geschmack  für  lange  Vorreden.  Hätte  ich  die  mir  bis  dahin  uobekanotes 
Wünsche  des  Herrn  berücksichtigen  wollen,  meine  Vorrede  wäre  am  Ende 
so  lang  geworden,  wie  die  Recennion,  und  ich  babc  einen  grossen  Wider> 
willen  gegen  alles  Überflüssige  Schreiben. 

Vierter  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  verlangt  von  mir  den  Beweis  dafür,  daas  sick 
d  urcli  R  eih  en  en  t  w  ickelung  zeigen  lässt: 


lim  c     •"**  f     '  =  0  für  /=sO. 


doch  in  Worten  :  a  ist  reell  und  grösser  als  0.  Naclilier  wird  aa  =  a  gesetzt. 
Was  also  der  Herr  Kecensfiit  dem  Lehrer  in  den  Mund  legt,  ist  in  der  Be- 
arbeitung gesflgt.  Der  Lehrer  und  die  Bearbeitnng  würden  indessen  mit 
jener  Denierknng  allein  zu  wenig  gesagt  haben.  Rieniann's  Majiuücript 
fügt  durcbauö  correct  hinzu,  dasH  j/ti  sowobl,  a.h  j/a  positiv  zu  nehmen 
sind.    Ich  habe  mich  streng  an  das  iManuscript  gebalten. 

Zweiter  Punkt. 

Ks  handelt  sich  uui  Fourier's  Keihen.  Gegen  die  Ilerleitung  der 
Reihe,  die  nach  ävu  .Sinns  der  Vielfachen  des  Arguments  fortschreitet, 
hat  der  Herr  Recen.sont  Nichts  eioziiwendpn.  Die  Reibe,  die  nach  den  Co- 
sinus fortschreitet ,  h'AUe  ebenso  behandelt  werden  können.  Sie  wird  hier 
aber  auf  einem  sehr  einfachen  Wege  aus  der  Sinnsreihe  abgeleitet.  Der 
Herr  Recensent  ,,mitss  hier  bemerken,  dass  Riemann  diesen  Weg  nicht 
eingeschlagen".  Er  glaubt,  „es  wäre  wohl  am  Platze  gewesen,  wenn  ich 
in  der  V"orrede  auseinandergesetzt  hätte,  welcher  durchaus  triftige  Grund 
mich  bewogen,  von  dem  Gange,  den  der  Lehrer  beim  Vortrage  eingeschla- 
gen ,  abzuweichen". 

Ich  bin  nun  flllcidings  der  Meinung,  dass  die  Vorrede  zu  lang  gewor* 
den  wäre»  wenn  ich  den  Gedankengang  der  einzelnen  Paragraphen  darin 
hätte  begründen  sollen.  Doch  will  ich  dem  Herrn  Recensenleu  den  durch- 
aus triftigen  Grund  nicht  verschweigen:  ich  habe  mich  streng  an  Rie- 
maun's  Manuscript  gehalten. 

Der  Herr  Recensent  scheint  auch  nicht  einverstanden  zu  sein  mit  dem, 
was  ich  über  das  Giltigkeitsintervall  der  Cosiuusreihe  habe  diucken  lassen. 
Die  Sache  ist  aber  vollständig  in  Orduung.  Da  nämlich  die  Cosinusreiho 
aus  der  Sinusreihe  abgeleitet  tat,  so  darf  man  zunächst  auch  fdr  sie  nur  d.^s 
Giltigkeitsintervall  der  Sinusrcihe  nebinpn,  nämlich  n'^x'^0.  In  dem 
Bebpiele  f{x)^x  wird  dann  mit  Absicht  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
hier  die  Reihe  auch  noch  für  x— 0  und  jc=n  den  Fuiictionswerth  giebt.  Ob 
dies  allgemein  von  der  Cüosinusreiho  gelle,  bli^ibt  allerdings  eine  offen© 
Frage.  Dei  Herr  Recensent  scheint  mir  nun  vorwerfen  zu  wollen,  dass  ich 
diese  offene  Frage  übersehen  oder  vertuscht  habe.  Das  ist  aber  nicht  der 
Fall.    Der  Herr  Recensent  hätte  nur  den  citirten  Satz: 

„Vorläutig  notiren  wir  als  Giltigkeitsintervall  der  Reibe 

71  >  a:  >  0'^ 
nicht  ans  dem  Zusammenhange  reissen  sollen.    Er  hätte  unmittelbar  vorher 
lesen  können: 

,,0b  die  abgeleitete  Reihe  allgemein  für  jc  =  0  und  0:=«  noch  giltig 
ist,  läBst  sich  mit  Sicherheit  noch  nicht  bcurthcilen." 

Der  Herr  würde  dann  die  definitive  Antwort  auch  da  gefunden  haben, 
wo  sie  gegeben  werden  kann,  nämlich  nach  Durchführung  der  Dirichlet- 
Bchen  Sammirung  (S.  80  meiner  Bearbeitnng). 
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M ,  Jch  kano  nicht  umhin,  hier  dem  geehrten  Leser  za  gestehen, 

ich   nie  grösseren  Nonsens    und  grössere  Widersprüche    im    schöi 
Deutsch  vereint  gefunden  habe  in  einem  wissenschaftlichen  Werke.   Der 
ganze  §  70  eignet  sich  meiner  Ansicht  nach  ausgezeichnet  fdir  eine 
thematische  Bierzeitung.** " 

Dieser  zarten  und  geschmackvollen  Kritik  habe  Ich  gar  nichts  zn 
widern.     Ich   muss  aber  bemerken,   dass  ^er  §70  nicht  von  mir  herrühil 
sondern  aus  Riemann's  Manuscript  abgedruckt  ist.    Die  Handschrifl  i 
in  meinen  Händen,     Ich  bin  gern  bereit,  sie  Jedem,  der  es  wünscht,  «nr 
Ansicht  vorzulegen.    Eineu  Besuch  des  Herrn  Recensenten  muss  ich  mir 
allerdings  verbitten. 

Siebenter  Punkt. 
Der  Herr  Recensent  stellt  in  Beziehung  auf  die  schwingenden  Saiteo 
zwei  Fragen,  nämlich: 

,,,, Würde  es  nicht  einfacher  und  verständlicher  gewesen  sein,  so 
sagen:  q  ist  der  ElasticitÜtsraoduI  der  Saite?*'** 
und: 

,,„Der  Herr  Bearbeiter  hält  es  nicht  der  Mühe  werth,  zu  6«gea: 
Die  Longitudinakchwiugungen  hängen  von  dorn  Elasticitätsmodal  dfr 
Saite,  die  Transvrrsalschwingnngen  dagegen  von  der  Spannung  derselben 
ab.  Wozu  wendet  der  Herr  Professor  Mathematik  auf  phyaikaliMke 
Probleme  an,  wenn  derselbe  nicht  zu  physikalischen  Resultaten  ge- 
laugt?*'" 

Der  Herr  Recensent  fügt  dann  hinzu : 

„„Ich  brauche  wohl  nicht  zu  bemerken,  dass  Rie mann  auf  jede 
physikalische  Wahrheit,  worauf  die  mathemalischen  Formeln  deutete», 
sorgfältig  aufmerksam  machte."*' 

Da  ich  das  ganze  Capitel  über  die  schwingenden  Saiten  fast  wörtlich 
aus  Riemann's  Manu^ciipt  genommen  habe,  so  siebt  der  geehrte  Leser, 
dass  der  Herr  Recensent  nicht,  wie  er  beabsichtigte,  Rieraann  gegen 
Hatten  dor  ff,  sondern  Rie  mann  gegen  Rie  mann  ins  Feld  führt,  üebri- 
gens  ist  der  Name  „  Elast  i  cit  ätsmodul"  kein  physikalisches  Resul- 
tat, und  der  Satz  von  den  Longitudinal-  und  Transversalschwingnngen  ist 
für  den  denkenden  Leser  deutlich  genug  in  den  ersten  drei  Formeln  anf 
S.  187  enthalten. 


Achter  Punkt. 
Der  Herr  Recensent  ist  im  Zweifel  darüber,  ob  ich  die  Saiten  zu  den^ 
„luftförmigen  oder  den  tropfbarflüssigen"  K^irpern  zähle.  Ich  habe  kein  In 
teresse  daran,  diesen  Zweifel  aufzuklären.  Der  Herr  hätte  sich  die  ganKe! 
Nörgelei  über  die  Ueberschrift  „Schwingungen  elastischer  fester  Körper** 
sparen  können.  Wenn  os  ihm  auf  die  Sache  ankam,  brauchte  er  nur  den 
erateu  Absatz  von  §  79  zu  lesen. 
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Ich  muss  diese  und  einig«^  andere  KleinlichkeiteD  übergehen  und  kann 
mich  namentlich  nicht  dabei  aufhaken^  dein  Herrn  die  „verloreoen**  Gleich- 
ungen (v)  von  S.  20Ö  auf  Schritt  und  Tritt  nachzutragen.  'Ich  will  nur  be- 
merken, da.ss  leider  am  SchluBS  des  §85  ein  Druckfeliler  stehen  gebliebou 
ist.    E«  mu88,  wie  man  leicht  sieht,  heisren; 

r,  =  jf^  =  0, 

^s  =  yx  =  0. 

Neunter  P  unkt. 

liu  Anfange  des  %  UM)  ist  auseinaudergebetzt^  dauts  ein  Flüssigkeits« 
iheilchen,  welche«  zur  Zeit  t  im  Punkte  (»r,y, z)  sich  befand,  nach  Ablauf 
den  nächsten  Zeitdifierentials  rf/,  also  zur  Zeit  l+di,  im  Pnukto 

{x  -^udt,  y-\-vdt,  z  +  iP  (//) 
Hngekctmmen  ist.    Dasselbe  Theitchen  hat  zur  Zeit  t  die  Dichtigkeit  ^,  zur 
Zeit  {  4-  ilt  die  Dichtigkeit 


'+(lf+"a-^4:+"r:)'"- 


dy 

Soli  nuu  im  bebonderu  Fall©  die  Dichtigkeit  constant  sein,  so  sieht 
mau,  dftäü 

dt^     dx^    dtf^     dz 
au  setzen  ist.    Dies  geschieht  zu  Ende  des  §  100.   Der  Herr  Recenseut  sieht 
darin  den  Beweis,  dass  ich  nicht  einmal  die  ersten  Elemente  der  Dimeren- 
tialrechunng  anzuwendeu  verstehe.    Er  hält  es  für  tiberflttssig,  mehr  hinzU' 
zufügen.    Ich  auch. 

Zehnter  Punkt. 

Es  handelt  sich  bei  den  hydrodynamischen  Gruudgleichungen  utn  die 
Bediogungeo  für  das  Vorhandensein  einer  Potentialfunctiun.  Diese  Be- 
dingungen lauten  dahin,  dasa  während  des  Verlaufes  der  Bewegung  zu 
jeder  Zeit 

du      3*'_.        ^"      ^^ ^fo     ^"  — n 

t^y  ds  '  dx  dy  "  dx  dz 
sein  innss.  Nun  wird  im  §  101  bewiesen,  daaa  diese  drei  Gleichungen  zur 
Zeit  t-^dt  noch  gütig  sind,  wenn  sie  es  zur  Zeit/ waren.  Die  Bedingungen 
sind  demnach  zu  Jeder  Zeit  erfüllt,  wenn  sie  es  in  irgend  einem  Momente 
sind,  z.  B.  für  (s=0.  Die  vereinfachten  Bedingungen  bestehen  also  da- 
rin, dass  die  obigen  drei  Gleichaogen  zur  Zeit  t^O  erfüllt  sein  ratt<isen. 
Ich  habe  dies  in  den  Formeln  durch  den  an  u,y,ttJ  angehängten  Ii^dex  0 
ausgedrückt. 

Der  Herr  Resensent  erklÄrt  nun  die  V«  nein  besonde- 

res Gebeimmss.   Er  überlegt,  ob  ich  hemati- 


suLer  AubUiuck  Avcidc  dadurch  eiafacber,  da£s  mau  allen  Grössen  lu- 
dicea  giebt.  Er  citirt  etwas  als  meineo  „au,«gezeichneten*'  Beweis,  nas  icL 
nie  gedacht,  geschweige  denn  gedrackt  habe,  und  fordert  das  Pablikoai  auf, 
danach  über  meine  Fabigkeiten  zu  urtheilen. 

Es  lässt  sich  wühl  nicht  leugnen ,  dass  der  Herr  Recensent  sich  hier 
etwas»  weit  aufs  Feld  gewagt  bat.  Ich  ziehe  daraus  keinen  Schluss  auf 
fieiue  Fähigkeiten.  Aber  das  liegt  auf  der  Hand,  dass  der  Herr  sich  beaser 
dabei  gestanden  bätte,  wenn  er  vor  der  Recension  liätte  versochen  wollen, 
den  Gedankengang  des  citirten  Paragraplien  zu  verstehen.  Waa  der  Hert 
Recensent  an  dicker  Stelle  Riemaun  in  den  Mund  legt,  mag  der  Herria 
der  Vorlesung  bo  aufgefasst  haben.    Riemann  bat  es  aber  nicht  geaagt. 

Elfter  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  wendet  gicb  noch  einmal  gegen  die  Vorrede.  Er 
macht  mir  einen  Vorwurf  daraus,  dass  ich  in  meiner  Vorrede  das  Wort 
„Ringcoordinaten"  gebrauche,  das  Riemaun  im  Vortrage  nicht  gebraueW 
hat.  Ks  ist  dem  Herrn  wahrscheinlich,  dass  ich  ,,Semipo1arcoordinstei(^ 
gemeint  habe.  AVas  ,,RingcoordiDaten"  sind,  kann  der  Herr  Recensent  roo 
jedem  Mathematiker  erfahren,  und  was  andererseits  unter  »«Senaipolar- 
coordinaten^^  zu  verstehen  ist.  darüber  brauche  ich  mir  von  dem  Herrn  Ke- 
censenten  keinen  Aufscblus«  zu  holen.  Doch  das  ist  Nebensache.  Ich  habe 
in  der  Vorrede  eine  Aufgabe  zu  besonderer  Veröflfentlichuog  vorbehalten, 
weil  in  der  Durchführung  der  vonRiemann  vorgezeichneten  Rechnung 
noch  eiu  Punkt  aufzuklären  ist.  Der  Herr  Recensent  ßcliüttet  nnu  mit  einer 
wahren  |Iast  das  Füllhorn  seines  Heftes  aus.  Ich  kann  dem  Herrn  zur  Be- 
ruhigung sagen,  dass  mir  das  von  ihm  Vorgebrachte  und  vielleicht  noch 
etwa^  mehr  bekannt  ist,  und  doch  noch  ein  Punkt,  ein  einsiger 
Punkt,  Herr  Recensent,  aufzuklären  bleibt.  Es  scheint  dem  Herrn  Re- 
censenten  bekannt  zu  sein,  dass  eine  Haupinufgabe  bei  paitieUen  Differen-  ■ 
tialgteichungen  darin  besteht,  die  willkürlichen  Cunstauten  der  allgemeiueo 
Losung  aus  den  Bedingungen  des  Problems  zu  bestimmen.  Nach  Rie- 
mann's  eigenem  Ausspruche  (§  41  am  Ende)  liegt  darin  häufig  der  wich- 
tigste Punkt  der  Frage.  Der  Herr  Recensent  sagt  selbst,  dass  Riemann 
bei  der  vorliegenden  Aufgabe  diese  Coeffieientenbe«timmung  in  der  Vor- 
lesung nicht  durchgeführt  hat.    Und  weil  ich  sage : 

..Riemaun  hat  sich  darauf  beschränkt,  für  die  Lösung  den  Weg 
im  Grossen  vorzuschreiben", 
fühlt  der  Herr  Recensent  die  sittliche  Verptlichtung,  mich  der  Unwahr« 
heit  zu  zcibeu! 

Der  Herr  giobt  sich  die  Miene |  als  müsse  er  Riemann  in  Schuta 
nehmen  gegen  meine  Nachrede,  er  habe  Unfertiges  gegeben.  Diese  Nach- 
rede habe  ich  nicht  geführt.  Wenn  ich  die  Aufgabe  von  der  Bewegung  des 
Ringes  veröfl'entliche,  dann  kann  man  Rechenschaft  von  mir  verlangen  über 
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das,  was  ich  vorgefunden  habe.  Il-L  werde  diese  KeelieDäcbaft  nicht  schnl- 
dig  bleiben.  Wer  das,  was  ich  bis  jetzt  von  Biemaun's  Arbeiten  heraus- 
gegeben habe,  mit  unbefangenem  Auge  prüfen  will,  der  kann  mir  nicht 
nachsagen,  dags  ich  mich  ruhmsüchtig  vorgedrängt  habe.  Ich  biu  mir  ho- 
wusst,  mit  Liebe  und  Treue  gearbeitet  zu  haben,  und  ich  glaube,  es  ist  nicht 
nöthig,  Riemann  gpgen  Anmasriungen  von  meiner  Seite  zu  schützen.  Und 
wenn  eü  nölhig  wäre,  und  wen»  der  Kecensent,  Herr  Dr.  Fr.  Gödecker  in 
Lüneburg,  den  Beruf  uml  das  Recht  dazu  gehabt  hätte,  durch  diese  Recenüion 
wäre  er  des  Rechtes  verlustig  gegangen,  durch  diese  Recension,  die  von 
blinder  Animosität  diciirt  ist.  Geht  doch  der  Herr  in  seinem  Eifer  gegen 
mich  so  weit»  dass  er  Riemann 's  Manuscript  eine  Bierzeitung  nennt,  weil 
er  sich  einbildet,  es  sei  von  mir  geschrieben.  Kiemann  wird  dadurch 
nicht  herabgesetzt,  und  die  höhnischen  Redensarten ,  die  gegen  mich  ge- 
schleudert werden,  machen  mich  auch  nicht  schlechter.  Wenn  aber  der 
Herr  Dn  Fr.  Gödecker  um  Nichts  und  wieder  Nichts  es  wagt,  mit  der 
Beschuldigung  der  Unwahrheit  die  Reinheit  meines  Namens  anzutasten,  so 
weiss  ich,  dass  dufilr  die  Verachtung  jedes  Mannes  von  Ehre  auf  ihm  lastet, 
eine  Verachtung,  die  auch  nicht  gemildert  werden  kann  durch  das  Mitleid, 
das  man  mit  dem  wissenschaftlichen  Theilc  seines  Augrift*es  fühle«  muas. 
Uannover,  den  2t>- Juni  1870.  K.  Hattendokff. 
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Bie  Spectralanalyae  in  einer  Reihe  Ton  sechs  VorlesüBgen  mit  wiasen- 
schaftliohen  Kachträgen  von  H.  E,  Boscoe.  Äuiorisirte  doutsche 
AuHgabe,  bearbeiti?t  von  Scuorlbmmek.  Braunschweig,  Vieweg 
&  Sobn.    1870.    X  und  300. 

Das  vorliegende  Werk  reibt  sich  den  vorzüglichen,  im  besten  Sinne 
populären  naturwissenscbaftlichen  Werkon,  die  wir  in  neuerer  Zeit  von 
engliscben  Äutoroa  erbaiten  Laben,  würdig  an. 

Die  Vorletaungen  beginnen  mit  deo  einfachsten  Erörterungen  über  die 
Zerlegbarkeit  des  weissen  Lichtes  uud  schliessen  mit  einer  eingehenden 
Orientining  über  die  neuesten  Rf^sultate,  die  für  dicphysiscbe  und  cbemiticbe 
Bescbaffonheit  der  Sonne,  für  die  Bescbaflenheit  und  die  Bewegung  der  Fix- 
sterne, für  die  Spectrcn  der  Nebeltictke  und  Cometeii  erlangt  worden  sind. 
Die  Doductionen  sind  scharf  und  klar,  die  Beschreibung  der  Versuche, 
durch  vorzüglich  ejatworfene  und  ausgeführte  Holzschnitte  unterstütsst,  ist 
in  hohem  Grade  anschaulich  und  lebendig. 

Um  auch  einem  tiefergehenden  wissenschaftlichen  Bedürfniss  entgegen- 
zukommen, hat  nun  der  Verfasser  jeder  Vorlesung  eine  Reihe  von  OriglnaU 
abhandlungen  oder  Auszügen  aus  solchen  beigegeben,  welche  eine  hervor- 
ragende Bedeutung  für  Spectralaualyse  uud  ihre  Anwendung  erlangt  haben. 
In  welch  hohem  Grade  dadurch  der  wissenschaftliche  Wcrth  des  vortreff- 
lichen Buches  gesteigert  wird,  erhellt  am  Beaten  durch  Aufzählung  eines 
Theiles  der  mitgethesUen  Abhaadlungeu.  Nach  der  ersten  Vorlesung  folgen 
u.  A.  Abhandlungen  aus  Newton's  klassischer  Optik,  die  Fundamental- 
▼ersuche  über  Farbenzerstreuung  enthaltend;  Bunseu's  und  Roscoe^s 
Untersuchungen  über  die  chemisch  wirksamen  Strahlen  der  Sonne.  Nach  der 
aweiten  Vorlesung :  Ein  Theil  der  Abhandlung K i  r  c  h h  o  f  f  ^  s  und  B  u  u  s  e n '  s 
(Poggendorff  CX ,  1G7  figg.)  über  die  Spectralreactiouen  der  Salze  der  Al- 
kali- und  der  Erdaikalimotalle;  ein  Thcil  dt^r  zweiten  grossen  Abhandlaug 
derselben  Forscher  (Poggendorfl'  CXIU  ,  337)  über  die  Methode,  den  8pec- 
tralapparat  zu  benutzen;  die  Abhandhing  Bnnsen's  (Poggcndorff  CXIX, 
10)  Über  die  graphische  Darstellung  von  Spcctralbcobaclitungen. 
Utcnilartif.  d    ZeiUchr.  r.  Alkib.  tt.  Phy>.  XV,  0.  ^ 
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Der  dritten  Vorlesung  sind  angedängt :   Eia  Auszug  aus  K  i  r  c h  h  o  f  f 'i 
und  Btinsen's  zweiler  Abhandlung  über  die  Ki'actionen  der  Rubidium-  q« 
CKsinmverbindnngen;  Kirchboff's  Abhandlung  zur  Geschichte  der  Sf 
Ualaualyse  (Poggendoiö"  CXVIÜ,  04). 

Der  vierten  Vorlesung  btnd  beigefügt:  Huggins*  Zeichnung  der 
tallßjiectra;  ein  Ansstug  aus  Huggins'  Abhandlung  über  die  Spectra  ein 
ger  chemischer  Elemente  (Phil.  Trans.  I6Ö4,  S.  139),  nebst  den  zugeborige 
Tabellen;  Beschreibung  des  Mikrospectroskops  von  Sorby  und  Bro  wning. 

Nach  der  fünften  Vorlesung,  welche  die  Resultate  der  speetroskopischefl 
Sonnenbeobachtungen  enthält,  folgen  ein  Anazug  aus  Angström  *s  fif- 
cherches  sur  le  specIre  solaire^  Ups,  1808  j  die  interessanten  Mittlieilaogen 
Lockyers  über  die  Beobachtung  der  Protubeianzspectren  an  der  nnver* 
finatcrten  Sonne,  vom  20.  October  1HÖ3  beginnend,  nach  den  /^oo.  of  Ikt 
Roy.  Soc.  of  London^  VoLXVll,  1868  —  1869;  sowie  die  klassischen  Beobach* 
tungen  Zöllner's  über  die  Protuberanzen  nach  Poggendorff  CXXXVII 
8.  \Z^y  nebst  einer  vorzüglich  ausgeführten  Wiedergabe  der  jener  Abbaod'f 
lung  beigegebenen  cbromo  liiliographirten  Abbildung  der  rothen  Bilder  to 
19  Protuberanzfonnen.  Dieser  Vorlesung  ist  ferner  Kirchhoff' a  gros 
Zeichnung  des  Sonnenspectrums  von  A—G  und  Angström's  Ergänzun 
für  den  Kaum  G  —  II^  beigegeben. 

Die  sechste  Vorlesung,  der  Spectroskopio  der  Planeten  und  der  Fkt- 
fiterne  gewidmet,  wird  durch  eine  chroiuo  Oithographisclie  Tafel  mit  siebe 
Fixsteruspectren ,   dem  Sunnenspectrum,    dem   Wasserstotrspectrum,    de 
Slickstoffspectrum  und  zwei  K(»lilenstoffspeclren  (Leuchtgas  und  Cyang« 
ergänzt,  ferner  durch  Auszüge  aas  Huggins'  Abhnndlungen  über  die 
kroskopie  des  Mars,  über  die  Vorsuche,  die  Bewegung  gewisser  Fisstei 
aus  den  Spectten  zu  erkennen;  dann  die  Mitth*^ilung  Zöllner's  über  seil 
neues  Reversionsspectioskop;  die  Tabellen  zu  Kirchboff's  Zeichnung  de 
ßonnenspectrums  und  der  hellen  Spectrallinien  der  Elemente;  die  Tabelle 
der  Linien  des  Cer ,  Lanthan.   Diiiym,  Palladium,  Platin,  Iridium,  Katbe 
Dium;  die  Tabelle  der  Uaupteisenltnien  von  Thalcn  und  Aug ström. 

Den  Schluss   des  Werkes  bildet  eiu  reichhaltiger  Literatarnach^ 
weis. 

K.  IlBGEft. 


Die  Kepler'iohen  Gesetze;  eine  neue  elementare  Ableitung  derselben  «i 
dem  New  ton 'sehen  Anziehungsgesetze.  Von  Dr.  U.  l^fÜLLER,  Pro- 
fessor am  Gymnasium  zu  Lahr.    Braunschweig,  Druck  und  Verlag 
von  Fr.  Vioweg  &  Soliu.    1870. 
Das  vorliegende,  fünf  Druckbogen  umfassende  Schriftchen  zerfallt  in 
drei  Abschnitte,  von  welchen  die  beiden  ersten  als  Einleitungen  zu  betrach- 
ten sind.    Im  ersten  Abschnitte  werden  die  Kegelschnitte  soweit  untersucht. 


als  ea  für  die  Tbeone  der  Plancteiibewegang  erforderlich  ist;  der  zweite 
Abschnitt  eiithJtlt  ema  elementare  Herleiintig  der  nötliigen  Sätze  aus  der 
Dynamik  mit  Einsclilufts  des  Principes  der  Krlmluing  der  Flaclien  bei  Cen- 
iralbewegungen  und  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft;  nacb  die.sen  Vor- 
arbeiten wird  im  letzten  Abschnitte  die  Centralbewegung*Daeb  dem  New. 
ton'«chen  AnKieliungsgesetze  discutirl.  Der  Verfaßter  geht  hierbei  fast 
genau  denselben  Weg  wie  die  analytische  Mechanik.  Bezeichnet  nämlich 
JSf  die  Anziehung  der  Sonne  auf  eine  in  der  Entfernung  1  bofiu<lliche  Mas- 
senciuheit,  ao  sind  bekanntlich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

und  diese  liefern  einerseits  die  Flnchengleichnng 
r*üB  —  Jdt  oder  u  =  -  , 

•y 

andererseits  mittels  dea  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft 

worin  ./  und  B  Integrationsconstanten  sind,  v  die  Geachwindigkeit,  r  den 
lladius  vector  und  y  den  Abstand  des  anziebenden  Miltelpmikteü  von  der 
durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden  Tangente  an  der  Bahn  bezeichnet. 
Durcli  Elimination  von  v  entsteht  die  Gleichung 

2</'  r 

welche  eine  charakteristische,  rein  geomefrische  Eigenschaft  der  geanchten 
Trajectorie  darstellt  und  zur  Beätimmung  der  letzteren  dient.  Bis  zu  dieser 
Stelle  ist  der  G&ng  des  Verfassera  völlig  einwurfsfrei,-  im  Folgenden  aber 
hcgnilgt  sich  der  Verfasser  mit  dem  Nachweise,  dass  die  obige  Eigenschaft 
den  Kegelschnitten  zukommt,  und  das  ist,  streng  genommen,  wicbt  ausrei- 
chend.   Zufolge  des  Werthes 

r' 


//  = 
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ist  nämlich  die  obige  Gleichung  eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades, 
die  mehrere  verschiedene  Auflösungen  zulasaen  konnte;  der  Verfasser  hat 
daher  nur  bewiesen,  dass  die  Planetenliahnen  Kegelschnltle  sein  können, 
nicht  aber,  dass  sie  Kegelselinitte  sein  müssen.  Das  Letztere  dürfte  sich 
auch  schwerlich  auf  elementarem  Wege  beweisen  lasaen,  wenigstens  nur 
mit  den  grossen  Weitläufigkeiten,  welche  bei  jeder  Reduction  eines  Integra- 
les auf  den  Grenzwerth  einer  Summe  unvermeidlich  hiud.  Sonach  hat  der 
Verfasser  immerhin  das  Mögliche  geleistet  und,  wie  Koferent  gern  an- 
erkennt, in  einer  durchaus  klaren  Darstellung.  Sculömilch. 
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0.  SOHLÖMILCH. 


Seite  44  ist  bei  «ütö'O'  statt  0,06715^  zu  lesen  0,08716. 
„     44  sind  die  beiden  Differenzen  {D,  \') 


28,0 
28,0 


«m5M0'  0,09005 
20'  0,09205 
30'     0,09585 

in  20,0  nmzaändern,  weil'  letztere  Zahl  etwas  genauere  Werthe  liefert. 
47.     Die   Differenz    zwischen   «<n  23^40'   und   «M2ä<'50'    ist    aus    demselben 

Grunde  nicht  =26,7,  sondern  =26,6  zu  nehmen. 
40.    Ebenso  ist  die  Differenz  zwischen  «iii32*40'  und  sinZVbQ'  nicht  =24,4, 

sondern  =24,5  zu  setzen. 
52  ist  neben /aii^a=50  angegeben  tang\tt~2\y9  statt  des  genaueren  Werthes 

/<in^4a  =  25,0. 
158  ist  zu  verbessern,  dass  das  Königreich  Württemberg  zu  den  Staaten  ge- 
hört, welche  den  Fnss  decimal  theilen. 
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